T.C.

NAMIK KEMAL UNiVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZi

GENELLESTIRILMiS KUMMER KONGRUANSLARININ P-ADIK

L-FONKSIYONLARI iLE iSPATI

Ridvan TOSUNCUK

MATEMATIK ANABILIM DALI

DANISMAN: DOC. DR. Mehmet KIRDAR

TEKIRDAG-2017

Her Hakki Sakhdir.



Dog. Dr. Mehmet KIRDAR’in danigmanliginda Ridvan TOSUNCUK tarafindanhazirlanan
“Genellestirilmis KummerKongriianslarinmn P-adic L-Fonksiyonlar1 ile Ispati” isimli bu
calisma asagidaki jiiri tarafindan Matematik Anabilim Dali’nda Yiiksek Lisans Tezi olarak

oybirligi ile kabul edilmistir.

Juri Bagkani: Do¢.Dr. Mehmet KIRDAR Imza:
Uye: Yrd.Dog.Dr. Nuray EROGLU Imza:
Uye: Yrd.Dog.Dr. Ozen OZER Imza:

Fen Bilimleri Enstitiisi Yonetim Kurulu admna

Prof. Dr. Fatih KONUKCU

Enstitiit Mudiiri



OZET

Yiiksek Lisans Tezi

GENELLESTIRILMiS KUMMER KONGRUANSLARININ P-ADIK

L-FONKSIYONLARI ILE ISPATI

Ridvan TOSUNCUK

Namik Kemal Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist
Matematik Anabilim Dali

Danigsman: Dog¢. Dr. Mehmet KIRDAR

Bu tez c¢alismasinda  Genellestirilmis Kummerkongriianslarmin ispat1
Washington(1996) IntroductiontoCyclotomicFields kitab1 temel alinarak yapilmustir.Dirichlet
L-Fonksiyonu ve P-adic L-Fonksiyonu ile ilgili temel kavramlar verilmis ve gerekli teoremler
ifade edilmistir. Bu kavram ve teoremler ile Genellestirilmis KummerKongriianslarinin ispati
yapilmaistir.

Anahtar Kelimeler: KummerKongriianslari, Dirichlet L-fonksiyonu, P-adic L-fonksiyonu

2017, 26 sayfa



ABSTRACT

Msc. Thesis

PROOF OF THE GENERALIZED KUMMER CONGRUENCES

BY USING P-ADIC L-FUNCTIONS

Ridvan TOSUNCUK

Namik Kemal University
Graduate School of Natural andAppliedSciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Mehmet KIRDAR

Inthisthesis, theproof oftheGeneralizedKummerCongruences is donebased on
thebook of Washington(1996) IntroductiontoCyclotomicFields. Basic conceptsaboutDrichle
L-Functionsand P-adic L-Functionshavebeengivenandnecessarytheoremshavebeenpointedout.

Withtheseconceptsandtheorems,  theproof  oftheGeneralizedKummerCongruences  has
beendone.

Keywords: KummerCongruences, Dirichlet L-functions, P-adic L-functions

2017, 26pages



ICINDEKILER Sayfa

(072 i i
ABSTRAGCT ...c..ituieieetneernerentieneerseeesneessneessnssssessssssnesssesssnesssesssnesssniessnn i
ICINDEKILER......coutitiiiiiiiiiriiieerteeteernersnesneesnesssseesssessessersssssssnesnnnene. iii
Y 1LY (€] O 51 (53 1 01 RN iv
LuGTRIS e tttiiteitete ettt ettt ee e ete et erteeseesaeesaessscoeessrsassnesnnsseesnnennnenn. 1
2. TEMEL KAVRAMLAR. ...uttuittittetttitereesnernteerseeserseesneessemssssesssssesssesnes 2
3.DIRICHLET L-FONKSIYONU VE P-ADIC L-FONKSIYONU.......ccoetvvrrurrrnnnnn. 8
3.1 Dirichlet L-FONKSIYONU. ... .ottt e e e e e 8
3.2. P-adik L-FONKSIYONU ... ..ttt e 13
4, KUMMER KONGRUANSLARL.......ccuuttuiitniiunereeriieernersnerneseerseesnessnesnness 16
4.5. KummerKongriianlarinm ISpatt ..............ooiiiiiiiii e, 21
SIKAYNAKLAR. ....ccuuiituieteetneerteetneerseersseeesnsssnesssrssessseessessnessssssnesssnssnnns 24
6. TESEKKUR ...cuuvuiiuiiuiiniiiienieiieneeneenerneerereresentesseseeseseeseenessnssessssnssnnn. 25

TLOZGECMIS .ouevniiniiiieieeieiieeeeeeeeteeneereerereseesesessseesssssssssssesnesnssnssnnne 26



SiIMGE LiSTESI

x(a) : Dirichlet karekteri

w(z) : Teichmiiller karakteri

B, : Bernoulli sayilar1

L(s, x) : Dirichlet L-Fonksiyonu

{(s,b) : Hurwitz Zeta Fonksiyonu

{(s) : Riemann Zeta Fonksiyonu

Bny - Genellestirilmis Bernoulli sayilar1
B, (X) : Bernoulli Polinomlar1

L,(s, x) : P-adic L-Fonksiyonu



1. GIRIS

Bernoulli sayilari, sayr kurami ile derin iliskili bir rasyonel sayi dizisidir. Say1
degerleri Riemannzeta fonksiyonunun negatif tam sayilarda aldigi degerlerle ilgilidir.
Bernoulli sayilar1 JakobBernoulli tarafindan, Japon matematik¢i Seki Kowa ile hemen hemen

ayni donemde bulunmustur.

B,Bernoulli sayisiin n’e boliinmesi ile elde edilen kongriianslarErnstEduardKummer (1851)
tarafindan bulunmustur.Bukongriianslar matematigin topoloji ve diferansiyel geometri gibi
farkli dallarinda dahi ortaya ¢ikar.B, /noranmin payr ve paydast Onemli matematiksel

degismezleri verir.

Bu calismada Genellestirilmis Kummerkongriianslarinin ispati, p-adic L-fonksiyonu
yardimiyla gosterilecektir. 2. ve 3. Boliimde ihtiyacimiz olan kavramlar tanitilacaktir. Bu
kavramlar Dirichlet karakteri, p-adik sayilari, Bernoulli sayilar1 ve bunlarin 6zellikleridir. Bu
kavramlarin tizerine kurulu p-adic L-fonksiyonu tanimlanacaktir ve bu fonksiyonla ilgili
gerekli teoremler verilecektir. 4.Boliimde Kummerkongriianslari tanitildiktan sonra 6rnekleri

gosterilecek ve p-adic L-fonksiyonlari yardimiyla ispati1 yapilacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Tanim.
Belirli bir k (k>1) tam sayis1 igin

. y()=1
i.  x(mn) = y(m)y(n)
iii. y(n+k)=ymn)
iv. (nk)>1 © ym=0

kosullarimni saglayan Z den C ye tanimli y ¢arpimsal fonksiyonuna bir k modiil Dirichlet
karakteri denir. (a, k) = 1olan her a icin ¢ , Euler ¢ -fonksiyonu olmak iizere a®?™ =

1(mod k) oldugundan y(a) birimin bir kokiidiir.
k, m nin bir kat1 olmak tizere ve ¥, bir m modiil Dirichlet karekteri ise

_(P(a), (a, k) =1
X(a)‘{o . (@ k) #1

ile bir kmodiil Dirichlet karakteri elde edilebilir. m < k olmak iizere , y in m modiil bir baska

karakterden elde edilemeyen minimum k modiiliine y in kondiiktorii denir.
Dirichletkarekteri kalan smiflar ile ifade edersek

x: (Z/kZ) - C*
biciminde bir grup temsili olarak diisiiniilebilir.

Bir Dirichletkarekteri olan k modiilprincipalkarekteri asagidaki bi¢imde tanimlanir.



2.2 Tanim

(1, @mk=1
Xl(")‘{o, (nk) >1

seklinde tanimlan karaktere k modiil principal karakter denir.

2.3 Tanim

p bir asal say1 ve a; € {0,1, ..., p — 1} olmak iizere Y;»o a;p’ seklinde ifade edilen sayilara p-
Y p

adik tamsay1 denir. Tiim p-adik tamsayilarin olusturdugu halka Z,, ile gosterilir.(Koblitz 1948)

2.4 Tanim

pbir asal say1 olmak iizere

Qp={x=z aipi:OSaiSp—l}

i=—k

seklinde tanimlanan kiime p-adik rasyonel sayilar kiimesi denir.(Koblitz 1948)

x € Qpise
x = +ap?+apt+ay + % + % + et %
seklindedir ve 6zel olarak a_; = a_, = - =a_, = 0 ise x € Z, dir.
2.5 Tanim
) .. 4 ,p=2, . . . ..
pbir asal say1 olmak iizere,q = {p D2 bi¢iminde taniml1 olsun.z€eZy i¢in

w(z) = lim zP"

n—->oo

seklinde tamml w: ZF — Zy grup homomorfizmasma Teichmiiller karakteri denir.
Teichmiiller karakterin kondoktorii q olup, Teichmiiller karakteri (p — 1).birimin bir
kokiidiir.(Washington, L.C. 1996)



Teichmiiller karakterin bazi 6zellikleri:
Her aeZ,, i¢in

i. a= w(a)(modq)

i.  w(@)? =w@)

2.6 Tanim

Sp(n)ile 1 den (n — 1)’e kadar olan sayilarm p-inci kuvvetlerinin toplamini gésterelim. Bu

durumda,
So(n) =n—-1
1 1 nn—1)
— 2 o —
S(n)= SN —on 5

1 1 1 nn—-—1)2Zn-1
S, (n) =§n3—2n2+gn= ( )6( )

1 1, n*(n-1)°

= _nt__5n3 2
S3(n) = gn* —=n®+on y
1 1 1 1 n(n—1)(2n—-1)(3n2-3n-1)
S = — 5 ___n4 a3 —
o) =gne—gni g o ggn 30
S (n) = l‘,1_6 — ln5 + inél- _ inz — n?(2n?-2n-1)(n-1)?
> 6 2 12 12 12 Y s

yazilabilir.

JakobBernoulli deneysel olarak S, (n) polinomlarinin

nP+l —lnp + %nl"l +0.nP72 4 .-

S —
p(W) =7 2

formunda oldugunu ispatlamistir. Bu acilimda goriinen 1, %, %, 0,...sayilar1 Bernoulli

sayilaridir ve k. Bernoulli sayist By, ile gosterilir.

Bernoulli sayilar1 iirete¢ fonksiyonu yardimi ile de tanimlanabilir.

4



f() =

et —1

fonksiyonuBernoulli sayilarmin iirete¢ fonksiyonudur.

t v " t2 t3
Tl - ZTL=OBTLE - BO +B1t+B2;+B3;+

e

acilimdat — 0 iken esitligin sol tarafilim,_, ﬁ = 1 ve sag tarafiB, olacagindan

B,=1 olarak elde edilir.

Asagidaki indirgeme formiilii yardimi ilen>0 igin diger Bernoulli sayilar1 bulunabilir.

BZZ

N

Diger Bernoulli sayilari bu yontemle bulunabilir.B; digindaki biitiin tekindisliBermoulli

sayilar1 0 a esittir.



2.7 Ozellik

Bu kisimdaRasyonelkongriianslari igin bir 6zellik verilecektir. Bu 6zellik,

Kummerkongriianslarin gdsteriminde kullanilacaktir.

pasal say1 ve a,b,c,d € Z olmak {izere

(mod p)isead = bc(mod p)

Qla

2.8 Tanim

anoktasif fonksiyonunun bir ayrik tekil noktasi ve merkezi silinmisa merkezli bir agik

dairede f fonksiyonunun Laurent agilimi
+o0

f@D= ) az-ay

n=-—oo

isec_, katsayisina f fonksiyonunun a noktasindaki kalintis1 veya rezidiisii denir ve

res(f,a) = c_,
olarak gosterilir.

2.9 Rezidii Teoremi

f fonksiyonu bir U c C basit baglantili agik bolgesininsonlu sayida a, ... , a,noktasi hari¢ her

yerde analitik ve C bu bolgenin sinir1 olsun. Bu durumda

n

f f(z)dz = Zﬂines(f, a;)
C

=1

olur.



2.9.1 Ornek

f(2) =

noktalarda pay sifir degerini almadigindan -1 basit kutup noktasi, 1 ise ikinci dereceden bir

2
Z—zolsun. Ayrik ve tekil noktalarrmiz -1 ve 1 noktalaridir. Bu
(z+1)(z—-1)

kutup noktasidir.

res(f,—1) = Zl_i)rzll(z +1)f(2) = Zl_i)rzllﬁ — %

2
olmak tizere

elde edilir. g(z) =

z
(z+1)

g(z)

g(1) # 0ve f(z) = -2

o , __ 2z(z+1)-z?
oldugundang’(z) = Ty

3

res(f,1) = g'(1) = 2

elde edilir. Dolayisi ile y izi C\{1, —1} de olan herhangi bir zincir olmak {izere

2
fy m dz = 2mi G D(y,1) + %D(y, —1)). Burada D sembolii konturun

tekillikler etrafindaki dolanim sayisidir.

Ozel olarak y olarak sirastylaC; (—1)ve C; (1) basit kapal egrilerini alirsak

2 2

j‘ z Qg = Tl f z dz = 3mi
Z+Dz-102Y%"2% ) GrDE-02" T 2
(-1 c1(1)

elde edilir.



3. DIRICHLET L FONKSiYONU VE P-ADIC L FONKSiYONU

3.1 Dirichlet L-Fonksiyonu

x bir Dirichlet karakter ve kondoktoriif olmak tizere

L(s,x)=zxr(:) ,  Re(s)>1

fonksiyonunaDirichlet L-Fonksiyonu denir. Diger bir gosterimi

1 .
L(S) X) l_[p asal T __ 3 _s 1— X(P)P_S dlr

3.1.1 Tamim

s € C komplex degisken Re(s) > 1ve0 < b < 1icin

o1
{(s,b) =;m

fonksiyonuHurwitzZeta Fonksiyon olarak tanimlanir.(Koblitz 1948)

Buradan yola ¢ikilarak, Dirichlet L-fonksiyonu

f
L) = ) x@f ¢ (s7)

bicimindeHurwitzZeta fonksiyonlar1 cinsinden ifade edilebilir.

3.1.2 Tammm y bir f modiil Dirichlet karakter olmak iizere,

[00]

Z}(() Z

n=0



seklinde tanimlanan B,, , sayilarina Genellestirilmis Bernoulli sayilar1 denir.

Ozel olarak, y = 1 olarak alinirsa

© p & _ tet __t
n=0TE pr T oeto1 T et—1

+ tolur kiburadan B,, ; = B, saglanur.

3.1.3 Tanim

teXt had t‘l’l
ef—1 ZB”(X)H
n=

esitligindekiB,, (X) katsayilarinaBernoulliPolinomlar1 denir.

Bn(l -X) = (—D"B,(X)

t Btn Xt ntn
et—1_Z”E ve e —me

acilimlar1 carpilirsa asagidaki sonug elde edilir.

B, (X) = z (Tll) B X"
i=0

3.1.4 Teorem

B, genellestirilmisBernoullisayilar1 veF, y karakterinin kondaktoriif nin bir kat1 olmak

uzere,

F
Bn,)( = Fnt Z x(a) By (%)
a=1

esitligi saglanir.

Ispat

had F as t" F te(a/F)Ft
DY 3@ Ba(5) = D x @
n=0 a=1 Toa=1



g:? ve a= b+ cf dersek
e(b+cflt
> Ty o
elde edilir.
3.1.5 Teorem
n =1 i¢cin

Bry
L(1—n, - A
1-nyx) -

Daha genel olarak 0 < b < 1igin

By (b)

(1-nb)==—

esitligi vardir.(Conway 1986).

Ispat

Bernoullipolinomlarinin iirete¢ fonksiyonu F(t) olmak iizere,

iB 1- n)—

H(s) = [ F(z)z 2dzseklinde bir fonksiyon tanimlayalim.

Asagidaki yol iizerinden integral alalim.

10
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n=0



¥ N

L

Simdi,C*t=(o0, €) + {y(t) = e : t e [0,271]} + (€, ) yolu iizerinde integral alinirsa,

f F(2)z57%dz = f F(2)z5 %dz + f F(2)z57%dz + f F(2)z57%dz
ct (0,8) 1% (€,00)

elde ederiz. z5~1 = e(s~Dloglzlo(s—1)2mijfa desinden yola ¢ikarak asagidaki doniisiimleri elde

ederiz.

j F(2)z5-2dz = — f F(O)t5-2dt
(,) €

f F(z)z572%dz = ez”isf F(O)tS™2dt
(€,)

€

H(s) = (e?™s — 1) .I-OOF(t)tS‘Zdt +f F(z)z57%dz
0 14

Re(s)> 1 ve€ - Ooldugundan[ F(z)z5 2dz — 0 olur ve
g 1

H(s) = (e?™s — 1) foooF(t)tS‘Zdtelde edilir. Buradan

te(l—b)t 1
F(t) = =te Pt ——
(t) et —1 ¢ 1—et
1 I

=Y _oe ™oldugundan

11



F(t) =tX%_, e~ ®+Mtyerine yazilirsa

[00]

H(S) — (eZnis _ 1)] ts-1 z e~ (+m)t g4
0

m=0
:(eZm's _ 1) Y%, f0°° tS—lo—(b+m)t g4
Degisken degistirmeler yapilirsa;
( 2mis _ 1) Yon= 0 by +b)5 I'(s)
=(e?™s — 1) I'(s){(s, b)elde edilir.
Buradan {(s,b) = H(s)/ (™ — 1) I'(s) elde edilir.
s = 1 — noldugunu varsayalim. .n > 1olan bir tam say1 oldugundan

e?m™s = 1 olur ve buradan

Bn(l

H(1-n) = f F(z)z" 'dz = (2mi) 2—¢ delde edilir. Diger yandan,
; 2mis =n"
limg_,_,,(e?™ — 1) I'(s)= (an)—elde edilir.
Buldugumuz ifadeler { (s, b) = H(s)/(e?™s — 1) ['(s)ifadesinde yerine yazilirsa,

{((1-nb) =11 Mn_b) = — B"i delde edilmis olur.

Sonug olarak;

f
La-np =) x@f - ¢(1-n%)

12



Ispat tamamlanmuis olur.

3.2P-adik L-Fonksiyonu

y bir Dirichlet karakter ve kondoktoriif , s bir p-adic say1 olmak {izere

fonksiyonuna p-adik L-Fonksiyonu denir.(Washington, L.C. 1996)

P-adic L-fonksiyonunun eulergarpimsal ifadesi

Ly(s,x) = (1 —x()p~) L(s,x) dir.

Buradan, n € Z ve n = 1ligin

L,(1=n,x) =1 - x(@Pp™ ") L(1—n, y)ve ispatta kullanilacak olan
L,(1=nx)=1-yo " (@p"HLA-nxyo™)

esitligi elde edilir.

3.2.1 Teorem

w—n

B
Ly(1=n,)0) = —(1 = o™ (p)p"™") ——
esitligi saglanir.

Ispat

13



Ly(s,x) = %‘; x(a@)H, (s, a, F),olmak iizere
s = 1deL, (s, ) nin rezidiisii (kalintis)

F-1 x(a)(1/F )biciminde bulunur.

pta

Egery = 1 olursa bu toplam 1 — %olarak elde edilir. Aksi halde,

F

Egery # 1 olursa toplam %Z’;:l x(a) — %Zgzl x (pb)bigimindedir.
Birinci toplam sifirdir. Eger p | f ise Vb icin y(pb) = 0 olur.

Eger p 1 fisef | (F/p) olur ki bu durumda ikinci toplam sifir olur.

Bu nedenleL, (s, x)’in y # 1 igin s = 1 de kutbu yoktur.

n = 1igin,
F
Ly(1=n0) = ) x(@H,(1-na,F)
ia
1 F
a
:__Fn—lz -n _
- azl)(w (a)Bn(F)
pia
1 F
a
— __rn-1 -n —
==~ yo (@B, (3)
a=1
F/p
e (5) Y v, (57)
P x ™" (Pb)Bn (57
b=1
elde edilir.

14



Eger p | fyw—nise yo™™(pb) = 0 dir. Aksi takdirde f,-n | F/p olur.

Teorem 3.1.4 kullanilarak asagidaki esitlik yazilir,
1 -n n-1
L,(1-ny) = - (B yon — X0 (D)D" 1By yion

1 _ —
= _;(1')((‘) n(p)pn 1)Bn,)(w_n

w—n

Ly(1-ny) =—-1-xo™@p"™") B"+
Ispat tamamlanmis olur.

3.2.2 Teoremy # 1 ve pq t f olmak iizere p-adik L-fonksiyonu
Ly(s,x) =ap+a;(s — 1) +ay(s —1)% + -

seklindedir dyle ki |ay| < 1ve Vi > 1 i¢in p | a;.(Washington,L.C. 1996)

15



4. KUMMER KONGRUANSLARI

4.1. Teorem

m,n € Z*t, m = n £ 0(mod p — 1) ve p bir asal say1 olmak lizere

Bm

m

= i—” (mod p)denkligi saglanir.

Genellestirilmis ifadesi olarak, a bir dogal sayi, m,n € Z*, m = n(mod (p — 1)p*)ven %

0(mod p — 1),p bir asal say1 olmak tizere
1-p™H B?m =(1-p" Y % (mod p®*t1)denkligi saglanur.

Simdi bu ifadelerin dogrulugunu bazi Ornekler ile gosterelim. Daha sonra p-adik L-

Fonksiyonlarini kullanarak ispat edecegiz.
4.2 Ornek
p = 5 i¢in bu kongriiansin dogrulugunu inceleyelim.
p—1=5—-1=4
i. m=2ven = 6icin

2 =6 # 0(mod 4)

B, = 1 B, = 1
276’ 67 42
=1 (mod 5)olmal:

2.6 42.6

Burada 2.7 6zelligini kullanirsak
12.1 = 252.1(mod 5)

51252 — 120ldugundan

2—16 = Fle (mod 5) kongriiansin dogrulugu gosterilmis olur.

ii. m=6ven =10icin

16



6 =10 £ 0(mod 4)

L =3 (mod 5)olmali
42.6 _ 66.10

Burada 2.7 6zelligini kullanirsak
5.42.6 = 66.10.1(mod 5)
210 = 660(mod 5)

51660 — 2100ldugundan

1 _ 5 , e
e = seto (mod 5) kongriiansinin dogrulugu gosterilmis olur.
4.3 Ornek

p = 7 i¢in bu kongriianslarin dogrulugunu inceleyelim.
p—1=7-1=6
i. m=2ven = 8icin

2 =8 # 0(mod 6)

By=t By=—
76 %30

L =2 (mod 7)olmali

26 308

Burada 2.7 6zelligini kullanirsak
12.(—1) = 30.8(mod 7)
—12 = 240(mod 7)

7 | 240 — (—12)oldugundan

1 -1

— = —(mod 7) kongriiansinin dogrulugu gosterilmis olur.

2.6 308

17



ii. m=4ven=10icin

4 =10 # 0(mod 6)

B,= L B ==

* 730’ 107 66
-1 _ 5
— = —— (mod 7)olmali
30.4 66.10

Burada 2.7 6zelligini kullanirsak
66.10.(—1) = 30.4.5(mod 7)
—660 = 600(mod 7)

71 600 — (—660)oldugundan

-1 5

202" seto (mod 7) kongriiansin dogrulugu gosterilmis olur.

iii. m=8ven=14icin

8 = 14 # 0(mod 6)

-1 7
Pe=300  PuTg
=7 (mod 7)olmali
30.8 _ 6.14

Burada 2.7 6zelligini kullanirsak
6.14.(—1) = 30.8.7(mod 7)
—84 = 1680(mod 7)

7 1 1680 — (—84)oldugundan

% = ﬁ (mod 7) kongriiansmin dogrulugu gosterilmis olur.

18



4.4 Ornek
p = 11 i¢in bu kongriianslarin dogrulugunu inceleyelim.
p—1=11-1=10

I. m=2ven=12icin

2 =12 # 0(mod 10)

5 1 5 _ —691
27 ¢’ 1279730

1 _ -691

2.6 12.2730

(mod 11)olmali

Burada 2.7 6zelligini kullanirsak

2.6.(—691) = 12.2730(mod 11)

11| 32760 — (—8292)oldugundan

1 _ -691

2.6  12.2730

(mod 11)kongriiansinin dogrulugu gosterilmis olur.

ii. m=4ven=14icin

4 = 14 £ 0(mod 10)

-1 7
17300 T
-1 7
— = —(mod 11)olmal
430 ~ 14.6

Burada 2.7 6zelligini kullanirsak
4.30.7 = (-1).14.6(mod 11)

11 | 840 — (—84)oldugundan

-1 _ 7

T30 = Tac (mod 11)kongriiansmin dogrulugu gdsterilmis olur.
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lii. m=6ven=16icin
6 = 16 £ 0(mod 10)

—-3617
510

Be = — Bie =

1 _ —3617

6.42 ~ 16.510

(mod 11)olmali

Burada 2.7 6zelligini kullanirsak
6.42.(—3617) = 16.510(mod 11)

11| —911484 — 81600ldugundan

1 _ -3617

6.42 ~ 16.510

(mod 11)kongriiansinin dogrulugu gosterilmis olur.

iv. m=8ven = 18igcin

8 = 18 % 0(mod 10)

5 -1 5 43867
8730 '8 798

-1 _ 43867

= (mod 11)olmali
830 _ 18.798

Burada 2.7 6zelligini kullanirsak
8.30.43867 = (—1)18.798(mod 11)

11110528080 — (—14364)oldugundan

-1 __ 43867

530 = 18798 (mod 11)kongriiansimin dogrulugu gdsterilmis olur.
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45 KUMMER KONGRUANSININ ISPATI

Ozel denklikler a=0 durumu oldugu igin genellestirilmisdenklikleri ispatlayacagiz.

Hatirlatmak gerekirse:

m,n € Z*, m = n(mod (p — 1)p*), n £ 0(mod p — 1) ve p bir asal say1 olmak {izere
(1—p™1hH % =1-p*Y) % (mod p®*1)denkligi saglanir.

Simdi Teorem 3.8 i kullanarak

B, ,-n
Ly(1=np3) = =1 = o™ (@)p"") ——

le—n

B
L,(1-no") =-1-w"w ™ (@p" 1) —n‘wn

ve

m

B w™me-
Lp(l -mo™) =—1—-omw ™ (P)p™ 1) m,wmw

m

Wwmw™™ =1 ve w"w™™ = 1 oldugundan,

B
L,1-no"=-1-p" " 7"

L,1-mw™) =-1-p™1) %

ifadeleri elde edilir.

Bu noktadan sonra Teorem 3.2.2 kullanilarak agagidaki ifadeler yazilabilir.
L,(1 —m,0™) = ay + a;(—m) + a,(-m)? + -

lagl < 1vevi=1iginp | a;.
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Bu noktada teoremde verilen
m = n(mod (p — 1)p%)ifadesini kullanacagiz.
Vi > liginp | a; oldugunu da gz oniine alirsak
a;(—n)! = a;(—m)‘(mod p**1)oldugu gostermeliyiz.
krlezZ*
m=k(p—-1Dp*—1 ven=r(p—1)p*—1 diyelim.
t € Z*olmak tizere a; = tp diyelim.
a;(-m)" = tp(—k(p — D)p® + 1)
= tp ((é)(—k(p —DpY' + () (=klp — Dp®)it + -+ (ﬁ)li)
=t(é)(—k(p _ 1))ipai+1 + t(i)(—k(p _ 1))i—1pa(i—1)+1l 4ot tp(ﬁ)li
a;(—n)' = tp(-r(@ - p® + 1)’
=tp (()(=r(p = Dp»' + (D(=rp — Dp» L+ + (DIY)
=t(p) (=r(p = )P+ + () (=r(p = DY pa D 4 4 ep ()1
a;(—n)! = a;(—m)*(mod p**')olmas1 icin

p**1 | a;(—n)* — a;(—m)iolmali

a;,(—n) — a;(=m)! = t()pai*((—r(p — 1)’ = (—k(p — 1))+
t(Dpet-011 ((—r(p - 1)) = (~k(p - 1))i_1) + -+ p()1E = ep(H1D)

a+1

Ifadedeki biitiin carpanlar i > 1 i¢in p e tam boliindiiglinden
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a;(—n)* = a;(—m)‘(mod p**1)saglanmis olur.
L,(1-m,0™) = ay + a;(-m) + a,(-m)* + ---
= ay + a;(—n) + ay,(—n)? + -+ (mod p**1H)olur.

= L,(1—n, ") (mod p®*1)

B
L,(1-nw") =-1-p"") 7”

L,(1-m ™) =—-1-p™") B;m

Oldugundan
—(1—-p"1) 2= —(1-p™t) 2= (mod p***)olur
her iki tarafi (-1) ile carparsak,
(1—p"™1) 2= (1-p™ ) 22 (mod pa*L)elde edilir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.
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