BAZI OPERATOR UZAYLARININ
BOLUM UZAYLARI VE TEMSILLERI

Cansu Binnaz BINBASIOGLU

Yiiksek Lisans Tezi
Matematik Anabilim Dal

Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Erdal BAYRAM
2019



T.C.

TEKIRDAG NAMIK KEMAL UNIiVERSITESI

FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZi

BAZI OPERATOR UZAYLARININ BOLUM UZAYLARI VE
TEMSILLERI

Cansu Binnaz BINBASIOGLU

MATEMATIK ANABILIiM DALI

DANISMAN: Dr. Ogr. Uyesi Erdal BAYRAM

TEKIiRDAG-2019



Dr. Ogr. Uyesi Erdal BAYRAM damismanliginda, Cansu Binnaz BINBASIOGLU tarafindan
hazirlanan “Bazi Operatér Smiflarinin Boliim Uzaylart ve Temsilleri” isimli bu g¢alisma
asagidaki jiri tarafindan Matematik Anabilim Dali’nda Yiiksek Lisans tezi olarak oy birligi

ile kabul edilmistir.

Jiiri Baskani: Prof. Dr. Mahmut ERGUT Imza:
Uye: Dog. Dr. Mehmet SEZGIN [mza:
Uye: Dr. Ogr. Uyesi Erdal BAYRAM (Danisman) imza:

Fen Bilimleri Enstitiisti Yonetim Kurulu adina

Prof. Dr. Fatih KONUKCU
Enstiti Mudiiria



OZET
Yiiksek Lisans Tezi
BAZI OPERATOR UZAYLARININ BOLUM UZAYLARI VE TEMSILLERI
Cansu Binnaz BINBASIOGLU

Tekirdag Namik Kemal Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damigman: Dr.Ogr.Uyesi Erdal BAYRAM

Bu ¢alisma matematikte olduk¢a 6neme sahip bolim uzaylari tizerinedir. Bu konu
tizerine belirlenen iki hedeften birincisi olarak vektor uzaylari, normlu uzaylar ve Banach
cebirleri baglaminda bolim uzaylari ile ilgili gerekli tanimlar, teoremler ve sonuglar
toplanarak sistematik bir sekilde verildi. Ikinci olarak Banach orgiileri arasinda tanimli
regiiler operatorlerin L-zayif ve M-zayif kompakt operatorler ile olusturulan bdliimleri elde
edildi ve sirali uzaylarin kendine has olan bazi 6zellikleri elde edildi. Ayrica L-zayif kompakt
operatorler ile olusturulan béliimler igin bir temsil de sunuldu.
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SIMGE DIiZiNi

A A kiimesinin kapanisi

T T 'nin adjoint (eslek) operatorii

[X] X 'In denklik sinifi

] X vekt®riiniin normu

R Reel sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi

C, Sifira yakinsak reel diziler uzay:

0 Sinirl: reel diziler uzay:

C(K) K iizerinde siirekli reel degerli fonksiyonlar
B, (a,r) X 'de a merkezli r yarigapli birim yuvar
L(X,Y) Lineer operatorler kiimesi

B(X,Y) Siirli ve lineer operatorler kiimesi

W (X,Y) Zayif kompakt operatdrler kiimesi

K(X.,Y) Kompakt operatdrler kiimesi

W, (X,Y) L-zay1f kompakt operatorler kiimesi

W, (X ,Y) M-zay1if kompakt operatdrler kiimesi

L (X Y ) Regiiler lineer operatorler kiimesi

W/ (X,Y)  Regiler L-zayif kompakt operatorler kiimesi

Wy, (X,Y)  Regiiler M-zayif kompakt operatdrler kiimesi

iv
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1. GIRIS

Boliim uzaylari, carpim uzaylari, dual uzaylar yeni matematiksel objelerin iiretildigi
yollardan bazilaridir. Bir kiime iizerinde tanimlanan denklik bagintisina gdre olusturulan
denklik siniflarinin kiimesine boliim kiimesi denir. Tabi ki denklik bagintisinin tanimlandigi
kiime tizerindeki cebirsel veya topolojik yapilar yardimiyla boliim kiimeleri iizerinde de ayni
tiirden yapilar inga edilebilir. B6lim uzaylart analizin ¢ok genis bir kisminda kullanilan
onemli araglardan birisidir. Ornegin fonksiyonel analizin bircok kisminda kullanilan
ultraproduct 'lar1 igerirler. Bazen boliim uzaylarinin yapisi oldukca ¢ok sey anlatmaktadir.

Ornegin, ayrilabilir her uzay £, 'in bir bdliim uzayma izomorfiktir. Benzer sekilde, vektor

uzaylarinin boliim uzaylar1 da 6nemli sonuglar verir. Ciinkli vektor uzaylar1 arasinda taniml

f:V —W orten lineer doniisiimii i¢in, V /ker f ile W arasinda bir izomorfizm vardir. Bazi

durumlarda boliim uzaylari orijinal uzayin 6zelliklerine sahip degilken, bazi durumlarda da
cok onemli ozellikler boliimler tarafindan korunur. Tam tersine X /M ve M 'nin sahip
oldugu ozellikler X 'in de sahip olmasimi gerektirebilmektedir. Bu ise bolim uzaylarinin

yapisina bakarak orjinal uzayin yapisi hakkinda bilgi sahibi olmamiza imkan saglar.

Sirali vektor uzaylar teorisi ve Ozellikle Riesz uzaylar1 olarak da bilinen vektor
orgiileri, F. Riesz, L.V. Kantorovich ve H. Freudenthal adindaki iic matematik¢inin 1930 lu
yillardaki ¢alismalariyla ortaya ¢ikmistir. Bu tez ¢alismasindaki amag siirli sirali uzaylar
teorisinde tanimlanan regiiler operatorlerin bazi kapali alt siniflarina gére boliim uzaylarinin
arastirilmasidir. Baslangi¢ olarak sinirli operatorler uzayi iginde kapali olan kompakt ve zayif
kompakt operatorlerin boliim uzaylar1 ele alinmistir. Bunun sebebi literatiirde bu bolim
uzaylart hakkinda birgok ¢aligma yapilmis olmasi ve diger farkli operator alt siniflarina gore
bolim uzaylarinin incelenmesine yardimci olabilmesidir. Sunulan g¢aligmada ilgilenilen

konular ii¢ ana boliimde toplanmustir.

Ikinci boliim dért kisimdan olusmustur. Boliim uzaylari teorisindeki en temel tanim ve
sonuglar birinci kisimda verilmeye calisilmistir. Ikinci kisimda lineer uzaylarin boliim
uzaylar ele alinmistir. Bu kisimda denklik bagintilar ile alt uzaylar arasindaki iliskiye dikkat
c¢ekilmis, boliim uzaylarinin da bir vektor uzayr oldugu ispat edilmis, boyut tanimlanmis ve
boliim déniisiimiin bazi cebirsel dzellikleri verilmistir. Ugiincii kisim ise normlu uzaylarin
boliim uzaylar ile ilgilidir. Normlu uzaylarin sadece kapali alt uzaylarina gore bolim

uzaylarinda norm olabilen bolim normu tanimlanmig, bu norma goére bolim doniisiimiin



stirekliligi ve operatér normu gibi 6zellikleri gézlenmistir. Ayrica boliim uzaylarinin tam olup
olmadigi durumlar igin sonuglar ispatlari ile verilmistir. Son kisimda ise boliim uzaylariin

Banach cebir yapisi ile ilgili 6zellikler yer almstir.

Uciincii béliim tamamiyla normlu uzaylar arasinda tanimli sinirli operatorler uzayinin
boliim uzaylarina ayrilmis ve dort kisimdan olusturulmustur. Birinci kisimda sinirh
operatorler uzayinin cebirsel yapist ve operatdr normu ile ilgili bazi1 6zellikleri yer almistir.
Ayrica goriintii uzaymnin Banach uzayr olmasi durumda kapali alt uzaylarma goére boliim
uzaylarinin da Banach uzay1 oldugu ispatlanmistir. Bu boliimiin ikinci kisminda kompakt ve
zayif kompakt operator siniflarinin 6zellikleri verilmistir. Bu siiflar B(X,Y) icinde kapali
olduklarindan boliim uzaylarinin da normlu uzay, Y Banach uzay olmasi durumunda bdliim
uzaylarmin da Banach uzay olduklar1 vurgulanmistir. Ugiincii kisim ise operatdrler arasinda
bileske islemine gére B(X) 'in bir Banach cebir yapisina sahip olmasi ile ilgilidir. Bu boliimde
B(X) 'in kompakt ve zayif kompakt operatorlere gore boliim uzaylarinin da bir Banach cebiri
oldugu ispatlanmis ve sahip oldugu bazi ozellikler yer almistir. Son kisimda ise iiglincii

kisimda ele alinan Calkin ve zayif Calkin cebirlerinin bazi temsilleri sunulmustur.

Dordiincii boliim ti¢ kistmdan olugmaktadir. Bu boliimiin ilk kisiminda sirali uzaylar
teorisindeki temel tamimlar ve teoremler verilmistir. Ikinci kisim ise sirali uzaylarin bdliimleri
ve sirali uzaylarin kendine has 6zelliklerinin incelenmesi yer almaktadir. Ugiincii kisim iig
par¢adan olusmakta ve genel olarak Banach orgiileri arasinda tanimli regiiler operatorlerin
pozitif L-zayif ve pozitif M-zayif kompakt operatorler ile tiretilmis alt siniflari ile elde edilen
bolimler irdelenmistir. Ayrica son kisimda pozitif L-zayif kompakt operatorler ile tiretilmis

alt uzay ile elde edilen boliim uzayi i¢in bir sunulmustur.



2. BOLUM UZAYLARI

2.1 Boliim Kiimeleri
Bu boliimde bolim uzaylar ile ilgili temel tanimlar ve bazi 6zellikler verilecektir.

2.1.1 Tamim

X ve Y bos olmayan herhangi iki kiime olsun. X xY kiimesinin bos olmayan her alt

kiimesine X ‘'den Y ‘'ye bir bagmnti denir. X x X = X? kiimesinin bos olmayan her alt

kiimesine X {lizerinde ikili baginti denir (Luxemburg ve Zaanen 1971).
2.1.2 Tanim
~, X tlizerinde bir bagint1 olsun. Eger ~ bagintisi
I. Her x e X igin (X, x) € ~. (Yansima 6zelligi)
ii.  Herx e Xicin (x,y) € ~ iken (y, x) € ~. (Simetri 6zelligi)
iii. Herx e Xigin(x,y) € ~ve(y,z) e ~iken (x z) € ~. (Gegisme 6zelligi)

Ozelliklerini sagliyor ise ~ bagmtisina bir denklik bagintist denir (Luxemburg ve Zaanen
1971).

Ornegin;

. "X~Yy<X—yeZ" bigiminde tanimlanan ~ bagmtisi R iizerinde bir denklik

bagintisidir.

° (X, y),(xl, yl)erZ olmak lzere "(x,y)~(x1,yl)<:>xyl:x1y" bi¢iminde

tanimlanan ~ bagintis1 Zx7Z iizerinde bir denklik bagintisidir.

2.1.3 Tamm

Bos olmayan bir X kiimesi lizerinde ~ denklik bagintisina gore her bir Xxe X i¢in
[x]z{y e X1y ~ X} kiimesine X 'in denklik smifi ve X/~ ={[X]: X eX} kiime

ailesine de denklik siniflar: ailesi veya boliim kiimesi denir (Luxemburg ve Zaanen 1971).



Agiktir ki denklik siniflari, yani boliim kiimesi X 'in bir parcalanisidir.
2.1.4 Ornek

A = {a, b, ¢, d} kiimesi iizerinde,

B ={(a ), (b b), (¢ ¢), (d.d), (a¢), (¢ a) (cd), (ad) (d c)(da) }
bir denklik bagmtisidir. Bu bagmtiya gore denklik siiflan [a]={a, c, d }, [b]={b},
[c]={a. d, ¢}, [d]={a, d, c } oldugundan béliim kiimesi A/ ={[a],[b]} olur.

2.1.5 Ornek

7 =7l {0} olmak iizere (a,b)~(c,d) <> ad =b.c denklik bagintisina gére Zx 71 ~ bolim

kiimesi rasyonel sayilar kiimesini tanimlar.
2.1.6 Tanim
X/ ~ bolum kiimesi olmak tizere;
7 X = XI~, x »>7x(x)=[X]
doniistimiine boliim doniisiimii denir (Luxemburg ve Zaanen 1971).

Boliim doniisiimiiniin 6rten oldugu kolaylikla goriiliir. Bu noktadan sonra 7 boliim

doniisiimii olarak kullanilacaktir.
2.1.7 Ornek

7, 7, R* >R izdiisiim doniisiimleri 6rten, siirekli ve agik olduklarmdan birer bdliim

doniisimiidiir.

2.1.8 Ornek
7:ZxZ —>7ZxZ"|~, (ab)—> % bi¢ciminde tanimlanan doniistim bolim donisiimiidiir.

2.1.9 Tamim

(X, Z') topolojik uzay1 olmak tizere, 7 bolim doniisiimiinii stirekli kilan X/ ~ {izerindeki en
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genis topoloji olan
rﬂz{A X/~ 1 7(A) e z‘}
topolojisine baoliim topolojisi ve (X/~, T”) ikilisine de béliim topolojik uzayr denir
(Luxemburg ve Zaanen 1971).
2.1.10 Ornek

(Rd) alisilmig topoloji uzaylt olsun. Her X, yeR icin
"X~y & (X vey < O) veya (X, y >O)" seklinde tanimlanan denklik bagintisint ele

alallm. R/~ ={(_),I} boliim kiimesi tizerinde boliim topolojisi 7, :{Q, R/ ~, {[1]}} olur.

Ciinkii, 7'(&)=D e 7, 7'(R/~)=Re 7, ﬁ‘l({[l]}) =R*e 7 olur.
2.2 Lineer Uzaylarin Béliimleri

Asagidaki 6nerme lineer uzaylarin boliim uzaylarini tanimlayan denklik bagintilar ile

alt uzaylar1 arasindaki yakin iliskiyi ortaya koyar.

2.2.1 Onerme

X bir vektor uzay1 ve M bir alt uzay olmak iizere her X,y € M i¢in
X~y X—-yeM
seklinde bir bagint1 tanimlayalim. Bu durumda asagidakiler saglanir (Heil 2017).
i) ~, X flzerinde denklik bagntisidir.
ii) Herbir x € X igin [x]={x+m:meM}=x+M olur.
iii) f+M =g+M olmasi igin gerek ve yeter kosul f —g €M olmasidir.
iv) Eger feX ve meM ise f+M =f+m+M olur.

O halde X lineer uzaymim her bir M < X alt uzay1 ile bir denklik bagintis

tanimlanabileceginden bir boliim uzay: elde edilir. Onceki 6nerme de verilen X, X, € X igin



X ~X, & X —X,eM
olarak tanimlanan bagintisina goére X € X i¢in denklik siniflari
[X]={x+m:meM}=x+M

olacaktir. Dolayisiyla X 'in her bir M alt uzaymma gore bdlim kiimesi

XIM={x+M:xeX} 'dir

2.2.2 Ornek
C(]R), R iizerinde siirekli fonksiyonlar uzay:r ve P tiim polinomlar: igeren alt uzay olmak
tizere, f € (C(R) 'nin denklik siniflar1

f +P={f+p: p bir polinom}

bigiminde tanimlanir. Buna gore, f +P =g +P olmasi igin gerek ve yeter kosul f —g ‘nin
polinom olmasidir. Béylece, f +P denklik sinifin1 f 'nin polinomlara gére modiilii olarak

diistinebiliriz. Yani, farkli polinomlar ile tanimlanan fonksiyonlarin denklik siniflaridir (Heil
2017).

2.2.3 Ornek

X =R? vektor uzay1 ve M, = {(x y,0):X,y eR} ve M, = {(x 0,0):x,ye R} alt uzaylarina

gore boliim uzaylar sirasiyla
X /M, ={[(0,0,2)]:zeR} ve X/M,={[(x,0,0)]:xeR}

olacaktir.

X vektor uzaymin M < X alt uzayma gore denklik siniflarinin toplam1 ve skalerle

carpimi, X,y € X ve a¢ €[ igin
(X+M)+(y+M)=(x+y)+M
ve

c.(x+M)=cx+M
6



bigiminde tanimlanabilir. Oncelikle bu islemlerin iyi taniml1 olduklarmi géstermemiz gerekir.

Kabul edelim ki x+M =x,+M ve y,+M =y, +M olsun. Onerme 2.2.1 (iii)
ozelliginden X, —x,=keM ve y,—y,=leM vardir. Eger he(x +y,)+M olursa bir

meM i¢in h=X + Y, +m yazilabilir. Dolayisiyla
h=(%+K)+(y, +1)+m=(x,+Y,)+(k+1+m)e(x,+y,)+M

olur. Boylece ()(1 + yl) +M c (X2 +, ) +M oldugu goriiliir. Simetriden karsit kapsamada

dogru olacagindan toplam iyi tanimlidir. Benzer sekilde a eF i¢in he a(xl +M ) =ax+M
oldugundan bir meM igin h=ax +m yazlabilirr O halde k=x-x,eM

tanimladigimizda X, = X, +K olacagindan
h=ax,+m=a(x, +k)+m=ax, +ak+meax, +M

olur. Boylece ax,+M < ax,+M oldugu goriiliir. Yine simetriden karsit kapsamanin dogru
olmasindan skalerle ¢arpimin iyi tanimli oldugu elde edilir.

Sonug olarak yukarida tanimlanan islemlere gore lineer uzaylarin alt uzaylarina gore

boliim kiimelerinin vektor uzayi olduklarini ifade edebiliriz.

2.2.4 Onerme

X lineer uzay ve M < X alt uzay olmak fizere; yukarida verilen toplama ve skaler ile

carpma islemlerine gére X /M vektor uzayidir (Heil 2017).
Ispat:
X,ye X ve a,f T olsun.

1. Toplam islemi degismelidir. Gergekten;

[X]+[y]=(x+M)+(y+M)=(x+y)+M =(y+x)+M =(y+M)+(x+M)=[y]+[x] .o
2. X 'in sifir vektoriiniin denklik sinift 8+ M =M olur ve toplamsal birimdir.

[0]+[x]=(0+M)+(x+M)=(0+Xx)+M =x+M =[x].0

7



3. Toplama isleminin birlesme 6zelligi vardir.
(0[] #le]= (e M)+ M)+ (4 )

=(cy+ M)+ +M)
=(x+y+2)+M
=(X+M)+(y+z+M)
=(X+M)+((y+M)+(z+M))
~[x+ () +2) 0

4. Her bir x+M € X /M 'in toplamsal tersi vardir ve —X+M € X /M olur. Gergekten,

[x]+[—x]:(x+M)+(—X+M):(x+(—x))+M =0+M =M =[6]

[-X]+[x]=(—x+M)+(x+M)=(—x+X)+M =0+M =M =[6] o

5. Her bir x+M e X /M icin
1[x]=1(x+M)=(1x)+M = x+M =[]
oldugundan 1 skaler ile garpimn birimidir. o
6. a(B[X]) =a(B(x+M)) =a(Bx+M)=(aBx)+M =aB(x+M)=ap[x].o
7. a([X+[y]) =a((x+M)+(y+M)) =a((x+y)+ M) =a(x+y)+M
—a(x+M)+a(y+M)=a[x]+a[y] o
8 (a+B)[X]=(a+p)(x+M)=(a+p)x+M =(ax+px)+M
—a(x+M)+B(x+M)=a[x]+B[x].0

X bir vektor uzay1 ve M, X 'in bos olmayan alt kiimesi olsun. M 'den alinan her bir

sonlu sayida vektoriin lineer kombinasyonlarinin olusturdugu alt uzaya M 'nin gerdigi veya
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tirettigi alt uzay denir ve Sp{M} ile gosterilir. Eger M lineer bagimsiz bir kiime ve

X =Sp{M} oluyorsa M ‘ye, X 'in bir bazi veya tabamdir denir. O halde X vektor

uzayimin bir sonlu tabani varsa X 'e sonlu boyutlu vektor uzayi, aksi halde sonsuz boyutlu
vektor uzayi adi verilir. Zorn teoreminin bir sonucu olarak sifirdan farkli her vektor uzaymin

bir bazi vardir ve baz vektorlerinin sayisina X 'in boyutu denir ve dim X ile gosterecegiz.

2.2.5 Teorem

V' sonlu boyutlu vektér uzayi, W CV alt uzay ve {w,..,w,, V...V, } {w,...w,} ‘'de
sirastyla V. ve W 'nin tabanlar1 olsun. Bu durumda {[Vl],...,[vn]} kiimesi V /W 'nin bir

tabanidir ve dim(V /W) =dimV —dimW olur (Heil 2017).

ispat:

Xx€eV /W ve bir veV igin x=|v|olsun. {w,v. ¢,V 'nin taban1 oldugundan
1]

V= Zm:aiwi +Zn:ijj
i=1 j=1

yazilabilir. Dolayisiyla i €{1,...,m} i¢in [w,]=[0] sifir oldugundan

x=[v]= V:Zm:aiwi’LZn:bJVj :V:Zm:ai[wi]Jrzn:bi V]
i—1 =1 i—1 =1
olur. Yani V /W =sp {[vj]}::l ‘dir,

Kabul edelim ki Vv je{L...,n} icin b, € F ve ij [Vj]=0 saglansin. Buna gore
=1

> by, €W olur. Fakat W, {w}"

1

tarafindan iretildiginden Zaivvi =ijvj olacak
i—1 =1
bigimde & € F elemanlar1 vardir ve x&V /W de Z(_ai)wi +ijvj =0 yazlabilir.
i—1 =1
Dolayisiyla  {w,,..,W,,Vv,,..,v,} 'nin lineer bagimsizligi geregi Vje{l..,n} ve
Vi E{L...,m} icin @ =b; =0 olmalidir. Bu ise {[VJ]}n . kiimesinin lineer bagimsizligini
J:

gosterir.



Sonug olarak {[v; ]}, V/W igin bir tabandir. O halde dim(V /W)=dimV —dimw
e

esitligi acik olarak goriiliir.o

Ayni zamanda bu teoremin tersi bir sonucu da vardir. V,,..,V, €V olmak {izere
{[Vl],...,[vn]}, V/W i¢in taban ve W 'nin herhangi bir tabam1 da {Wj} ise
{W,...W,,V;,..,v,} 'de V igin bir tabandir. Ciinkii n=dimV —dimW oldugundan

{W,yeees W, VsV, } bOyUtu dimV dir. VEV igin [v]:Zn:aj [v;] ise V—En:aj [v;]=0
j=1 j=1

olacagindan V_Eaivi €W olur ve bu durumda V_Zaivi :ZbiWi olacak bigimde
=1 j=1 i=1

b, €R sayilari bulunabilir. Buda V =sp{w,,..., W,,V,,...,v, } oldugunu gosterir.o

2.2.6 Tanim

X vektdr uzaymin M < X alt uzaymna gore bolim uzaymin boyutu M 'nin es boyutu

(codimension) ile isimlendirilir ve codim(M ) ile gosterilir. Yani;
codim(M)=dim(X /M)
(Heil 2017).

2.2.7 Ornek

M = {x = (%, )kEN el’:x = 0} , kapali alt uzay1 igin codim(M)=1 ve I? =M saglanir (Heil
2017).

2.2.8 Ornek
M= {X:(Xk)keN €L’:x,, =0 V ke N} kapali alt uzay1 i¢in codim(M)=o0, IP =M ve
IP/M = 1P saglanir (Heil 2017).

X /M 'in vektor uzayr olmasi sebebiyle boliim doniisiimiiniin bazi o6zelliklerini

asagidaki onermedeki gibi verebiliriz.
2.2.9 Onerme

X vektor uzayinin M < X alt uzayi i¢in 7: X — X /M bolim doniisiimii i¢in asagidakiler

saglanir (Heil 2017).

10



i. 7 lineer ve ortendir.

i. ker(z)=M

iii. Ec X icin ﬂ_l(ﬂ(E))=E+M ={u+m: ueE, meM} olur,
Ispat:

i. Herbir x,ye X ve ael igin
z(X+ay)=x+ay+M =x+ay+m +m,
olacak bi¢imde m;,m, € M bulunabilir. Dolayisiyla
X+m +ay+m,=x+M+a(y+M)=z(x)+az(y)

olur. Yani =z lineerdir. Her bir denklik smifinin bir ireticisinin olmasi ve bolim

déniisimiiniin tanimindan 7 'nin értenligi agiktir. o
ii. yeker(ﬂ):{Xe X :ﬂ(x):HX,M}Qﬂ(y)zex,M
SYy+M =60, +M
&yeM
oldugundan Ker(z)=M esitligi goriiliir.o
iii. 7(E)={x+M:xeE} oldugundan
yer (x(E)) = (y)e(E)

< y+M =x+M olacak bicimde 3 x € E vardir.
< yeE+M

‘dir. Yani 72'_1(7Z'(E)) =E+M saglanir.o

2.2.10 Teorem

U ve V, I cismi {izerinde vektor uzaylari, W C kere olacak bigimde W CV alt uzay ve

¥:V —U lineer donlisim olsun. Bu durumda v =¢om saglanacak sekilde bir tek
¢V /W —U lineer doniistimii vardir (Heil 2017).

Bu 6zellik asagidaki diyagram ile 6zetlenebilir:

V—U

md o

VIW
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Ispat:

¢o:V/W—=U, [V]l—)"gb(v) donligimiinii tanimlayalim. Bu durumda ¢ iyi tanimlidir.
Ciinkdl, [V|€V /W igin [v]=[v;]=]v,] olacak bigimde V;,v, €V varsa v, =V,+Ww olacak
sekilde bir weW vardir. Boylece,

D) =PV, +W) =0 (v,) + 9 (W) =9 (v,)

olur. Ayrica ¢ lineer oldugundan ¢ 'nin lineer olmasi ve tanimi geregi ) = ¢om oldugu
aciktir. Kabul edelim ki oom =1 = ¢om olacak sekilde o:V /W ——U olsun. O halde her
VeV igin U([V]):¢([V]) olur ki = 'nin oOrten olmast o =¢ esitligini gerektirir. Yani ¢
tektir.o

Ornegin, R iizerinde her mertebeden diferensiyellenebilen fonksiyonlarm uzay:
V =C>(R), sabit fonksiyonlarin uzayt W CV ve ¢:V —V, ¢(f)—f’ diferensiyel

operatoriinii diisiinelim. O halde W Cker (w) oldugundan v = ¢om olacak sekilde bir tek
¢V /W ——=V doniisiimii vardir. Buna gore f,g €V fonksiyonlarinin [f]: [g] saglamasi

icin gerek ve yeter kosul f’ =g’ olmasidir.

Diger taraftan tiim Orten doniistimler ile boliimler olusturulabilir. Kabul edelim ki

T:V—U orten doniisim olsun. O halde teorem gere§i birebir ve Orten olan
T:V/kerT —U lineer doniisiimii vardir. Boylece, 1/:V —U lineer donilistimiiniin T Orten
doniigiimii vasitasiyla faktor edilmesiyle ¢ doniisiimiiniin V /W bolimii ile faktor edilmesi

aynidir.

Yukaridaki teoremin yararli bir sonucu da vardir. F iizerinde iki vektor uzay1 V,, V,
ve W, CV,, W,CV, alt uzaylar olsun. Boliim déniistimlerini m,:V,——V,/W, ve
m, :V,——V, /W, ile gosterelim. Kabul edelim ki T:V,——V, lineer déniisiimii icin
T(W,)CW, saglansm.  T:V,——V,/W,, x>m,(T(x)) doniisimini disiiniirsek
W, C Ker(f) saglanir. Boylece Teorem 2.2.10 geregi fO?TlIf olacak sekilde bir tek
'F:Vl/ W, ——V, /W, lineer doniisimii vardir. Bu durum, asagidaki diyagram ile

betimlenebilir:
V, —/— V,
™ \l/ T \( \l/ﬂz .
Vl/W1 T Vv, /W2
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2.3 Normlu Uzaylarin Boéliimleri

Lineer uzaylarin alt uzaylarina gére bolim uzaylarmin, verilen toplama ve skalar ile
carpma islemlerine gore lineer uzay oldugunu onceki boliimde goriildii. O halde normlu
uzaylarin alt uzaylarina gore elde edilen boliim uzaylarinin iizerinde hangi normlarin
tanimlanabilecegi ve ne zaman tam olabileceklerini sormak dogaldir. Bu boliimde bu noktalar

ele alinacaktir.

2.3.1 Onerme

X normlu lineer uzay ve bir alt uzayr M olmak tizere; her x € X i¢in tanimlanan,

:XIM > R"U{0}

Hix

[x]—>H[x]H y =dist(x,M)=inf {|x—m|: meM}

X/
fonksiyonu i¢in asagidakiler gegerlidir (Heil 2017).
I. Iyi tanimlidar.
ii. X /M iizerinde bir yari-normdur.
iii. M kapaliysa X /M iizerinde bir normdur.
ispat:

Notasyon sadeligi i¢in H[X]HX/M yerine ||X|| kullanacagiz.

XIM

I. X zerinde tanimli norm fonksiyonu negatif olmayan degerler aldigindan

{||x—m||: me M} kiimesi R 'de alttan 0 ile sinirlidir ve dolayisiyla bir infimuma sahiptir.

Infimumum tekliginden fonksiyon iyi tanimlidir.

ii. Her bir [X] e X /M i¢in H[X]H - 0 oldugu agiktir. Diger taraftan o € R igin

X/

lee(x+ M) inf

= ||05X+ M ”X/M - rITQ,T,,

lax—m|=|a

X IM |X_m”:|a|||x+M”x/M

olur. Uggen esitsizliginin saglandigini gosterelim. V& >0 ve X,y € X igin

& &
[x=ml <l +5 v [y =mal[ <[yl +5
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olacak bigimde m;,m, € M vardir. Dolayisiyla,

[+ Yl = inf [+ y —mi] < [x+y —my —m, | <fx—m+[y =m,| <[], ,, +[]p +e

meM

esitsizliginden istenen elde edilir. Son olarak M 'nin alt uzay olmasi sebebiyle

[0, = in ] =0

meM

olur.

M 'in sadece alt uzay olmasi, bu fonksiyonun bir norm olmasi i¢in genelde yeterli
degildir. Ciinkii, ||x|,,, =0 olmasina ragmen 0= X eM/M elemaninin var oldugu

durumlar1 gérmek kolaydir. Ornegin; Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlarin kiimesi

diistintilebilir. Ancak, M kapal1 ise, durum farklidir.

iii. M 'nin kapali olmasi nedeniyle H[X]HX/M =0 esitliginin [x]=[0] olmasim
gerektirdigini  gostermek  yeterlidir. ~ Kabul  edelim ki M kapali  ve

”X”X/M =inf {||x—m||:me M}:O olsun. O halde infimum 6zelliginden, her bir neN igin

[x—m,| < % , yani n — o iken ||x—mn|| —0 olacak bigimde bir (m,)c M dizisi vardir. Bu

ise M 'nin kapali olmas1 sebebiyle XeM ve dolayisiyla X €[0] olmasini gerektirir. Yani

[x]=[0] "dir.

Sonug olarak, X normlu uzay ve bir alt uzay1 M ise (X IM, s ) normlu uzaydir.

Boylece siradaki 6nermede verildigi gibi, boliim doniisiimiiniin bazi topolojik 6zelliklerinden

bahsedebiliriz.
2.3.2 Onerme
X normlu lineer uzay ve M kapali alt uzay1 i¢in asagidakiler saglanir (Heil 2017).

i. Her bir xe X igin ||7Z'(X)|| :||X+ |\/||| S”X” esitsizligi saglanir ve dolayisiyla 7

XIM XM

sureklidir.

14



iv.

X 'de r yarigapli, X merkezli agik yuvar B, (x,r) ve X /M 'de r yaricapl, x+M

merkezli agik yuvar B, ,, (X+M,r) i¢in ﬂ(BX (x, r)) =B,y (X+M,r) saglanir.

Wc X/M acgik olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

IN

zt (W)z feX: f+M eW} < X acik olmasidir.

7 agik bir doniigiimdiir. Yani, U < X agik ise 7(U) < X /M agiktir.

Ispat:

Bolim normunun tanimi ve M 'nin alt uzay olmasindan, her bir Xe X igin
||7z(x)||X " £||X+0||=||X|| esitsizligi kolaylikla goriiliir. Boylece normun siirekliligi, 7

boliim doniisiimiiniin de siirekli olmasini gerektirir.

. Ik olarak x=6 durumunu goz Oniine alalim. Kabul edelim ki y+M ezr(Bx (G,r))

olsun. O halde y+M =h+M olacak bigcimde heB, (6,r), yani ||h|| <r vardir. Boylece

inf

s [y =y + M, =[n+M],, <[N|<r, dolayisiyla y+M €By,, (0+M,r)

XIM XM

olur. Bu ise |y—m|<r olacak bigimde bir meM oldugunu, yani y-meB, (6,r)

oldugunu gosterir. Buradan da

y+M=y-m+M =7Z(y—m)e”(Bx (6’,!’))

oldugu gortiliir.

Keyfi bir xeX segelim. y+M E7Z'(Bx (X, r)) olsun. heB, (x,r) igin
y+M =h+M alindiginda bir meM igin y—h=meM ve ||h— X|| <r vyazilabilir.

Boylece ||y+M||X/M :”h+M”xuv| S||h—X||<r ve ||y+M||X/M s||y—m—x||<r saglanir.

O halde y+M eB,,,, (x+M,r) 'dir. Buradan inf

nena [y =X=m] =]y +x+M],, <r
olur Bdylece ||y—x—m|<r olan bir meM vardir Dolayistyla y—me B, (x,r) 'dir.
Buradan da

y+M=y-m+M =z(y-m)ez (B, (xr))

oldugu gortiliir.
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iii. 7 stirekli oldugundan W = X /M agik ise 7° (W) c X acik olmak zorundadir. Tersine
kabul edelim ki W< X /M igin 7 (W) c X agik olsun. Herhangi bir x+M eW
elemanm segelim. Xxe7z (W) oldugundan B, (x,r)cz (W) olacak bigimde r>0
vardir. (i) 'den B, (Xx+M,r)= 7Z'(BX (x, r)) - ﬂ(ﬂ’l (W )) =W saglamr. Yani W
agiktir.

iv. Kabul edelim ki U < X acik olsun. O halde Onerme 2.2.9 (iii) 'den

7 (7(U))=U+M={u+m:ueU,meM}=[J(U+m)

meM

olur. Buradan, U agik kiimesi i¢in U +m agiktir ve agik kiimelerin birlesimleri agik
oldugundan 72'_1(7Z'(U )) aciktir. (iii) 'den 7Z'(U ) < X /M agik oldugu goriiliir. o

Normlu uzaylar i¢in boliim doniisiimiiniin normunu bulmak i¢in ispatsiz verecegimiz

asagidaki lemmadan faydalanacagiz.

2.3.3 Lemma

X normlu uzay ve M kapali alt uzay olsun. Her bir & >0 i¢in

IX|=1  ve dist(x, M):rlnrelhfﬂ

[x—m|>1-¢

olacak bi¢cimde bir x € X vardir (Kreyszig 1978).

2.3.4 Onerme

X normlu uzay ve M < X kapali alt uzay olmak iizere 7: X — X /M kanonik doniisiimii

icin ||7z|| =1 'dir. Yani boliim fonksiyonu bir biiziilme dontisiimiidiir. (Heil 2017).
Ispat:
Riesz lemmasi geregince £ >0 i¢in ||X|| =1 ve

Iz (x)] = dist (x,M ) = inf

meM

[x-m|>1-¢

olacak bicimde xe X vardir. O halde V &£>0 i¢in ||7Z|| >1-¢ saglanacagindan ||7r|| >1 'dir.

Diger taraftan

|7 (x)| = inf

meM

px—mi| < [x—0f <[]
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oldugundan operatdr normu tanimi geregince

= = inf [x—m| < <1
Jr = supz (x)] =supinf [jx—m| < sup

It <t <t

olur.o

Banach uzaylarin kapali alt uzaylarma gore bdliim uzaylarinin tamhgr asagidaki

teorem ile verilmektedir.

2.3.5 Teorem

X Banach uzaymin kapali bir alt uzay1r M i¢in X /M Banach uzayidir (Heil 2017).
ispat:

X normlu uzaymin tamliginin X /M 'in tam olmasini gerektirdigini kanitlamak yeterlidir.

Bilindigi gibi bir Cauchy dizisinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul yakinsak bir alt

diziye sahip olmasidir. Kabul edelimki (x,+M) ., X /M 'de Cauchy dizisi olsun. vk €N

ne

i¢in

olacak bigimde bir (xnk +M )

(X“k+1 o X”k )+ M

- (X”k+1+M)_(X”k+M)

XM ‘

<27
XM

alt dizisi vardir. (Xn — yk) dizisi X 'de yakinsak olacak
neN k neN

bicimde y, € M elemanlar1 bulmak istiyoruz.

L 1
y,=0 ise r!g/l <§

(an - yl)_(xnz o m)H = r!wg& (an - an )+ mH = H(an o X”2)+ M HX/M

n

olur. Dolayisiyla H(xnl — yl)— (X .~ Yo )H < % olacak bi¢imde y, € M vardir ve

in | 2—12

meM

(X”z - yz)_(xns _m)H = Inf H(an - X"3)+mH :‘(X”Z _X”3)+ M HX/M <

meM

saglanir. Ayni sekilde ‘(an — VZ)_(Xn3 — y3)” <% olacak bi¢imde Yy, €M vardir. Bu

: 1 .
sekilde devam edersek tlimevarimla ||hk —h, +1||<? olacak bigcimde h, =X, — Yk
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elemanlarini buluruz. (hk) X 'de Cauchy dizisi ve X tam oldugundan yakinsaktir, yani,

keN’

h, — h olacak bi¢gimde bir h € X vardir. O halde

(% +M)=(h M)l =[x, =y =h+m]
:||hk_h+M||X/M
<[h —h|—0

oldugundan (Xnk +M )neN dizisi yakinsak alt dizidir. (Xn + M)  Cauchy dizisi yakinsak alt

ne

diziye sahip oldugundan yakinsak olmalidir. Buda X /M 'nin tam oldugunu gésterir. o

2.3.6 Ornek

Co = {x = (%) Himx, = O} Ve c= {x = (%), Hlimx, var} , 1” iginde kapali olduklarindan
I” /¢ ve 17/ ¢, boliim uzaylar1 Banach uzaylaridir (Heil 2017).

2.3.7 Ornek

| cR bir aralik ve pe[l,oo) olsun. | {izerinde tanimli p-integrallenebilir Lebesgue
1Up
6liilebilir fonksiyonlarin kiimesini £” (1) ile gosterelim ve | f] :(Hf (X)|p dxj olsun.
|

Yani L*(1)={f :1 >C| f olciilebilir ve |f | <o} ‘dir.

[+ <(|f|+lol)" < (2max{||.Jol})" = 2° max{||" o[} <2*( " Jol")

esitsizligi yardimiyla fonksiyonlar arasinda noktasal toplama ve skalar ile ¢carpma iglemlerine

gore /L' p(I) bir lineer uzaydir. Fakat Minkowski esitsizliginden biliyoruz ki f |—>||f||p
doniislimii  bir yar1 norm olmasma karsin bir norm tanimlamaz. Diger taraftan
N ::{f eLp(l):||f||p=o} igin LP(1):=2"(1)/N bolim uzayr [ f [ [[f]] =[], normu

ile bir Banach uzayidir. Burada belirtmeliyiz ki bir fonksiyonun N 'de olmas1 i¢in gerekli ve

yeterli kosul fonksiyonun hemen hemen her yerde sifir olmasidir.

18



Benzer sekilde | iizerinde esas sl olan Lebesgue olciilebilir fonksiyonlarm
kiimesini £ (1) ile gdsterelim ve |f| =inf {M >0:|f (x)|<M hemen hemen her yerde}
olsun. Yani £~ (1)={f:1 >C| f lgiilebilir ve ||| <oo} 'dir. Yukaridaki 6rnekte oldugu
gibi f | f| doniisiimii bir yart normdur. £ (1) 'min hemen hemen her yerde sifir olan
fonksiyonlarm kiimesi N:={f L”(1):|f||, =0} olmak iizere [ ][ ]| =|f], normu
ile L”(1):=2£"(1)/N bir Banach uzaydur.

Teorem 2.3.5 '"in tersi genelde dogru olmasa da asagidaki teorem tersinin de dogru

olabilecegi bir durumu vermektedir.

2.3.8 Teorem

X normlu uzayinin kapali bir alt uzayt M olsun. Eger M ve X /M 'nin her ikisi de tam ise
X tam olmak zorundadir (Heil 2017).

ispat:

(X%.),e» X 'de Cauchy dizisi olsun. O halde (x,+M), , dizisi X/M ‘de Cauchy dizisidir.

ne

X /M 'in tam olmasi (Xn +M )neN dizisinin bir x4+M elemanina yakinsamasini gerektirir.

Yani rLQIA [%, —x+m| =[x, —x+M ||)< v 0 saglanir. Bolim normunun tanimi geregi

||Xn — X+ h|| — 0 olan bir he X vardir. Dolayisiyla (X, )neN Cauchy dizisinin yakinsakligr X

'in tam oldugunu gosterir. o

2.3.9 Sonug

X mnormlu uzaymin kapali bir alt uzayt M ve sonlu boyutlu bir alt uzayt N ise M +N
kapalidir (Heil 2017).

Ispat:

N sonlu boyutlu oldugundan bir {e,e,,...,e,} tabanina sahiptir. 7:X — X /M bolim

doniisiimiiniin lineerliginden
7(N)=x(span{e,....e,})=span{z(e,),...7(e,)} =span{e, + M,....e, + M}
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saglanir ve bu esitlik 7(N) 'in sonlu boyutlu, dolayisiyla kapali alt uzay oldugunu gosterir.

Dahasi 7 siirekli oldugundan ﬁ_l(ﬂ(N)) kapalidir. Bdylece Onerme 2.2.9 (iii) sonucu

72'_1(72'( N )) =M +N esitliginden istenen gdriiliir. o

Asagidaki teorem boliim uzaylarimin uygulamada ne kadar 6nemli olduguna dair

onemli bir 6rnektir.

2.3.10 Teorem

Ayrilabilir her Banach uzayi, £, 'in bir bolim uzayina izometrik izomorfiktir (Hajlasz 20009,

Teorem 4.6).
Ispat:

X ayrilabilir Banach uzayi, £, 'in kapali bir alt uzay1 Y olsun. {X ex: ||X|| :1} kapal1

birim yuvari iginde sayilabilir ve yogun olan {)(1, X,y X3 } alt kimesini ve
T ——X, T(AN-) ZAnx
lineer doniisiimiinii diisiinelim. O halde,

o

<Z||Anxn|| <ZIA =), (%)

neNH

oldugundan T siireklidir. Diger taraftan, her X € X, her pozitif k tamsayist ve ¢ >0 igin

| =0 i¢in T(0)=x olur. x=0

x _lee
< I

yuvar iginde yogun olduklarindan goriiliir. A, =|x| iken

ise, HX ifadesine denktir ve X, 'nin varligi, birim

<% olacak sekilde n,

olsun. Benzer sekilde, A\, = Hx — A X,

iken H(x — )‘mxm)_ Ao, X,

<% olacak sekilde
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n,>n, olsun. A, :Hx—Anlxnl — A, %o,

<§ iken H(X—Anlxnl—Anzxnz)—)\nsxns <§

olacak sekilde n, > n, olsun. Bu sekilde devam edildiginde,

<= (™

M =[x=(x, + A%, >

olacak sekilde A ,\ ... dizisi elde edilir. iZ{n,n,n,.} ise A\=0 olacak

9

)\m:()\l,)\z,%,...) alahm. Aciktir ki, 3

Ace

lg||x||+§+§+ +..=|x|+& oldugundan
A\ €€ 'dir. Boylece T 'nin siirekliligi ve (**) esitsizligi T ()‘x,s): X olmasini gerektirir.

Buise T 'nin X iizerinde orten oldugunu gosterir.

Y =kerT ={\€£:T(\)=0} olsun. Boylece T, £'/Y ve X lincer uzaylan

arasinda orten cebirsel izomorfizm indirger. T siirekliligi Y ‘nin, £' 'de kapali olmasim

gerektirir ki bu ise £'/Y ‘in bir Banach uzayr olmasimm saglar. Ayrica T()\):X ise

A={r:T(y)=x}€£/Y olur.

Son olarak bu cebirsel izomorfizmin ayni zamanda izometri oldugunu gosterelim.

Yani, T(\)=x oldugunda [[A]|=]x| olmahdir. T(X\_.)=x oldugundan \_€[\] ve

dolayisiyla her € >0 i¢in H[)\]H <

Ace

§||X||+6 ‘dur. Dolayisiyla H[)\]H S”X” saglanir. Diger
taraftan T(\)=x ise her y€[A] igin (*) esitsizligi [X|=|T ()| <[], olmasmi ve
dolayistyla H[)\]H:Ir€1[1:]||7||12||x|| olmasini gerektirir. Son iki esitsizlikten H[)\]H:”X” oldugu
goriiliir. Yani T:£'/Y — X orten bir izometridir.o

2.4 Banach Cebirleri ve Boliimleri

F cismi lizerinde bir vektor uzayr A4 igin

S AxA—->A , (XY)o>xy

islemi tanimlansin. Buna gore X,y,z€ A ve ¢ €K igin

(xy)z=x(yz)
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X(y+z)=xy+xz

(X+Yy)z=xz+Yyz
a(xy) =(ax)y =x(ay)

ozellikleri saglaniyorsa A4 'ya bir cebir denir. F cismi R yada C ise .4 'ya sirasiyla reel
yada kompleks cebir denir. Ayrica, her X,y € 4 i¢in Xy = yx saglaniyor ise _4 degismeli
cebir, her xe 4 i¢cin xe =ex=x olan ec _4 varsa _4 birimli cebir olarak isimlendirilir. e
elemanina birim eleman denir ve eger varsa birim tektir (Caradus, Pfaffenberger ve Yood
1974).

Ornegin;
. R ve C sayilar kiimesi adi ¢garpma islemleri ile birimli ve degismeli cebirlerdir.
o Rasyonel katsayili polinomlarin kiimesi ve reel katsayili polinomlarin kiimesi bilinen

toplama ve carpma islemleri ile birimli ve degismeli cebirlerdir.
o nxn reel degiskenli matrisler, matris ¢arpimina gore birimli bir cebirdir fakat

degismeli degildir.
2.4.1 Tanim
A cebiri lizerinde taniml1 bir norm igin

el < Il

esitsizligi saglaniyorsa 4 'ya normlu cebir denir. Eger 4 birimli ve birimi e ise |e]=1

olacaktir. 4 normlu cebiri tam ise bu takdirde .4 'ya Banach cebiri denir (Caradus,
Pfaffenberger ve Yood 1974).

2.4.2 Ornek

K kompakt metrik uzay olmak iizere C(K):{f K—R:f SUI‘ekli} lineer uzayi,

||f||Oo :sup‘f(t)‘ normu ile bir normlu uzaydir. Diger taraftan fonksiyonlarin noktasal
teK

carpimi, ( fg)(x)= f (x)g(x) ile birimli ve degismeli cebirdir ve
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.. =sup] fa ()] <sup| (4] supla ]| = . L.
xeK xeK xeK

saglanacagindan bir Banach cebiridir.

2.4.3 Tanim
A bir cebir ve 7 < A4 lineer alt kiime olsun.
I. Eger | ,.4 'nm islemlerine gore islemlerine gore bir cebir oluyorsa alt cebirdir denir.

ii. Her xe Ave yel igin xy el ise | sol ideal, benzer sekilde yx e | ise sag idealdir

denir. Hem sag hem sol ideal olan ideallere ¢ift tarafl: ideal denir.

Bu tanimlamalara gore aciktir ki her ideal bir alt cebir olur. Fakat bunun tersi dogru

olmayabilir.

X normlu uzayinin kapali alt uzaymna gore boliim uzayinin normlu uzay, hatta X tam
uzay oldugunda ise Banach uzayi oldugu daha onceden gosterilmisti. Benzer olarak bir
Banach cebirinin kapal1 ideallerine gore boliim uzaylarinin da Banach cebiri oldugu siradaki

teorem ile verilmistir.

2.4.4 Teorem

A bir Banach cebiri ve | kapali ¢ift tarafli ideal olsun. Bu durumda

[X][y]=[xy]=xy+]

islemleri ve boliim normuyla birlikte A/ 1 bir Banach cebiridir (Caradus, Pfaffenberger ve
Yood 1974).

Ispat:

A/l 'nin Banach uzay1 oldugunu Teorem 2.3.5 'den biliyoruz. | ¢ift tarafli kapal ideal ise
teoremin ifadesinde verilen ¢arpim igleminin A/l 'de cebir olma aksiyomlarint saglayip

saglamadigini gorelim.
Her x,y,z€ A ve a€K i¢in
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(IXIIYD[2]=[w][z] = [xvz] = xyz +1=x(yz+1) = [x][yz] = [x]([¥][])
XI([y]+[z]) =[xy +2]=x((y +2)+1) =xy +xz +1=[xy]+[x]
(X]+]y)+[z]=[x+y][z2]=(x+y)z+T1=x2+ yz+1=[xz] +]yz]

a([x][y]) =a(xy+1)=axy+I=(ax)y+I=[ax|[y]
Diger taraftan X,y e A4 igin

X1yl = D]l = inf Ixy +a < inf Xy + xb+ay +ab||

= inf Cc+a)(y o) < inf +ally +b]

=[xl

saglanir.o
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3. OPERATOR SINIFLARININ BOLUM UZAYLARI

Onceki bolimde ele alman bolim uzaylari kavraminin operatér siniflarn igin
karsiliklart ve 6zellikleri bu boliimde ele alinacaktir. Her ne kadar kompleks vektor uzaylari
icin de verilebilecek olan bu sonucglarda, her zaman reel vektor uzaylarini diisiinecegiz. Bu
boliimdeki amacimiz smirli operatorler uzaymin bazi alt siiflarina goére boliim uzaylarini

tanimlamak ve temsillerini vermektir.
3.1 Siirh Operatorler Uzay:

Bu kisimda ilk olarak sinirlt operatorler ile ilgili temel tanimlamalar yapilacak ve bazi

alt siniflar1 hakkinda gerekli bilgilere yer verilecektir.

X, Y vektor uzaylari ve T X —Y bir doniisiim olsun. Her x,yeD(T) ve a€R
i¢cin

T(x+ay)=T(x)+aT(y)

esitligini saglayan T, lineer operator olarak adlandirilir. Tim lineer operatorler kiimesini

L(X,Y) ile, eger X =Y ise kisaca L(X) ile gosterecegiz. Yani;
L(X,Y)={T:X —Y:T lineer}

L(X,Y) tizerinde toplama ve skalar ile garpma islemlerini T, T,e L(X,Y) ve aeR
i¢in

MA+T)(X)=T,(x)+T,(x) ve (oT)(x)=cT(x)
seklinde tanimladigimizda, L(X,Y) bir vektor uzay: olur.

3.1.1 Tanim

X, Y normlu uzaylar ve T:X —Y bir doniisim (lineer olmasi gerekmeyen) olsun.

VxeD(T) igin |[Tx||<c|x| olacak bigimde C >0 sayis1 varsa T operatoriine sinzrlidur denir

(Kreyszig 1978).
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Bu tanima gore, sinirli operatdrler sinirli kiimeleri sinirli kiimelere resmeder. Tiim

lineer ve smirli operatorlerin kiimesini B(X,Y) ile, eger X =Y ise kisaca B(X) ile

gosterecegiz. Yani;

B(X,Y)={T : X =Y :T lineer ve simrl}

Yukarida tanimlanan toplama ve skalarla ¢arpma islemleri ile B(X ,Y), L(X ,Y) i¢in

bir alt vektor uzayr olacaktir. Normlu uzaylar ayni zamanda metrik uzay olduklarindan,

stireklilik kavrami asagidaki sekilde verilir.
3.1.2 Tanim

X, Y normlu uzaylar ve T: X —Y bir doniisiim (lineer olmasi gerekmeyen) olsun. Her

&>0 verildiginde,

X—X,|| <& esitsizligini saglayan vV xeD(T) i¢in |[TXx—Tx|| <& olacak
bi¢gimde 3 6 >0 varsa T, x, e D(T) noktasinda siireklidir denir. T, Vx e D(T) noktasinda

stirekli ise T doniisiimiine siireklidir denir (Kreyszig 1978).

Aciktir ki her siirekli operatdr ayn1 zamanda sinirlidir. Fakat bu Onermenin tersi

genelde dogru degildir. Ancak asagidaki teorem lineer operatorler i¢in bu iki kavramin

cakistigini belirtir. Bu yiizden B(X ,Y) ayn1 zamanda lineer ve siirekli operatorlerden olusur

da diyebiliriz.
3.1.3 Teorem

X ile Y normlu uzaylar ve T : X =Y lineer doniisiim ise T 'in sinirli olmasi icin gerek ve
Y S ¢in g

yeter kosul siirekli olmasidir (Kreyszig 1978).

X, Y normlu uzaylar olmak iizere T € B(X,Y) olsun. Bu durumda wx e D(T) igin

- 7| . )
Tx|| <c||x| olacak bigimde € >0 sayisi vardir. O halde M :X#0¢ kiimesi R 'de iistten
sinirli olacagindan supremumu vardir. Dolayisiyla her bir sinirli operatdre karsilik bir tek

pozitif say1 karsilik gelir. Bu sayiya T operatoriiniin normu denir ve ||T|| ile gosterilir. Ustelik,

|.]:B(X,Y)>R"U{0}
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fonksiyonu bir norm tanimlar ve bu norm operatér normu olarak isimlendirilir. Dolayisiyla

(B(X ,Y), ||||) bir normlu uzaydir. Kolaylikla gosterilebilecegi iizere asagidaki esitlikler de

gecerlidir.
] -
T|= sup ~—= sup |Tx|=inf{c>0:|Tx||<c|x
ITl= sup " = sup Tl =i {e>0: T <cl]
= RE
3.1.4 Teorem

Y bir Banach uzayi ise B(X,Y) 'de Banach uzayidir (Kreyszig 1978).

Bu durumda 6nceki béliimde boliim uzaylari i¢in verilen Teorem 2.3.5 uygulanabilir.
3.1.5 Sonug¢

X, Y normlu uzaylar ve | =B(X,Y) kapali alt uzay ise B(X,Y)/I normlu uzay olur.
Ayrica X, Y Banach uzaylart olmast durumunda | <B(X,Y) kapali alt uzayi igin

B(X,Y)/1 bir Banach uzay1 olur.

B(X,Y) ‘nin Banach cebiri yapisinin oldugu ve bunun yardimiyla boliim uzaylarmnimn

da benzer bir yapiya sahip olup olmadiklarini vurgulamamiz gerekir.
3.1.6 Teorem

X Banach uzay1 olmak {izere, B(X) bileske islemi ve operatdr normuna goére Banach
cebiridir. Ustelik her bir T €B(X) igin TI=IT =T saglandigindan I: X —X dzdeslik

operatérii B(X) cebirinin birimidir.
Ispat:

B(X) 'in noktasal toplam ve skalar ile ¢arpma islemlerine gore vektor uzayr oldugunu daha

onceden biliyoruz. Her T,S,U € B(X) ve XeX ,a€eK igin
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esitlikleri saglandigindan B(X) cebirdir. Ayrica T,S € B(X) icin
[Ts ([ <ITllisx| <[ llishi]

ve dolayisiyla

TS (x
o< < pryps)

I
S s ()] o N
saglanacagindan, ||T||||S|| nin ” ” ,X€ Xt kiimesi i¢in bir iist sinir oldugu goriiliir.
X
. TS
Ustten sinirlt her kiimenin supremumu var olacagindan 0 < Supw < ||T||||S|| dolayistyla
xeX

M=t
||TS||§||T||||S|| esitsizligi saglanir. Yani, B(X) Banach cebiridir.o

O halde asagidaki sonug¢ Teorem 2.4.4 'dan goriiliir.

3.1.7 Sonug¢

B(X) Banach cebirinin her bir cift tarafli kapali ideali | i¢in B(X)/1 bsliimii Banach

cebiridir.
3.2 Kompakt ve Zayif Kompakt Operatorler

Smurli operatorler uzaymin birgok kapali alt uzayr diisiiniilebilir. Fakat literatiirde
bircok c¢alisma yapilmis kompakt ve zayif kompakt operatorlerin alt uzaylarina gére boliim
uzaylari ile ilgilenecegiz. Bu nedenle s6z konusu operatdr siniflarinin sahip oldugu bazi temel

sonuglar i¢in bu boliim olusturulmustur.
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X metrik uzayindaki her dizi yakinsak bir alt diziye sahipse, X uzayma kompakttir
denir. Benzer olarak M C X olmak tizere, M kiimesindeki her dizi, limiti M kiimesinde
olacak sekilde yakinsak bir alt diziye sahipse, M kompakt alt kiime adin1 alir. Ornegin, Heine
Borel teoremi geregince, M C R" alt kiimesinin kompakt olmasi igin gerek ve yeter kosul

M 'nin kapali ve sinirli olmasidir.
3.2.1 Tamim

X, Y normlu uzaylar ve T e L(X,Y) olsun. Her bir E < X sl kiimesi i¢in T(E) ‘nin

kapanis1 olan T(E) kompakt ise T operatorine kompakttir denir. Diger bir degisle

Te L(X,Y) 'nin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul T (BX) 'in kompakt, yani her bir
smrht {x,} = X dizisi igin {Tx } <Y dizisinin yakinsak bir alt dizisinin var olmasidir
(Kreyszig 1978).

Tiim kompakt lineer operatdrlerin kiimesini K(X,Y) ile, eger X =Y ise kisaca

K(X) ile gosterecegiz.

3.2.2 Ornek

1. X wveya Y sonlu boyutlu normlu uzaylar ise, her lineer T:X —Y operatorii
kompakttir.
2. Goriintl kiimesi sonlu boyutlu olan her operatdr kompakttir.

3. c ([a, b]) — C([a, b]) gémme (inclusion) doniigiimii kompakttir.

Asagidaki teoremde kompakt operatorler ile ilgili en temel sonuglar toplanmustir.

3.2.3 Teorem

X, Y ve Z Banach uzaylar1 olmak iizere asagidaki 6nermeler saglanir (Kreyszig 1978).
i. K(X,Y), B(X,Y)'de kapal alt uzaydr.

ii. T eK(X,Y) ve T(X) kapal ise dim(T(X))<oo olur.

iii. Uc X,V cY kapali alt uzaylar ve T(U)c V ise TeK(X,Y)<=T|,eK(UV).

Iv. X—5Y T 57 sirekli operatorler olmak iizere, S yada T kompakt ise

TS kompakttir.
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V. K(X), B(X) iginde cift tarafl idealdir.
Vi. TeB(X,Y) kompakt olmasi igin gerek ve yeter kosul adjoint operatorii

T" e K(Y",X")'nin kompakt olmasidir. (Schauder, 1930)

X bir normlu uzay ve (x,)CX bir dizi olmak iizere, eger her f € X" igin

lim f (Xn) =f (X) olacak sekilde bir X € X elemant varsa, (Xn) dizisi x 'e zayif yakinsaktir

n—oo
denir ve x, ——X ile gosterilir. Kompaktlik tanimina paralel olarak AC X 'deki her dizi

zayif yakinsak bir alt diziye sahip ise A 'ya zayif kompakttir denir.
3.2.4 Tamim

X, Y normlu uzaylar ve T eL(X,Y) olsun. Her bir Ec X smirh kiimesi i¢in

——w(Y.Y) . .
T(E) zayif kompakt ise T operatoriine zayif kompakttir denir. Tiim zayif kompakt

lineer operatorler kiimesini W(X,Y) ile, eger X =Y ise kisaca W (X)) ile gosterecegiz

(Aliprantis ve Burkinshaw 1985).

Sonsuz boyutlu Banach uzaylar1 i¢in zayif kompaktlik tanimini diziler ile verebilmek
icin Eberlein-Smulian teoremi kullanilir. Bu teoreme gore sonsuz boyutlu bir Banach uzay1 Y

igin T eL(X,Y) 'nin zayif kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her bir smirl {x } < X
dizisi i¢in {Txn} <Y dizisinin zayif yakinsak bir alt dizisinin var olmasidir.

Aciktir ki, norm yakinsama zayif yakinsamayi gerektirdiginden, tiim kompakt lineer

operatorler zayif kompakttir. Ayrica tiim zayif kompakt lineer operatorler siireklidir. O halde
K(X,Y)cW(X,Y) < B(X,Y)
kapsamalari, 6z oldugu durumlar da var olmak iizere, gegerlidir.

Asagida ispatsiz verecegimiz iki teorem zayif kompakt operatorler ile ilgili bazi

Oonemli sonuclar1 vermektedir.

3.2.5 Teorem

X,Y ve Z Banach uzaylar1 olmak iizere asagidaki Onermeler saglanir (Aliprantis ve

Burkinshaw 1985).
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I. X veya Y yansimaliise W (X,Y)=B(X,Y) saglanur.
ii. W(X,Y), B(X,Y) i¢inde kapal alt uzaydur.

iii. X ——Y —I 7 siirekli operatorler olmak iizere, S yada T zayif kompakt ise TS
zayif kompakttir.
iv. W (X), B(X) iginde ¢ift tarafli idealdir.

3.2.6 Teorem

X, Y Banach uzaylar1 olmak iizere T:X —Y operatorii i¢in asagidakiler denktir
(Gantmacher 1940).

i. TeW(X,Y)
i.  T7(X7)cy
ii. T ew(Y',X")
Onerme 2.3.1 ve Teorem 2.3.5 geregi asagidaki sonug kolayca goriiliir.

3.2.7 Sonug¢

B(X,Y)/K(X,Y) ve B(X,Y)/W(X,Y) boliim uzaylart normlu uzay; Y Banach

uzay olmas1 durumunda ise birer Banach uzaylaridir.

3.3 Calkin ve Zayif Calkin Cebirleri

K(X) ve W(X) siiflarmin B(X) cebiri i¢inde cift tarafli kapali ideal oldugu Teorem

3.2.4 (v) ve Teorem 3.2.6 (iv) 'da verilmisti. Bu nedenle agagidaki sonu¢ Teorem 2.4.4 'den

hemen goriiliir.
3.3.1 Sonug¢

X Banach uzayi olmak tizere; B(X)/K(X) ve B(X)/W(X) Banach cebirleridir.

Boliimlerle olusturulan bu Banach cebirlerinin ilk kez Calkin (1941) tarafindan
tanimlanmasina atfen, B(X)/K(X) Banach cebirine Calkin cebiri, B(X)/W (X) Banach
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cebirine de zayif Calkin cebiri denir. Bu cebirlerin bazi ozelliklerini vererek bolimii
sonlandiracagiz.

Teoremlerin ifadelerinde bulunan tek bir tam norm olmasi demek vektér uzaymin
tizerinde tek bir tam normun tanimlanabildigi anlaminda degildir. Bunun anlami, baska tam

normlarda tanimlanabilir ancak bu tam normlarin birbirine denk normlar olmalaridir. | gift

tarafl: kapal ideal olmak iizere B(X)/1 iizerindeki | - |, ve || .||, bigimindeki iki normun
denk olmasi demek ise, her T € B(X) igin ¢ [T +1|, <|T+1], <c,|T+1], esitsizligini

saglayan C;,C, >0 sayilarinin var olmasidir.
3.3.2 Teorem

X = X & X olacak bigimdeki X Banach uzayi i¢in B(X)/ K(X) ve B(X)/W(X)

bir tek tam norma sahiptir (Skillicorn 2015).

Ispat:

I, B(X) 'de kapali ideal ve ||| béliim normundan farkl olarak B(X )/ béliimiinii Banach
cebiri yapan diger bir norm ||| olsun. 1d:(B(X)/ 1) (B(X)/1.|}{])ozdeslik

dontistimii sinirhdir. Bu yiizden her T € B(X) icin H |T + I|H < C||T + I|| olacak bigimde ¢ >0

sayilart  vardir. Benzer sekilde ters doniisim teoreminin bir sonucu olarak

k.||T—|—|||§H |T+I|H saglanacak sekilde k>0 sayis1 bulunabilir. Bdylece B(X)/ I

tizerindeki iki norm denktir. | =K ( X) yada | =W ( X) alindiginda istenen goriliir. O

Ornegin asagidaki Banach uzaylar1 icin Calkin cebiri bir tek tam norma sahiptir.

e Sonlu boyutlu Banach uzayz,

e Cyvel< p<oo igin / uzaylari,

e l<p<qg<owicinl @/, vel<qg<oo i¢in C, D/ uzaylar,
e pre [l, oo] igin(@f:lﬁf )ép ve (@Lf: )Co uzaylari,

e K sonsuz kompakt metrik uzay i¢in C ( K) uzayu,

e 1< p<ooiginl,[0,1] uzay: (Skillicorn 2015).
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Benzer olarak agagidaki Banach uzaylari i¢in de zayif Calkin cebiri bir tek tam norma

sahiptir:

e Sonlu boyutlu Banach uzaylari,

. B(X ) /W ( X ) = {0} olacak sekildeki yansimali Banach uzaylari (Skillicorn 2015).

Teorem 3.3.2 'nin genelde dogru olmadigini géstermeden once ispati i¢in gerekli olan
Argyros ve Motakis tarafindan verilen bir Banach uzayimin insaasi ile ilgili asagidaki teorem

verilmistir.
3.3.3 Teorem

Asagidaki sartlar1 saglayan bir X ,,, Banach uzay1 vardir (Argyros ve Motakis 2016).

i. X,y yansimalidir ve bir Schauder bazina sahiptir.
ii. Her Te B(X AM ) .operatorii ve AeK ve Sstrictly singiiler operatorleri igin
T=24l, +S yazlabilir.
iii. X,y lzerindeki herhangi iki strictlysingiiler operatériin birlesimi kompakttir.
iv.  S(X,y )aynlabilir degildir.

3.3.4 Sonug¢

Asagidaki 6nermeler saglanir (Skillicorn 2015, Teorem 2.3).

1. B(X )/ K(X ) Calkin cebiri en az iki tane denk olmayan tam normlara sahiptir.

2. B(X*AM)/K(X*AM) Calkin cebiri en az iki tane denk olmayan tam cebir normlarina
sahiptir.

3.4 Baz1 Operator Boliimleri Icin Temsiller

Bu kisimda kompakt ve zayif kompakt operatorler ile olusturulmus bdliimler i¢in bazi

temsiller tanimlanacaktir.

X Banach uzay1 olmak {izere
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.. (X)={(x,)C X :¥neNigin [x,[, <M olacak bicimde M >0 vardir}

kiimesi dizi wuzaylarinda tanimlanan cebirsel islemler ile bir vektér uzayidir ve

%)

= Sup”Xn”X normu ile (Eoo (X ),””OO) Banach uzayidir. Benzer sekilde
neN

e, (X)={(x) C X [x],, —0}
dizi uzayr £__ (X ) uzayinin kapal alt uzayidir. Dolayisiyla £__ (X )/ Cy (X ) bolim uzayi

Banach uzayidir (Berberian 1962, Quigley 1960).

X ve Y Banach wuzaylar1 olmak {izere, X=(Xn)€£w(X) dizisinin

elemanlarina T : X —Y smurli lineer operatoriiniin terim terim uygulanmasiyla elde edilen

Q(T): € (X)/cy(X)——2(Y)/co(Y)

[(Xn )neN]—)[(TX” )nEN ]

doniistimil iyi tanimlidir (Berberian 1962, Quigley 1960). Dolayisiyla,

Q:B(X,Y)/K(X,Y)——=B(€(X)/cy(X), £ (Y)/cy(Y))
[T]—"2(T)

temsili tanimlanabilir. Bu doniisiim i¢in HQ (T )H = ||T || saglanir (Choi ve Davis 1974). Ayrica

bu doniisiimiin lineer ve smirli oldugu agiktir. Buna gore Q doniisiimiiniin temel 6zellikleri

asagidaki sekilde verilir.
3.4.1 Onerme

Yukarida tanimlanan Q doniisiimii igin asagidaki 6nermeler saglanir (Choi ve Davis 1974;
Davis ve Rosenthal 1974).

1. Q(T) birebirdir < T alttan sirhdir < Q(T) alttan sinirhdr.

2. Q(T) yogun < T yogun.

3. Q(T) tersinir < T tersinir.
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Berberian (1962) ve Quigley (1960) caligmalarinda £__ (X) uzayinin C, (X)dizi
uzayina gore boliimiinii kullanmiglardir. Buoni, Harte ve Wickstead (1977) ise bu uzaya gore

daha genis olan bir alt uzay olan EOO(X) uzayinin m(X) ile bollimiinii ele almiglar ve

B ( X,Y )/ K (X ,Y) icin bir temsil vermislerdir.

3.4.2 Tanim

X Banach uzayinin elemanlarindan olusan ve her alt dizisi yakinsak bir alt diziye sahip olan

dizilerin uzay1 m(X) ile gosterilir. Yani,

m(X)= {(xn) C X :V(xnk ) C (x,) alt dizisi igin yakinsak olan El(xnki )C (xnk) alt dizisi vardlr.}

olur. Esdeger olarak,
(x,)Cm(X) < {x,} total siurlidir

(Buoni, Harte ve Wickstead 1977).

3.4.3 Onerme

Her bir X Banach uzayr i¢in m(X), EOO(X) uzaymin kapali lineer alt uzayidir ve

Te B(X,Y), total sinirh dizileri total siirli dizilere doniistirir. T € K(X,Y) ise siirl

dizileri kompaktlik tanimindan dolay1 total sinirli dizilere dontistiiriir. Yani,

TEB(X,Y) = T(m(X))Cm(Y)

TeK(X,Y) < T(£.(X))Cm(Y)
onermeleri saglanir (Buoni, Harte ve Wickstead 1977).

Berberian (1962) ve Quigley (1960) insasina benzer olarak C, (X) alt uzayimnin yerine

m ( X ) uzayini kullanarak benzer doniisiimler insa edilebilir.

X ve Y Banach uzaylari olmak iizere her bir T € B(X ,Y) operatori i¢in
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P(T): €. (X)/m(X)—£_(Y)/m(Y)

[0 e =17

doniisiimii Onerme 3.4.3 ile iyi tamimlidir (Buoni, Harte ve Wickstead 1977). Dolayisiyla,

P:B(X,Y)/K(X,Y)——=B(€ . (X)/m(X),£(Y)/m(Y))
[T]—P(T)

doniigiimii tanimlanabilir. Bu doniisiim birebir ve norm azalandir (Lebow ve Schechter 1971).

Ayrica bu doniigiimiin lineer ve sinirl oldugu asagidaki esitsizlik ile hemen goriiliir.

[P(T)x]

o, = dist(P(T)[x, ] m(¥))

=inf {|P(T)[x,]=(%,)]:(v.) €m(¥)}

int {7+ ()~ ()] 0) (2 €m(v)}
(v, —2z,)€m(Y)}
(u,)em(v)}

—inf {H(Txn)—(yn —z,)

=inf {H(TXH ) o (un )

<inf {|Tx, —Tw,[: (w,) em(X)}
<int {[Tx, —:(w) €m()}
=[] -inf {x, —w | (w,) € m(X)}

=l

[x,]

£ (X)m(x)
oldugundan P(T) smirldir. Buradan da ||P(T)|<|T|, ve dolayisiyla |P|<1 oldugu
goriiliir.

Diger taraftan T €K(X,Y) igin P(T)=P(0) olur. Ciinkii,(x,)C£,(X) igin
{Tx,} kompakttir. O halde kompaktlik tamimindan her bir (T, ) C(Tx,) alt dizisi yakinsak
bir alt diziye sahiptir. Yani, (Tx,)€m(Y) iken [(Tx,)] ., =[(0)] olur.
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Buoni ve Klein benzer teknikleri kullanarak B(X,Y)/W(X,Y) ve genellestirilmis

Calkin cebiri igin bir temsil vermistir (Buoni ve Klein 1979). X ve Y Banach uzaylari olmak

tizere T:X —=Y zayif kompakt ise smirl dizileri zayif yakinsak alt dizilere sahip olan

dizilere gotirir. X =Y ise W(X), B(X) 'in ¢ift tarafli kapali ideali olur. Yukarida verilen
B(X,Y)/ K(X,Y) boliimiiniin temsiline benzer olarak B(X,Y)/W(X,Y) 'nin temsilini

yapabilmek i¢in tanimladigimiz m(X) uzaym £_ (X) ‘un farkli bir alt uzay1 olacak sekilde

asagidaki gibi modifiye etmek gerekir.
3.4.4 Tamim
X Banach uzaymin elemanlarindan olusan ve her alt dizisi zayif yakinsak bir alt diziye sahip

olan dizilerin uzayr m, (X) ile gosterilir. Yani,

m, (X)= {(Xn Je£. (X): (X_n)w C X Zaylfkompakt}
(Buoni ve Klein 1979).

Bu tanima gore aciktir ki, x:(xn)emN(X) olmasi icin gerek ve yeter sart (Xn)

dizisinin her alt dizisinin zayif yakinsak bir alt diziye sahip olmasidir.

Boliim uzaymin temel o6zelliklerinin verildigi daha onceki boliimden biliyoruz ki

EOO(X) uzay1 Banach uzay1 oldugunda EOO(X)/ mN(X) bolimiiniin Banach uzay1 olmasi

icin mW(X) alt uzaymin kapali alt uzay olmasi gerekir. O halde asagidaki teorem Onemli

olacaktir.
3.4.5 Onerme

X Banach uzay1 olmak iizere mW(X), EOO(X) uzaymin kapali bir alt uzayidir (Buoni ve

Klein 1979).

Ispat:

X= (Xn) € mW(X) alalim. ilk olarak (Xn) dizisinin X igindeki bir elemana yakinsak olan
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zayif-Cauchy dizisi olan bir alt dizisiye sahip oldugunu gosterecegiz. y1’nL>yl

<1 olacak sekilde (x,,) alt dizisi ve y,=(y,,)€m, (X) vardir. Simdi

ve| (%)= (¥

kabul edelim ki 1<I1 < j—1 i¢in

L (%) (Xsn) 'ninalt dizisidir.

2. yl,n—w)yl

3 |(un)= ()l

1
<7

sartlarini saglayan (len) ve (yl ,n) dizileri vardir. (X j—l,n) €m, (X) oldugundan y Y,

ve |(x;0)—(¥;n) <% olacak sekilde (y;,)€m,(X) ve (x,,) 'min (x;,) alt dizisi

vardir. Ayrica, her j icin 1,2, 3 'ii saglayan dizilerde vardir. iddia ediyoruz ki, her n,m> M
i¢in

<

a1l

‘f (%)= T (¥im)

olacak sekilde M vardir. Bunu gérmek igin Y in — >y j oldugunu hatirlayacak olursak her

n>M igin

)= 1(n) <L
olacak sekilde M vardir. Simdi her n,m>M igin
‘f(xi,n)_f(xjvm)S‘f(xi,n)_f(ijn)""f(ijn) (v, “"‘ )= (Yim "“ Yim)— f(Xin)

M elde edilir. O halde (Xi'i) 'nin zayif Cauchy dizisi

J
|| ||

esitsizliginden ‘f (X0) = T (%) <

oldugunu gosterelim. Verilen f € X* ve € >0 igin < ¢ olacak sekilde j segelim. Bu

<M

<—" olacak sekilde M, vardimr.
J

yizden her n,m>M; i¢in ‘f(xj,n)_f(xj,m)

M =max(j,Mo) alalim. (Xn'k) ve (Xm’k), (ijk) 'nin alt dizileri oldugundan her n,m>M
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i¢in ‘f (Xnn)— f (Xmm)‘ SM <e olur. x=(x,)€m,(X) 'nin herhangi bir zay1f Cauchy
' ' J

alt dizisinin zayif yakinsak oldugu goriildii. Son olarak X=(Xn)€ mW(X) dizinin zayif
Cauchy dizisi olarak alahlm. F:X*—C, F(f)=lim__f(x) tanimlayalim.

‘F(f)‘§||f||supn||xn|| iss FeX™ 'dir. O halde ¢>0 icin HF—y**

(Xn)_(yn)

(Ya) €M, (X) dizisi ile y, —y olacak sekilde (y, ) alt dizisi segelim. | f|| <1 olacak

< ¢ olacak sekilde

y € X 'in var oldugunu gostermeliyiz. Bunu gormek i¢in |

<§ olacak sekilde

sekilde f € X* aldigimizda vyeteri kadar biiyiik K icin ‘f (ynk)— f (y)‘ <§ ve

‘ f (Xnk ) —F(f )‘ <§ olur. Boylece,

‘F(f)—y**(f)‘g‘l:(f)—f(xnk)

+[106)= (0 )+ ()= 1 (v)

+£<5
3

g
< —+|f. —
—3 + || || Xnk ynk

olur. O halde F, X*™ iginde X 'in kanonik goriintiisiiniin norm kapanigidir. Bu goriintii

norm kapalidir; yani, X ‘'in kanonik goriintlisii F olacak sekilde X & X vardir. Boylece

teoremimizi kanitlayan m,, (X ) =m, (X ) saglanmis olur. O

mW(X) ve zayif kompakt operatorlerin tanimlar1 g6z oniine alindiginda, kompakt

operatorler icin verdigimiz Onerme 3.4.3 zayif kompakt operatdrler i¢in de agik olarak

goriiliir.
3.4.6 Onerme

X Banach uzayi ise mW(X), EOO(X) uzayinin kapali lineer alt uzayidir. T € B(X,Y) ise

zayif yakinsak dizileri zayif yakinsak dizilere gotiirir. T € K (X ,Y) ise siurl dizileri zayif

kompaktlik taniminda dolay:1 zayif yakinsak dizilere gotiirtir.

Yani,
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T€B(X,Y)=T(m, (X)) Cm,(Y)
TEW(X,Y)eT (£, (X)) Cm,(Y)
onermeleri dogrudur (Buoni ve Klein 1979).

O halde simdi B(X,Y)/ K(X,Y) boliimiiniin temsili igin tanimladigimiz doniisimii
benzer  olarak  B(X,Y)/W(X,Y)  bélimi  i¢in  asagidaki  sekilde

tanimlayabiliriz. T € B(X ,Y) i¢in

P(T): € (X)/m,(X)—=£_(Y)/m,(Y)

[(x, )]neN —[(Tx, )]neN

iyi tanimlidir ve bu durumda
T EW(X,Y){:} P(T):O
saglanir. Dolayisiyla B(X ) W (X ) 'in bir temsili asagidaki sekilde ifade edilebilir.

P:B(X,Y)/W (X,Y)——=B(£(X)/m,(X),£,(Y)/m,(Y))
[Tl—P(T)

Buna gore (Xn)EEOO(X) ve (yn)EmN(X) igin
PIT][%]= (T +W)[%,] =T [%,]+W[x,]=T (X, + ¥, ) +W (X, +,)
=T (%) +T (¥)+W (%) +W (y,) =T (x,)+m,(X)
olur.

3.4.7 Onerme

X,Y ve Z Banach uzaylar1 olmak iizere
P:T€B(X,Y)—P(T)eB(X"/X,Y7/Y)
doniisiimii icin asagidaki dzellikler saglanir (Gonzales 1994, Onerme 1):

40



0) P(1) =1,
(ii) S,T€B(X,Y) ve \,u ER ise P(AS+uT)=AP(S)+uP(T)
(iii) T€B(X,Y) ve SE€B(Y,Z) ise P(ST)=P(S)P(T)

) [P()|<[T]

(v) P(T )* =U R(S*)V olacak sekilde U ve V izomorfizmleri vardir.

(vi) T €B(X,Y) icin Hp(zT)H <[p()|<2lp(T)]
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4. SIRALI UZAYLARDA BOLUM UZAYLARI

4.1 Riesz Uzaylar1 ve Banach Orgiileri

Bu kisimda sirali uzaylar teorisindeki en temel kavramlar ve teoremler verilecektir. Bu
kisimdaki tanim ve teoremler i¢in Luxemburg ve Zaanen (1971), Aliprantis ve Burkinshaw

(1985) ve Meyer-Nieberg (1991) referans olarak kullanilmastir.
4.1.1 Tamm

Reel lineer uzay1 E iizerinde tanimli bir siralama bagintist “ < ” olsun. Buna gore siralama
ile vektor uzayimin cebirsel islemleri uyumlu ise, yani X,y € E olmak {izere

I. Hericin Zz€E icin X<y iken x+z<y+z

ii. Her ¢ R icin x <y iken ax<ay
gerektirmeleri saglaniyorsa, E 'ye sirali vektor uzayi denir.

E sirali vektor uzayinda x>0 ise X elemanina pozitiftir denir ve tim pozitif

elemanlarinin kiimesi E* ile gosterilir (Aliprantis ve Burkinshaw 1985).

4.1.2 Tanmim

E sirali vektor uzay1 olmak tizere her x,y € E i¢in
xVy:=sup {xy}€E ve xAy=inf {xy}ecE
ise E Riesz uzay1 veya vektor orgiisii olarak adlandirilir (Aliprantis ve Burkinshaw 1985).

4.1.3 Ornekler

Asagidaki fonksiyon uzaylarinda siralama noktasal siralama olarak, yani
f>g < WeX icin f(x)>g(x)
olarak tanimlanmistir. Buna gore asagida verilen uzaylar Riesz uzay1 6rnekleridir.
i. R*={f:X——>R:f fonksiyon}

X topolojik uzay olmak iizere
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. C(X):{f X——R:f sUrein}
iii. Cb(X):{f X—R:f Smlrh}
iv. (X,Z, u) Ol¢lim uzay1 ve 0 < p < oo olmak lizere

L (1)=1f eM(X,D): []f[dp<oo

V. Lo(u)={f eM(X,X):esssup|f| < oo}

vi. Klasik dizi uzaylar c,,c, £, (lS p< oo) bilesen siralamasi ad1 verilen
(x)<(y,) < VneN icin x, <y,
siralamasina gore Riesz uzaylaridir.

E bir Riesz uzay1 ve x € E olmak iizere x":=xV0 ve X~ :=—xV0 elemanlarina
sirastyla X 'in pozitif kismi1 ve negatif kismi1 denir. ve |X| =X \/(—X) elemanina X 'in modiilii

denir.

4.1.4 Teorem

E Riesz uzayinda asagidaki esitlikler her x,y € Eigin saglanir (Aliprantis 1985, Teorem
1.3).

i. x=xt—x"
i [X=x"4+x"
iii. Xx"Ax =0

iv. x=(x—y) +xAy
4.1.5 Tanim

E bir Riesz uzaymin bostan farkl bir alt kiimesi A olsun.

. VX,yeA iken xVye A ve xXAy€ A ise A 'ya Riesz alt uzay1 veya alt orgiisii
denir.
ii. y€A olmak iizere |X|§|y| iken x € A oluyorsa A kiimesine kati ( solid ) kiime

denir. A kiimesini kapsayan en kiiciik kat1 kiimeye A kiimesinin kat#: zarfi denir ve
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tam olarak soI(A)z{xe E:3yeAigin |X §|y|} ile verilir.

lii. E Riesz uzayinin kat1 alt vektor uzaylarina ideal adi verilir. E Riesz uzayinin bostan
farkli bir A alt kiimesini kapsayan en kiiciik ideale A kiimesinin dogurdugu ideal

denir ve tam olarak
{ye E:3 NN, A ERT ve X, X,,...,x, € Aigin |y|§2)\k|xk|}
k=1

ile verilir. Bir x € E elemanmin iirettigi ideale esas ideal denir ve X € E elemaninin
iirettigi esas ideal I, ={y € E:3 A€ R", |y|<A[x} olur.

v. (Xa) CE bir ag olmak {izere |Xa —X| <y, 40 kosulunu saglayacak bigimde
(y@)c E ag1 varsa (Xa,), X€E elemanma sira yakinsaktir denir ve X ——>X

seklinde gosterilir. Buna gore (Xu) C A a1 i¢in x, ——X oldugunda x € Aoluyorsa

A kiimesine sira kapalidir denir.

v. Sira kapali ideale band denir. Bir X€&E elemanimin drettigi  esas
band B, = {y €k :|y|/\n|x| T y} formundadir.

vi. E bir Riesz uzay1 olmak iizere, x <y kosulunu saglayan X,y € E elemanlar ile
tanimlanan [X, y] = {Z cE:x<z< y} kiimesine sirali aralik denir. E uzayinin bir

A alt kiimesi bir sirali aralik tarafindan kapsaniyorsa, A kiimesine sira sinirli kiime

denir.
4.1.6 Ornekler

i. E= C(O,l) ve E iginde [0,1] tizerindeki tiim afin fonksiyonlarin alt uzayr A olsun.

A noktasal sirali olan bir Riesz uzayr ve E 'nin alt uzayidir. Fakat, alt orgiisii
degildir.
li. Tum yakisak reel dizi uzay1 C, £__ 'un alt 6rgiisii olmasina ragmen ideal degildir.

iii. Sifira yakinsak dizilerin uzay: C,, £__ "un bir idealidir fakat band degildir.

oo

| indeks kiimesi igin (Xa), E Riesz uzayinda bir ag olsun. Her «,f€ | igin
X, <X ve X; <X kosullarim saglayan bir vy €1 varsa (Xa,) ag1 yukar1 yonlendirilmistir

denir ve (Xa) 1 seklinde gosterilir. (Xa) T ve Sup{xa} =X ise (Xa) T X ile gosterilir. Benzer
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sekilde her o, B €1 i¢in X, >X Ve X; >X  kosullarim saglayan bir v €1 varsa (Xa) agl
asagl yonlendirilmistir denir ve (X, )] seklinde gdsterilir. (x,)J ve inf{x }=x ise

(x,) 4 x ile gosterilir (Meyer-Nieberg 1991).

4.1.7 Tamm

Her bir x € E* ve V n€N igin n"'x J. 0 saglamiyorsa E Riesz uzayna Arsimedyandir denir

(Aliprantis ve Burkinshaw 1985).

Ornegin, klasik fonksiyon Riesz uzaylar1 Arsimedyandir. Fakat R? iizerinde sozliik

siralama (lexicographicplane) adi verilen siralama su sekilde tanimlanir: (Xl,XZ)Z(yl,yz)

gerek ve yeter sart X, >y, yada X, =Y, oldugunda X, > Y, olmasidir. Buna gore R* sézliik

siralamaya gore Archimedean olmayan Riesz uzayidir.

4.1.8 Tamim

E Riesz uzaymin her sira sinirlt kiimesinin E iginde bir supremumu ve infimumu varsa E
uzayma Dedekind tam uzay denir. Benzer olarak, sira sinirli sayilabilir her kiimenin E iginde
bir supremumu ve infimumu varsa E uzayina o -Dedekind tam uzay denir (Aliprantis ve
Burkinshaw 1985).

Ornegin, L, (,u) uzaylart Dedekind tam olmalarina karsin C[O,l] Dedekind tam
degildir.

4.1.9 Tanmim

E Riesz uzay1 olmak iizere, X| < |y| olacak bi¢imdeki her x,y € Ei¢in ||X|| §||y|| saglaniyorsa,
E {izerinde tanimlanan || : || normuna Orgli normu ve (E,|| : ||) uzayma normlu Riesz uzay1

denir. Eger, E normlu Riesz uzay1 bu 6rgii normuna gore tam ise, E Banach orgiisii olarak

adlandirilir (Aliprantis ve Burkinshaw 1985).

E normlu Riesz uzay: iizerinde tanimli gergel degerli siirekli operatorlerin vektor

uzayr E  ile gosterilecektir. Her Banach orgiisii Arsimedyan Riesz uzayidir ve bir Riesz

uzayini Banach 6rgiisii yapan tiim normlar denktir (Aliprantis 1985; Sonug 12. 4).
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4.1.10 Tanim

Bir Riesz uzay: iizerinde || : || orgili normu tanimlansin. X, | 0 olacak sekildeki her {Xa} ag1

igin |x, | — 0 saglaniyorsa,

. || normuna sira siirekli norm denir. Bu kosulu saglayan normlu

Riesz uzayina da sira siirekli norma sahip normlu Riesz uzay denir (Aliprantis ve Burkinshaw
1985).

Ornek olarak 1< p < oo olmak iizere, LP (,u) fonksiyon uzaylari sira siirekli norma
sahip Banach orgiileridir. C[O,l], L> ( ,u) ve £ __ sira siirekli norma sahip olmayan Banach
orgiileridir.

4.1.11 Teorem

E bir Banach orgisii i¢in asagidaki onermeler denktir (Aliprantis 1985; Teorem 12. 9,
Teorem 12. 10, Teorem 12. 12):

I. E uzayi sira siirekli norma sahiptir.

ii. 0<x, <x kosulunu saglayan (x,) monoton dizisi norm Cauchy dizisidir.
iii. E Dedekind tamdir ve X, { 0 kosulunu saglayan her (x,) dizisi i¢in lim|x [=0.

iv. Sira sinirl her dik dizi sifira norm yakinsaktir.
v. E, E” icinde bir idealdir.

Vi. E ‘nin her sira aralig1 zayif kompakttir.

Ayrica E sira stirekli norma sahip Riesz uzay1 ise, E uzaymnin norm tamlamasi da

sira slirekli norma sahiptir.

4.2 Riesz Boliim Uzaylan

E bir Riesz uzay ve A bir ideal olsun. Onceki béliimlerde de tanimlandig: iizere E/A
boliim uzaymin elemanlar [u] :{Z eXiu—z EY} =U+Y olacak bi¢imindeki denklik

smiflaridir ve bu elemanlar arasinda taniml
[u]+[v]=[u+v] ve  Afu]=[w]

cebirsel islemlerine gore E/ A lineer uzaydir. Bu durumda
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[u]=[v]eu—veA
iliskisi vardir.

Reel vektor uzayr X ‘'in herhangi bir C alt kiimesi asagidaki sartlar1 sagliyorsa

pozitif koni veya kisaca koni olarak adlandirilir.

i. C+CCC
ii. Her bir « €R" icin aC CC

iii. CN(—C)C{o}

Bilindigi tlizere bir Riesz uzayi lizerindeki siralama ile konisi arasinda bire bir iligki

vardir. C eger E reel lineer uzayinda koni ise u,v € E i¢in
“lul<]v] & u—vecC”

siralamasi ile E sirali vektor uzayr olur ve E* =C 'dir. Tersine E bir Riesz uzay: ise
E* bir konidir.
4.2.1 Teorem

E Riesz uzaymnin bir ideali A olmak iizere,

m(E*)={lu]€E/A:uecE"}

= {[u] € E/ A:[u]=[v] olacak sekilde 3 vE€ E* Vardlr}

E / A béliim uzay1 icin bir konidir.
Ispat:
Agiktr ki [u][v]€7(ET) ve A>0 igin u+veEE" ile AEE" saglanacagndan
[u]+[v]em(E*) ve Alu]€m(E*) olur. Kabul edelim ki [u]ew(E+)m[—w(E+)] olsun. Bu
durumda [u]=[v]=—[w] olacak sekilde V,w€E" vardir. Buradan [v+w]|=][0]

veyau+w & A oldugu goriliir. O halde 0<v<v+w ve A 'nin ideal oldugu gbz oniine

alinirsa v € A ve dolayisiyla [u] = [V] = [O] olur.o
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O halde E/A reel vektor uzayi lizerine 7r(E+) konisi ile indirgenen siralama su

sekildedir:
“lul<[v] < u, <v, olacak sekilde Ju, €[u] ve 3v, €]v] vardir.”

Bunu gormek igin [u]<[v] oldugunu kabul edelim. Bunun anlam: [v—u]€(E*) ve
v—u—w=a&€A olacak sekilde weE" var olmasidir. V,=vV—a ve U =uU olarak
alindiginda 0<w=v—a—u saglanacagindan u, €[u], v, €[v] ve u; <V, oldugu gdriiliir.
Diger taraftan, u, €[u], v, €[V] icin u, >V, saglandiginda
V—[u]=[w]-[w]=[v,—u]€m(E") vardr. Bdylece, [u]>[v] olur.o

Ancak boliim uzayi iizerine farkli siralamalar da tanimlanabilir. Asagidaki Lemma

tanimlanan bu siralamaya denk bir siralama bagintisi verir.
4.2.2 Lemma

E Riesz uzaymmin bir ideali A olmak iizere [f],[g]GL/A icin asagidakiler denktir

(Luxemburg ve Zaanen 1971, Lemma 18.8).

L [f]<[d]
2. 1 E[f] icin f, < g, olacak bi¢imde en az bir g, E[g] vardir.

3. Her f E[f] ve g, E[g] icin g, — f, > olacak bigimde bir g € A vardur.

A, E iginde alt 6rgii olmadiginda bile E/ A 'nin vektor 6rgiisii olmasi miimkiindiir.
Omegin, E =R? klasik siral uzay ve A, (60,—80) formundaki elemanlarin kiimesi
oldugunda E/A, alisilmis siralama ile R uzayma izomorftur. Ancak, aciktir ki 7 Orgi

homomorfizmas: ve E/ A vektor orgiisii oldugunda A 'nin da alt 6rgii olmasi zorunlulugu

vardir (Jameson 1970). Ustelik boliim doniisiimiiniin Riesz homomorfizmas: olmasi
durumunda gekirdegi Ker(w)={x€E:7(x)=[0]} bir idealdir ve Ker(w)=A olur. Bu

nedenle Riesz uzaylari i¢in idealler ile olusturulan boliimler diisiintilecektir.
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4.2.3 Teorem

E Riesz uzaymin bir ideali A ise E/ A Riesz uzayidir (Luxemburg ve Zaanen 1971, Lemma
18.9).

Ispat:
Onceki teoremde  verildigi iizere (E*) konisi ile E/A srali vektor uzayidir.
u,v€Ealalim. Her o>0 ve [u]>[0] i¢in afu]=[au]>[0] olur. Ayrica, [u]<[v] ise
U, <V, olacak bigimde u, €[u] ve v, €[v] vardi. we[w] alindigmdau, +w <V, +w
saglanacagindan [u, +w]| <[u, +w] olur. Buradan

[u]+[w] =[]+ W] =[u +w] <[v +w] =[v ]+ [w]=[v]+[w]
oldugu gbriiliir. Yani siralama cebirsel yapt ile uyumludur.

Diger  taraftan [u] , [V] €E/A icin [u \/V] > [u] , [V] oldugu  agiktir.
[w] >[u Vv V]esitsizligini saglayan [W] € E/A ist sinirimi disiinelim. O halde w—u>¢q, ve
W—V >0, olacak bi¢imde 0,0, €A vardir. gq=inf (ql, qz) €A igin w—u>q Ve

w—vV > q olur. Buradan,
w>(u+0q)V(v+q)=(uVvv)+q

ve dolayistyla W—(uVV)Zq elde edilir. Yani [w]>[uvv] olur. Aym sekilde

u+v=(uVv)+(uAv) esitliginden de [u] A[v]=[uAv] oldugu gdriilebilir.O

Boylece E/A i¢in supremum ve infimum islemlerinin [u]v[v]:[u VV] ve
[u]A[v]=[uAv] seklinde oldugu goriiliir. Dolayisiyla u€E/A igin [ur:[u*],

[u]” =[u~] ve [[u] =[|ul] esitlikleri de gegerlidir.
4.2.4 Ornek

1. (€2, p) bir 8lgii uzay: ve
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| ={x &S (s): hemen hemen her yerde x(t) =0}

oldugunda |, S(,u) icinde bir idealdir (ve bdylece her L, (,u) icinde). Eslenik bolim

uzaylar sadece S (1) ve L (x) 'dir.

Her bir x,y € E giftleri i¢in qb(x\/ y)zcb(X)V(b(y) saglaniyorsa ¢:E — F lineer

doniistimiine Riesz homomorfizmi veya orgli homomorfizmi denir. Vektor uzay yapisini
koruduklar1 gibi 6rgii yapisim1 da koruyan orgii homomorfizmleri ile idealler birbirleri ile

yakindan iliskilidirler.
4.2.5 Onerme

E Riesz uzaymin bir ideali A ise #w:E——E/A bolim doniisimii Riesz

homomorfizmasidir ve Ker(w)=A 'dur.
Ispat:
Vu,v € Eicin
m(uvv)=[uvv]=[u]Vv[v]=n(u)Vr(v)
esitliginden bdliim doniisiimiiniin Riesz izomorfizmi oldugu gériiliir. 0

Sonu¢ olarak boliim doniisiimiiniin Ortenliginden, E Riesz uzaymin bir ideali ile

olusturulan boliim uzay1 E 'nin 6rgii homomorfik goriintiisiidiir. Tersine ¢:E — F bir orgii

homomorfizmi ise gb(E) Riesz uzay1 ve Ker(gb) ideal oldugundan [X]—)T{'(X) Riesz

izomorfizmi ile E/ A ve ¢(E) Riesz izomorfik olur.

Arsimedyanlik 6zelligine sahip olma veya olmama Riesz uzaylarinin boliimleri i¢in

kalitsal bir 6zellik degildir.
4.2.6 Ornek

R? sozliik siralama ile Arsimedyan degildir. Ancak diisey eksen ile olusturulan béliim uzayz,

alisilmis siralamaya gore Riesz uzayi olan R ile izomorf oldugundan Arsimedyandir.
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4.2.7 Ornek

Dogal siralamasi ile £ Riesz uzaymi ve F sirali konveks alt uzaymi goz 6ntine alalim.

e=(11..) ve x:[l%,..., !

—] olsun. Her bir n€N i¢in —e <nx<e+e¢, olacak bi¢imde
n

e, € F vardir ve dolayisiyla, —7T(€) < nw(x) ST(’(E) saglanir. Fakat x ¢ F oldugundan

£_|F 'nin Arsimedyan olmadig goriiliir (Jameson 1970).
4.2.8 Ornek

L=C ([0,1]) Riesz uzayimnin alt kiimesi
A= {f [0,1] = R:3= >0 vardir ve f ([0,]) C {0}}

kiimesini disiinelim. A bir ideal olmasinda karsin L/ A Arsimedyan degildir (Jonge ve van
Rooji 1977).

Fakat normlu Riesz uzaylari Arsimedyan olduklarindan ve bu calismada Banach
orgiilerinin boliimleri ile ilgilenmemiz nedeniyle Riesz uzaylarinin Arsimedyan olduklar
kabul edilecektir. Ancak konunun biitiinliigii adina boliim uzaylarmin bu 6zelligi ile ilgili

asagidaki teorem verilmistir.
4.2.9 Teorem

E Riesz uzaymin bir ideali A olmak lizere asagidakiler denktir (Luxemburg ve Moore 1967,
Teorem 5.1).

1. E/A Arsimedyandir.
2. A relatif diizglin kapalidir.

3. u, tu(ru.) olacak bigimdeki 0<(u,) ,.xC A i¢in UE A 'dir.

4. YneN igin 0<u,veE ve (nu—v)" €Aise u€ A 'drr.

E kismi sirali kiimesinin bir alt kiimesi A olsun. E iginde supX, tanimli olacak
neN

sekilde azalan olmayan (Xn)neN dizisi var oldugunda supx, € A oluyorsa A 'vya dizisel sira
neN
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kapalidir ya da E i¢inde inlg X, tanimli olacak sekilde artan olmayan (Xn) N dizisi var
ne n

oldugunda in11; X, € A oluyorsa A 'ya dizisel sira kapalidir denir (Fremlin 2002).
ne

4.2.10 Teorem

E Riesz uzay1 o -Dedekind tam ve dizisel sira kapali ideali A ise E/ A o -Dedekind tamdir
(Fremlin 2002, Onerme 353J).

Ispat:

E Riesz uzayt o -Dedekind tam ise (u, )neN CE istten simrh dizisi i¢in u=sup{u, } €E
olur. U :{[un] n EN}Q E/A igin [u] tist sinirdir. Kabul edelim ki p, U 'nun herhangi
bir tist sinir1 olsun. A kapali oldugundan U, —a &l olacak sekilde her bir n€N igin

[un] < p vardir. Buradan, U—a = Sup(un - a) el ve [u] < p 'dir. Boylece, [u] en kiictik st

neN

sinirdir. Kabul edelim ki [( P, )]e E/1 igin [p] st smir olsun. [u]=[p] ve her bir n€N igin

[(u)]=[(p,)] olacak sekilde (u,)_, €E alalm. v, =uAsup(u;) sesilirse [(v,)]=[(p,)]

i<n

olur. Dolayistyla v =sup(v,) iken
neN

[v]=

sup(V,)

neN

= sup[(v,)| =sup|(p,)| € E/1

neN
oldugundan E/1 o -Dedekind tamdir.O

Asagidaki teorem Lebesgue 6zelligi de denilen normun sira siirekliliginin idealler ile

olusturulan boliimler i¢in korunan bir 6zellik oldugunu belirtir.
4.2.11 Teorem

Arsimedyan lokal solid Riesz uzay1 (E,7) Lebesgue 6zelligine sahip ve A bir ideal ise lokal

solid boliim Riesz uzay1 (E/ A, 7/ A) Lebesgue 6zelligine sahiptir (Aliprantis ve Burkinshaw

2003, Teorem 8.11).
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4.3 L-zayif ve M-zayif Kompakt Operatorler ile Boliimler

4.3.1 L-zayif ve M-zayif Kompakt Operatorler

Bu kesimde ele aldigimiz zayif kompakt operatdrlerin bir alt sinifi olan M-zayif
kompakt ve L-zayif kompakt operatérlerin tanimlar1 ve bazi 6zellikleri verilmistir. M-zayif
kompakt ve L-zayif kompakt operatorler ilk defa P. Meyer-Nieberg tarafindan tanimlanmistir
(Meyer 1974). Daha sonralart1 Dodds-Fremlin L-zayif ve M-zayif kompakt operatdrlerin
birbirleriyle cakistigi veya kompakt operatorlerle ¢akistigi durumlart gostermistir (Dodds
1979). A.W. Wickstead ve Z.L. Chen bu operatorlerin modiillerinin var oldugu durumlar1 ve
bu operatdrler yardimiyla Shur 6zelligine sahip Banach uzaylarinin karakterizasyonu ile ilgili
sonuclar elde etmistir (Chen 1999). Sonrasinda ise literatiirde oldukg¢a fazla calisma yer
almistir. Bu ¢alismalar ¢ogunlukla operatorlerin birbiri arasindaki veya diger operator siniflari

ile olan iliskileri hakkindadir.
4.3.1.1 Tamim

E Banach 6rgiisiiniin bostan farkl bir alt kiimesi A olsun. Her (x,)csol (A) dik dizisi igin

lim ||Xn|| =0 saglaniyorsa, A kiimesine L-zayif kompakt kiime denir (Meyer-Nieberg 1974).

E Banach orgiisii olmak iizere, X € Eigin {X} kiimesinin L-zayif kompakt olmasi

icin gerekli ve yeterli kosul x € E* olmasidir. Dolayisiyla, E uzaymm her L-zayif kompakt

kiimesi E* ideali tarafindan kapsanur.

4.3.1.2 Tanim

E Banach orgiisii, X Banach uzayr ve T:X —E bir siirekli operator olsun.
T operatorii X uzayinin norm sinirli kiimelerini E uzayinin L-zayif kompakt kiimelerine

resmediyorsa, T operatoriine L-zayif kompakt operator denir (Meyer-Nieberg 1974).

4.3.1.3 Tamim

E Banach orgiisii, X Banach uzayi ve T :E — X bir siirekli operator olsun. Her bir
(%,) C E norm sinirhi dik dizisi igin, lim|[Tx |=0 kosulunu saglayan T operatdriine M-zay:f

kompakt operator denir (Meyer-Nieberg 1974).
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4.3.1.4 Teorem

E Banach o6rgiisii ve X Banach uzay1 olmak tizere, E uzayindan X uzayi i¢ine tanimlanan

biitlin M-zayif kompakt operatorlerin kiimesi, L(X : E) uzayinin kapali alt vektor uzayidir.

Benzer sekilde X uzayindan E uzayi igine tanimlanan biitiin L-zayif kompakt operatorlerin
kiimesi, L(X : E) uzayinin kapali alt vektor uzayidir (Aliprantis 1985, Teorem 18.14).
ispat:

Aciktir ki, E uzaymdan X wuzayi i¢ine tanimlanan biitiin M-zayif kompakt operatorlerin
kiimesi L(X,E) icinde bir alt vektdr uzayidir. L(E,X) icinde biitlin M-zayif kompakt
operatorlerin kapanisinda olan T operatoriinii alalim. O halde € >0 i¢in ||T —S|| < e olacak

bicimde M-zayif kompakt S : E—— X operatorii vardir ve (Xn) norm sinirh dik dizisi igin

[ <|(T —S$)x,

HSx ]| < e+ [sx|

esitsizligi saglanir. Buna gore Iimsup”TXn” < e oldugu goriliir ve € >0 keyfi se¢ldiginden
||TXn||:O elde edilir. Yani T operatori M-zayif kompakttir. S,T EL(X,E) iki L-zayif

kompakt operatér olmak lizere iki L-zayif kompakt operatoriin toplaminin L-zayif oldugu

gorilir. O halde M-zayif kompakthik oOzelliginden ve Teorem 4.3.1.8 ile
(S +T)* =S +T oldugundan S+T L-zayif kompakttir. Boylece biitiin L-zayif kompakt
operatérler kiimesi L(X,E) uzaymm bir alt vektdr uzay: oldugu goriilir. L(X,E) i¢inde
lim|[T, —T||=0 kosulunu saglayan L-zayif kompakt operatorlerin bir dizisi {T,} CL(X,E)

olsun. O halde L(E”, X") iginde lim

T —T*H =0 saglanir. T_ operatdrleri M-zayif kompakt

oldugundan T~ operatérii M-zayif kompakttir. Boylece Teorem 4.3.1.8 geregi, T operatorii
L-zayif kompakttir. O

4.3.1.5 Teorem
1. E Banach orgiisii, X Banach uzayr olsun. T :E — X operatorii M-zayif kompakt

ise; her bir € > 0 sayisina karsilik, her X € U igin HT(|X| —u)+H < ¢ olacak bigimde en
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az bir ueE" vardir. Dolayisiyla, X= (X — y)+ +XAy  esitligi ile
T(Ug)CT[-u,u]+eUy saglanr.
2.  E Banach orgiisti, X Banach uzayi olsun. T : X — E operatorii L-zayif kompakt ise;

her bir € > 0 sayisina karsilik, her X € U, i¢in H ( |TX|—u )+ H < ¢ olacak bigimde en

az bir ueE" vardir. Dolayisiyla, X= (X — y)+ +XAy  esitligi ile

T(Uy)C[~u,u]+eU, saglamr (Aliprantis 1985, Teorem 18.9 ve Teorem 18.10).

Bu teoreme gore L-zayif kompakt ve pozitif M-zayif kompakt operatorlerin yari
kompakt olduklar1 sdylenebilir. Fakat tersi dogru degildir. Ornegin, 1:¢__ — {_ 6zdeslik

operatorli yart kompakt olmasina ragmen zayif kompakt degil dolayisiyla L- veya M-zayif

kompakt degildir.
4.3.1.6 Onerme

E Banach orgiisiiniin her L-zayi1f kompakt kiimesi relatif zayif kompakttir. Dolayisiyla her L-
zay1f kompakt operatdr zayif kompakttir. Benzer sekilde her M-zayif kompakt operatdr de
zay1f kompakttir (Aliprantis 1985, Positive Operator Teorem 18.10).

Fakat zayif kompakt operatorler L-zayif veya M-zayif kompakt olmak zorunda

degildir. Ornegin, 1:¢, — ¢, dzdeslik operatérii zayif kompakt olmasina ragmen L- veya M-
zayif kompakt degildir. Cilinki (en )neN, ¢, 'nin dogal tabani olmak iizere lim|e,| , =0'dir.

Operator smiflarimiz ile zayif kompakt operatorlerin tamim veya goriintii uzaylarinin
ozelliklerine gére hangi durumlarda cakistiklar1 asagidaki teoremde verilmistir. Ustelik bu

operator siniflari i¢in L ve M harflerinin kullanim sebepleri de bu teoremden anlasilabilir.
4.3.1.7 Teorem

1. E bir AM-uzay, X Banach uzay1 ve T:E— X bir siirekli operatér olsun.

T operatoriiniin zayi1f kompakt olmasi igin gerekli ve yeterli kosul M-zayif kompakt olmasidir

(Aliprantis ve Burkinshaw 1985, Teorem 18.11).

2. E Dbir AL-uzayi, X Banach uzay1 ve T:X —E bir siirekli operatér olsun.

T operatoriiniin zayif kompakt olmasi igin gerekli ve yeterli kosul L-zayif kompakt olmasidir

(Aliprantis ve Burkinshaw 1985, Teorem 18.11).
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Diger taraftan operatdrlerimiz ile kompakt operatorler farkli simiflardir. Ornegin
Tl — €, T(0)=>"" lo|(LL1,..) operatérii kompakt olmasina ragmen L-zayif veya
M-zayif kompakt degildir. Benzer sekilde (Meyer 1991, Teorem 3.6.20) geregi 1<p<q<o
olmak tizere T:l —/{, formunda L-ve M-zayif kompakt olup kompakt olmayan operatorler

bulmak kolaydir. Ancak bu operatdr simiflarinin iliskili oldugu durumlarda vardir. Ornegin

E?® idealinin her relatif kompakt alt kiimesi L-zayif kompakt oldugundan sira siirekli norma
sahip Banach orgiileri arasinda tanimli kompakt operatorler L-zayif kompakttir (Meyer 1991).
Bu durumun dual versiyonu M-zayif kompakt operatorler igin de sdylenebilir.
Operatorlerimiz arasinda var olan ve ¢ok sik kullanilan dual iliski asagidaki teoremde

verilmigtir.

4.3.1.8 Teorem

E bir Banach orgiisii ve X bir Banach uzayir olmak iizere asagidaki onermeler saglanir

(Meyer 1991, Onerme 3.6.11).

1. T:E— X operatoriinin M-zayif kompakt olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

T : X" — E’ operatoriiniin L-zay1f kompakt olmasidur.

2. T:X—E operatoriniin L-zayif kompakt olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

T :E" — X operatoriiniin M-zayif kompakt olmasidur.

L-zayif kompakt operatorlerin M-zayif kompakt veya M-zayif kompakt operatorlerin
L-zayif kompakt olma zorunlulugu yoktur. Fakat F sira siirekli norma sahip ise,
herT:E —F regiiler M-zayif kompakt operatér L-zayif kompakt; E~ sira siirekli norma
sahip ise, her T : E — F regiiler L-zayif kompakt operatér M-zayif kompakttir (Chen 1999,
Teorem 4.1 ve Teorem 4.2). Ayrica, Dodds-Fremlin (1979) tanimlandiklar1 uzaylarin
ozelliklerine gore L-zayif kompakt operatorler ile M-zayif kompakt operatorlerin

cakisabildiklerini gostermistir.
4.3.1.9 Teorem

E ve F Banach orgiileri olsun. E* dual uzay1 ve F sira siirekli norma sahip olmak iizere,

T:E — F sira sinirli operatérii i¢in agsagidaki 6nermeler denktir (Dodds ve Fremlin 1979):

1. T operatorii L-zayif kompakttir
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2. T operatorii M- zayif kompakttir

3. T operatorii L- zayif kompakttir

4. T operatdrii M- zayif kompakttir

5. (x,)cE"ve (X)) cF norm sinirh dik dizileri i¢in lim x_ (Tx_)=0
4.3.2 L- ve M-zayif Kompakt Operatorler ile Boliimler

Teorem 4.3.1.4 'de ispatlandig1 ilizere L-zayif kompakt ve M-zayif kompakt operatorler
L(E, F) icinde operatdr normuna gore kapalidir. Dolayisiyla Onerme 2.3.1 ‘in sonucu olarak

asagidaki teorem agiktir.
4.3.2.1.Teorem

Bolim normu ile L(E,F)/Wl_’M (E,F) normlu uzaydir. Eger F Banach uzayi ise
L(E,F)/W,_,, (E,F) Banach uzayidir.
ispat:

Her T € L(E,F) igin

:L(E,F)/W,_(E,F)—>R"U{0}

”'”L(E,F)NVL(E,F)

[T]—|[T =dist(T,S)=inf {|T —S|:S eW,_(E,F)}

]”L(E,F)NV,_(E,F)

seklinde tanimlanan norm ile Onerme 2.3.1 ve Teorem 2.3.5 geregi istenen goriiliir. O

Ancak L(E,F) ve W, (E,F) genelde vektor orgiisii degildir. Bu yiizden o6rgii

yapisina sahip boliim uzaylari elde etmek icin bu siiflar uygun degildir.

E ve F Arsimedyan Riesz uzaylari olmak iizere T(E*)g F™ kosulunu saglayan

T:E—F operatoriine pozitiftir denir ve tiim pozitif operatorlerin sinifi L+(E,F) ile

gosterilecektir. ki pozitif operatdriin farki olarak yazilabilen operatorlere ise regiiler operatdr
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denir. Tiim regiiler operatdrlerin simfi L' (E,F) ile gosterilecektir. Her bir T,S e L' (E, F)

i¢in
“T<S < S-Tel'(EF)”bagmusiile L' (E, F) bir sirali vektor uzayidir. Diger
taraftan her bir pozitif operator siirekli oldugundan asagidaki kapsamalar saglanir.

L*(E,F)CL (E,F)CL(E,F)

Diger taraftan regiiler operatorler operatér normuna goére genelde Banach uzayi

degildir. Fakat regiiler norm olarak adlandirilan

[T, =inf {[S], :S € L(E.F), T < SV x€E}

normu ile L’ (E, F) Banach uzayidir ve ||T||O S”T”r saglanir.

Benzer sekilde sinirli operatorler gibi regiiler operatdrler de genelde bir vektor orgiisii

yapisinda olmazlar. Ancak Lr(E, F) 'nin Riesz uzay1 oldugu durumlar vardir. Ornegin E
atomik ve sira silirekli norma sahipse (Lr(E, F),||||r) Banach orgiistidiir (Wickstead 2007,

Theorem3.4). Yine benzer sekilde F Dedekind tam ise (Lr (E, F),||||r) Banach orgiisiidiir ve

modiil Riesz-Kantorovich formdilleri ile tanimlanir (Abramovich ve Wickstead 1992). Ancak

L (E, F) 'nin vektor orgilisii oldugu fakat modiiliin bu formiillerle verilmedigi bir operator
ornegi M. Elliot tarafindan verildigi bilinmektedir. Eger T € L' (E, F) operatorii bir modiile
sahip ise ||T||r :H |T|H olur. Sik¢a kullanacagimiz igin (Lr(E,F),||.||r) 'nin Banach orgiisii

olmast i¢in F 'nin Dedekind tamlhiginin gerekliligi asagida ispat1 ile verilmistir.

4.3.2.2 Teorem

E Banach &rgiisii olmak iizere her T € L (E, F) icin

I, =inf {Is]:5 €L (E.F), <5} ek, }
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regiiler normu ile L' (E, F) bir Banach uzayidir Ve”T” S”T”rolur. Ustelik F Dedekind tam
ise [T| =[[T||| olacak bigimde L'(E,F) bir Banach orgiisiidiir (Meyer-Nieberg 1991,
Teorem 1.3.6).

Ispat:

Regiiler normun |||| < ||||r olacak sekilde L' (E, F) tizerinde bir norm oldugu kolayca goriliir.
O halde (Tn )::l el (E, F) bir Cauchy dizisi olsun. Bazi alt uzaylar alinarak her bir n€N
i¢in ||Tn —T, +l||r < 27" oldugu soylenebilir. Her X € E i¢in ||Sn|| <27 ve ‘TnX—Tn +1X‘ <S, |X|

olacak sekilde S, €L, (E,F) alalim. ||||§||||r oldugundan [T —T,|—0 olan T €L(E)
vardi. Her n€&N i¢in operatéor normu iginde Q, =i8m yakinsak  serisi

ahndlgmda”Qn” <27"veQ €L . (E, F) oldugu goriiliir. Her X € E igin

m—o0

(T =)= Jim (T, =T < 3T~ T <O,

elde edilir. Buradan —Q, S(T —Tn)SQn oldugundan T 'ninregiiler operatér ve
IT—T.|. <|Q.[ <2™ oldugu gbrilliir. Ayrica, F Dedekind tam ise Meyer (1991), Teorem

1.3.2 ve Teorem 1.3.5 geregi L' (E, F) 'nin bir Riesz uzay1 oldugu soylenebilir. O

Ancak agiktir ki L (E, F) Banach 6rgiisii oldugunda bile alt siniflarinin Riesz uzay1
veya regiiler norm ile Banach orgiisii olmasina gerek yoktur. Ornegin pozitif kompakt
operatdrler ile iiretilen operator smifi K" (E, F) genelde Riesz uzay degildir. Eger E” ve F

sira silirekli norma sahip ise bu operator sinifi Riesz uzayidir ancak regiiler norm ile Banach

uzayi degildir (Chen ve Wickstead 2007).

Diger taraftan Banach orgiileri arasinda tanimli sinirli operatorlerin alt uzaylarinin
Banach  oOrgilisi  olmasi ve Ozelliklerinin  aktarilmasit  i¢in  baskinlik  6zelligi
onemlidir. 0 <S <T €M oldugunda S €M ise smirli operatorlerin bir alt smifi olan M
baskinlik ozelligine sahiptir denir. Sinirli operatdrlerin bir¢cok alt simifi ekstra kosullar
haricinde bu 6zellige sahip degildir. Ornegin; kompakt, zayif kompakt, Dunford-Pettis
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operatorleri gibi smiflar bu 6zellige sahip degildir. Ancak, L-zayif ve M -zayif kompakt
operatorler ekstra kosul olmaksizin baskinlik 6zelligine sahiptir. Bu nedenle, bu siniflarin

siral1 uzaylar teorisindeki 6zelliklerden bir cogunu sagladigi umulabilir.

Fakat baskinlik 6zelliginin saglanmasina ragmen W, (E, F)ve W, (E, F) 'nin vektor

oOrgiisii olmasi genelde dogru degildir. T EWL(E, F) (yada T €W, (E, F)) 'nin modiiliiniin
var olmadizn  bazr  durumlar vardir. Ornegin; bir modiille sahip olmayan
T: L2[0,1]—>C(L2[0,1]) regiller L-zayif ve M -zayif kompakt operatdrii veya modiile
sahip olsa bile modilin L-zayif ya da M -zayif kompakt olmadigi

T :El(LZ[O,l])—MOO(LZ[O,l]) formundaki operatér Ornekleri verilmistir (Chen ve
Wickstead 1999, Teorem 2.2 ve Teorem 2.3). Bu ornekler W, (E,F)NL(E,F) ve
WL’M(E,F) 'nin genelde vektor oOrgiisii olmadigini gosterir. Dolayisiyla WL(E,F) ve

W, (E, F) 'nin daha kiigiik alt siniflar ile calismak dogaldir.
Pozitif L -zayif ve M -zayif kompakt operatorler ile {iretilmis
W (E,F)={T,—T, T, T, eW,(E.F),}
ve
Wy (E.F)={T,—T,:T,T,eW, (E,F), }
kiimelerini tanimlayalim. Esit olduklari durumlar olsa da genelde 6z olan
W (B, F)SW, (E.F)NL (B, F) Wy, (E.F)
kapsamalar1 saglanir.

Banach orgiileri teorisinde normun sira siirekliligi ¢ok onemli bir faktordir. X, . 0
olacak bi¢imdeki her bir(Xa) CE igin ||Xa|| — 0 saglaniyorsa E sira siirekli norma sahiptir

denir. Ornegin, standart normlar ile L' [0,1], £,, ¢, swra sirekli norma sahip olmalarina

60



kargin L°°[0,1], £__, Csira siirekli norma sahip degillerdir. E Banach 6rgiisiiniin sira siirekli

kismi olarak adlandirilan

E* = {x € E:[0,]x|] igindeki her monoton dizi yakmsak}

kiimesi sira siirekli norma sahip maksimal idealdir ve sira siirekli norma sahip oldugundan
stra tamdir. Ornegin ( Eoo)a =" =c, olur. Normlu Riesz uzaylarinin sira siirekli kisimlar: L-

zaylf kompakt operatorler i¢cin Onemli bir aragtir. Clinkli tiim L-zayif kompakt kiimeler

E®tarafindan kapsanacagindan her T €W, (X, E) icin T (X)C E* saglanir. Yani aslinda

W, (E, Fa) =W, (E, F) olur. M-zayif kompakt operatérler ise F* i¢inde deger almak zorunda

degildirler.

X € E igin (f ® y)(x) =f (x)y olarak tanimlandiginda f €E” ve 0=y € F*® igin

f ®yeW,_(E,F), benzer olarak, fe(E”)a ve 0=yeF icin fRyEW, (EF) olur.

Dolayistyla
F={0} « W (EF)={0}
ve

(E) ={0} & w,(EF)={0}

gerektirmelerini gérmek zor degildir.

Teorem 4.3.1.4 ‘de ispatlandig1 tizere L-zayif ve M-zayif operatdrler operator

normuna gore L(E, F) 'nin kapal alt uzaylaridir. Asagidaki teorem benzer durumun regiiler

norm i¢in de gegerli oldugunu ifade eder.

4.3.2.3.0nerme

A (E, F) regiiler norm altinda L' (E, F) i¢inde kapalidir. Eger F sira tam ise W, (E, F) 'de

regiiler norm altinda L' (E, F) icinde kapalidir.
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Ispat:

T operatori Lr(E, F) igindeki W/ (E, F) 'nin  kapanmisinda olsun. Buna gore
[T,—T|, —0olacak sekilde bir (T,)CW/(E,F) dizisi vardir. Her bir n€N igin
T, operatorleri Dedekind tam olan F®degerli olduklarindan modiilleri vardir ve baskinlik
ozelligi yardimiyla |Tn|€W|_r (E,F) olur. Buna gore |T| vardir ve H|Tn|—|T|Hr — 0 saglanir

(Chen ve Wickstead 2007, Teorem2.1). Diger taraftan 0<

|Tn|_|-|-|HS

[Tl =T

r

oldugundan

|Tn|—|T|H—>O saglanir ve WL(E,F), L(E,F) icinde kapali oldugundan
T|eW, (E,F) 'dir (Aliprantis ve Burkinshaw 1985, Teorem 18.14(2)). Buradan da

T :|T|_(|T|—T) ew/ (E, F) oldugu goriiliir. O

W,, (E, F) durumunda, T €W, (E, F) operatdriiniin |T| modiiliniin varligi i¢in F °in

sira tamligina ihtiya¢ vardir (Bayram ve Burkinshaw 2017). Geriye kalan ispatin birinci

kismina benzer bir yolla yapilabilir. O

4.3.2.4 Teorem
W," (E, F) bir Dedekind tam vektor orgiisiidiir (Bayram ve Wickstead 2017, Theorem2.2).
4.3.2.5 Teorem

F Dedekind tam ise W, (E, F) bir Dedekind tam vektor orgiisiidiir (Bayram ve Wickstead
2017, Theorem2.3).

Sonug olarak W, (E,F) ve F Dedekind tam oldugunda Wy, (E,F), L' (E,F) iginde

kapali ve baskinlik 6zelligini sagladiklarindan ayni1 zamanda idealdirler. O halde bolim

uzaylarina yonelik asagidaki sonug verilebilir.

4.3.2.6 Sonug

L' (E,F) Riesz uzay1 oldugunda L'(E,F)/W,(E,F) ve L' (E,F)/Wy, (E,F) Lemma 4.2.2

‘de verilen siralama ile siralamasi ile Riesz uzayidir.
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Ispat:
Teorem 4.2.3 'den agiktir. O

4.3.2.7 Sonu¢

F Dedekind tam oldugunda L'(E,F)/W/(E,F) ve L (E,F)/W, (E,F) bélimleri o-

Dedekind tamdir.
ispat:

F Dedekind tam oldugunda L (E, F) Dedekind tam olacagindan ispat Onerme 4.3.2.3 ve

Teorem 4.2.10 'dan agiktir.o
4.3.2.8 Sonu¢
L' (E, F)/Wl_r(E, F) boliim uzayi

[T1-][7]

=dist(T,S)=inf {|T —S|:S W (E/F)}

L'(E.F )W (E.F)
seklinde taniml1 boliim normu ile bir Banach orgiistidiir.
Ispat:

Teorem 4.3.2.3 ve Teorem 4.3.2.4 'den agiktir.o

Normun sira siirekligi kapali idealler ile boliimler tarafindan korunan bir 6zelliktir.
Fakat regiiler normun sira siirekli olmas1 genelde dogru degildir. Boyle durumlara dair bazi

sonuclar Chen ve ark. (2013) tarafindan verilmistir.

4.3.2.9 Teorem

L' (E, F) tizerinde tanimh regiiler norm sira siirekli ise E"ve F sira siirekli norma sahiptir

(Chen ve ark. 2013).

4.3.2.10 Teorem
L (E, F) 'nin sira siirekli norma sahip olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her bir pozitif
operatdriin L-zayif ve M-zayif kompakt olmasidir (Chen ve ark. 2013).
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4.3.2.11 Teorem

A (E, F) iizerinde tanimli regiiler normun sira siirekli olmasi igin gerekli ve yeterli kosul E”

'niin sira siirekli norma sahip olmasidir. Benzer sekilde W, (E, F) tizerinde tanimli regiiler

normun sira siirekli olmasi igin gerekli ve yeterli kosul F 'nin sira siirekli norma sahip

olmasidir (Bayram ve Wickstead 2017, Teorem 3.1 ve Teorem 3.2).

Bu teoremin sonucu olarak asagidaki basit ¢ikarim yapilabilir.
4.3.2.12 Sonug
L (E, F) 'nin Riesz uzay1 ve regiiler normun sira siirekli olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
L' (E,F)/W/(E,F)={0} ve L' (E,F)/W,, (E,F)={0} olmasidur.
4.3.2.13 Teorem

E Dedekind o-tam Banach orgiisii ve A norm kapali ideal olsun. £ __ 'un E 'de orgii

izometrik gomiiliisii varsa E/ A veya A 'da boyle bir gomiiliise sahiptir (Wojtowicz 2002,

Corollary 1.2).

Bir Dedekind o -tam Banach orgiisiiniin £ __ 'a gore Orgii izometrik alt uzaya sahip
olmast onun sira siirekli norma sahip olmamasi i¢in gerek ve yeter sarttir (Meyer 1991, Sonug

2.4.3). O halde Lr(E,F) sira siirekli norma sahip degilse Lr(E,F)/W,_r'M (E,F) veya

Wy, (E, F) sira stirekli norma sahip degildir.
4.3.2.14 Sonuc¢

1. F sira siirekli norma sahip fakat E~ sahip degilse L' (E, F)/ W, (E, F)51ra stirekli norma

sahip degildir.

2. F Dedekind tam olmak iizere E  sira siirekli norma sahip fakat F sahip

degilse L' (E, F)/W, (E, F)stra siirekli norma sahip degildir.
Ispat:

1. F sira siirekli norma sahip fakat E~ sahip olmasin. Bu durumda L' (E, F) sira stirekli
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norma sahip degildir (Chen ve ark. 2013). Diger taraftan Chen ve ark. (2013) 'iin ispatina
gore L' (E, F)/ W, (E, F)I{O} saglanir. Ustelik F sira siirekli norma sahip oldugundan

Wi, (E, F) sira siirekli norma sahiptir (Bayram ve Wickstead 2017, Teorem 3.2). O halde

Teorem 4.3.2.13 geregi L' (E,F)/W,, (E,F) sira siirekli norma sahip degildir.

2. Bayram ve Wickstead (2017), Teorem 3.1 geregi E  sira siirekli norma sahip oldugunda
W' (E, F) sira siirekli norma sahip oldugu goz Oniine alindiginda ispat 1 ‘e benzer olarak

yapilabilir. O

Bolim 2.4 ‘te Banach cebirlerine deginilmis, boliim 3.3 ‘de ise, birer boliim uzaylari
olan Calkin ve zayif Calkin cebirlerinden s6z edilmisti. Budan sonra ki amacimiz ise L-zay1f
ve M-zayif kompakt operatorler ile olusturulan boliimlerin cebir yapist ile ilgili bazi sonuglari

vermektir. ilk olarak regiiler operatdrler uzaymin cebir yapisina deginecegiz.

4.3.2.15 Teorem

E Dedekind tam Banach 6rgiisii olmak iizere L' (E), bileske islemi ve regiiler norma gore
Banach cebiridir. Ustelik, her T €L (E) icin TI=IT =T saglandigindan, | 06zdeslik

operatorii L' (E) cebirinin birimidir.
Ispat:

L'(E) 'nin operatdrler arasindaki siralama ve skalerle carpma islemlerine gore kismi sirali

vektor uzay1 oldugunu biliyoruz. Her T,S,U €L (E) ve XEE ,a €R igin
((TS)U)(x)=TSU () =(T (SV))(x)
(T(S+U))()=T(S(x)+U (x)) =TS (x)+TU (x)= (TS +TU)(x)
((T+8)U)(x)=(T+8)U (x)=TU (x)+SU (x) =(TU +8U)(x)

(a(T8))(x)=(aT)$ (x) =0T (8 (x)) =T (a8 (x)) =(T (a$))(x)
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esitlikleri saglandigindan L’ (E) cebirdir. Diger taraftan hipotezimiz ile Teorem 4.3.2.2 'den

L'(E) regiiler norm ile bir Banach orgiisiidiir ve [TS|<|T|||S| saglanir. Yani, L'(E)

Banach cebiridir. o

Regiiler kompakt ve regiiler zayif kompakt operatorlerin aksine asagidaki 6rneklerin

de gosterdigi iizere L' (E) NW,, (E) ve L' (E)ﬁWL (E) genelde cift tarafli ideal degildir.
4.3.2.16 Ornek

i:l? [0,1]—>L1 [0,1] inclusion operatoriinii kabul edelim. {en ‘ne N}, £, 'in dogal tabani
olmak iizere n. Rademacher fonksiyonu r, igin S :£1—>L2[0,1],S(en):rn operatoriinii

tanimlayalim. Aciktir ki, i pozitif M-zayif kompakt bir operatdrdiir ve S regiiler bir

operatdrdiir. Diger taraftan, iS M-zayif kompakt degildir. Ciinkii, (e, ), £, 'de norm sirh dik

dizi iken  |[is(e,)

o I, Log) =1 sifira yakinsak degildir. Boylece,
E=¢,®L[01®L'[01] Banach orgisi ve E iizerinde U(X,Y,z)= (O, S (X),O) ,
\ (X, Y, Z) = (0, 0, ( y)) olmak iizere U regiiler operatér ve V regiller M-zayif kompakt

operatordiir. Fakat, VU M-zayif kompakt degildir. Dolayisiyla, M-zayif kompakt

operatorlerin L’ (E) iginde ¢ift tarafli olmasina ihtiyag yoktur. Ayrica, V™ regiiler L-zayif

kompakt operatdr ve U regiiler operator iken U'V™ L-zayif kompakt degildir. Bu ise gosterir
ki, L-zayif kompakt operatorlerin L' (E) icinde cift tarafli olmasina ihtiya¢ yoktur (Bayram
ve Wnuk 2013).

4.3.2.17 Teorem

E® z{O} olmak tizere bir E Banach orgiisii i¢in asagidakiler denktir (Bayram ve Wnuk

2013, Teorem 3.3):
i) W (E)NL'(E), L'(E) iginde cift tarafl idealdir.
ii) Her T €W, (E)NL (E) ve her S € F(E) igin ST €W, (E)

iif) Her T €W, (E)NL'(E)ve her S: E — E sonlu rank operatdrii igin ST €W, (E)
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iv) E sira siirekli norma sahiptir.

4.3.2.18 Teorem

(E*)a = {O} olmak iizere bir E Banach orgiisii i¢in asagidakiler denktir (Bayram ve Wnuk

2013, Teorem 3.4):

i) W, (E)NL (E), L'(E) iginde cift tarafls idealdir.

i) Her T €W, (E)NL"(E) ve her S€ F(E) icin TS €W,, (E)

iii) Her T €W,, (E)NL'(E) ve her S:E — E sonlu rank operatérii i¢in TS €W,, (E)

iv) E” duali sira siirekli norma sahiptir.

Bu teoremlerin ispatlarina baktigimizda asagidaki teoremlerin de dogru oldugu
goriiliir.

4.3.2.19 Teorem

W/ (E, F) 'nin (sirastyla W, (E, F) 'nin) regiiler operatorler i¢inde cift tarafli ideal olmasi

icin gerek ve yeter kosul E 'nin (sirastyla E~ 'niin) sira siirekli norma sahip olmas1 gerekir.
Bu nedenle asagidaki sonug 6nceki boliimde ki Teorem 2.2.4 'ten hemen goriliir.

4.3.2.20 Sonug

E sira siirekli norma sahip Banach orgiisii olmak {izere Lr(E)/ A (E) bileske islemi ve
boliim normu ile Banach cebiridir. Eger E Dedekind tam ve E” sira siirekli norma sahip ise
L' (E)/Wy, (E) bir Banach cebiridir.

4.3.3 L-zayif Kompakt Operator Boliimleri icin Bir Temsil

Bu kisimda Gonzales ve ark. , Saksman ve Tylli'nin (1995) ‘de Banach uzaylar1 arasinda
taniml1 zayif kompakt operatorler ile boliimler igin yapilan temsillere benzer olarak

L (E, I:)/W,_r (E, F) boliim uzayi igin bir temsili ve temsil doniisiimiiniin baz1 6zellikleri

verilecektir.
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L (E, F) Riesz uzay: oldugunda L’ (E, F)/ A (E, F) boliimiiniin Riesz uzayi oldugu

daha onceki kisimda soylenmisti. Diger taraftan E®, E™ uzaymin kapali ideali oldugundan
E™/E® Riesz uzayr olacaktir (Meyer 1991, Teorem 2.4.2 ve Teorem 2.4.10). Her bir
Sel' (E, F) icin tanimlanan

R([S]):E™/E*——F"/F*, R([S])(x" +E*)=[s"x"]|=8"x" +F?
operatdriinii diisiinelim. Buna gore asagidaki doniisiim iyi tanimlidir.
R:L'(E,F)/W, (E,F)—L (E*/E*F"/F?)
[s]—R(Is])
Bu kosullar altinda tanimlanan R déniisiimiiniin temel ozellikleri asagida verilmistir.
4.3.3.1 Teorem

E ve F Banach orgiileri olmak lizere her S & Lr(E, F) icin yukarida tanimlanan R

doniisiimii asagidaki 6nermeleri saglar.

1. SeW/(EF)=-R([S])=0

2. R pozitif lineer doniigimdiir.

3. HR([S]) <87 ve IR| <1 saglanr.
4. R(IE)=IEM/Ea

5. ST tanmimli oldugunda R([ST]): R([S])R([T]) saglanir.
Ispat:

1. S EW,_r(E,F) ise S*eW,, (F*,E*) ve S* GWLr(E**, F**) dir. Diger taraftan L-zayif
kompakt operatorler ayn1 zamanda zayif kompakt olduklarindan S™ (E**) CF ve dolayisiyla

s™ (E) C F? olur. Dolayisiyla W' (E, F) C Ker (R) saglanr.

2. Her STEL(E,F), x"€E” ve o, BER igin
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R(a[T]+B8[S])[x"]=|(aT +88)" x| =|(T)" x* +(as) " x"]
=a[(Tx*)|+8[(s"x*)| = aRr([T])+BR(S])

3. esitligi saglandigindan R doniisiimii lineerdir. Kabul edelim ki 0<S €L (E,F) ve
[x*]€(E*/E*)" olsun. Buna gire x* €(E™)" ve dolayisiyla S”x™ € (F*)" gikar.
Boliim doniisiimiiniin Riesz homomorfizmi olmasimdan [S”x™]€(F*/F*)" olur ve
dolayisiyla R([S])[x"*]€(F™/F*)" elde edilir. Buise R([S])>0 oldugunu gosterir.

4. Herbir x” €E” icin

R x| =[x ] =[] = 1w [7]
esitliginden istenen goriiliir.

5. STeL(EF)vex”€E" icin
RisDh]_ =as(as)le) )
=inf{[R()lx] -y veF}
=inf {Js"x" +2-y|:z yeF}
=i”f{5**><**—uH:ue|:a}
=i”f{3**><**—uH:ue|:a}

<inf { S x™ —S**WH TWE E""}

< inf{ SHHX —WH TWE Ea}
= HSHE .inf {Hx —WH TWeE Ea}

=[5 {1
E E**/Ea

oldugundan R(S) stnirhidir. Ustelik HR(S)H SHS**H :||S|| , dolayisiyla ||R|| <1 oldugu da

gortliir.

6. E,F, G Banach orgiileri S € Lr(E, F) veTeL (G, E) ve her x* € G™ i¢in
R([ST)[x]=[(sT)" x| =[s" (Tx")|=[s* (R(T)[x*])| = R(S)R(T)[x"]

esitliginden istenen goriiliir.o
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4.3.3.2 Tanim

E ve F Banach orgiileri olmak iizere her bir T € L' (E, F) icin |T| var ve ‘T*‘ :|T |* esitligi

saglaniyorsa (E, F) degismez modiil 6zelligini sagliyor denir (Meyer-Nieberg 1991).
4.3.3.3 Teorem

(E, F) ve (F*, E*) degismez modiil 6zelligine sahip olacak bicimdeki E ve F Banach 6rgiileri

i¢in R doniisiimii Riesz homomorfizmdir.

Ispat:
SELr(E,F) ve X"€E™ igin R(|[S]|)[X**]:R(“SH)[X**]:“SF*X**} saglanir.

Hipotezlerimiz geregi |S|** = ‘S**‘ elde edilir (Wickstead 2007). Boylece

R(|[s11)De]=[ 1" x| =[Is"x"]

cikar. Riesz-Kantorovich formiilleri yardimiyla

R(|[S]|)[X**]:[Sup{‘s**y**‘:‘y**‘ gx**}]:[sup{‘R([S])[y**”:‘y**‘ SX**}]
=sup{[R(SD[y"J: [y (| < [} =sun{[RUSDIy“]: [y~ ] <[x]}
=|R([s])[[x"]

elde edilir.o
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