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Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dog. Dr. Mehmet KIRDAR

Bu tezde Orgii gruplarini iireteleri ve iliskileriyle betimlemeye ve Artin teoremini
ispatlamaya calistik. Ayrica kiigiik indeksli 6rgii gruplari i¢in bu gruplarin kompleks temsilleri
calisildr. Orgii gruplari, Matematikte pek cok yerde karsimiza ¢ikan, simetrik gruplarla birlikte
anilan, sonsuz elemanli degismez grup ailelerinden biridir. Bu gruplar, ayrica fizikte, 6zellikle
kuantum teorisinde uygulama alan1 bulmustur. Bu gruplarin temsiller yoluyla betimlenmesi pek
¢ok probleme konu olmustur. Bu problemlerin pek ¢ogu hala acik problemdir. Biz bu tezde bu
gruplar1 Artin teoremi ile betimlemeye ve B 6rgii grubunun matris temsilleri tizerinde ¢alistik.
Ayrica Artin grubunun merkezi, saf 6rgili grubu ve Burau temsili gibi diger dnemli konulara da

deginildi.
Anahtar Kelimeler: Artin teoremi, B3 6rgii grubunun kompleks temsilleri, Burau Temsili

2019, 34 sayfa
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In this thesis, we decribe the Braid groups of knitters with their genarators and their
relations and prove the Artin theorem. We also studied the complex representations of these
groups for small indexed Braid groups. Braid groups, one of the many groups in mathematics,
emerging, as related to symmetric groups, are a family of non- abelian groups with infinitely
many elements.These groups also found application in physics, especially in quantum theory.
Description of these groups through representations has been the subject of many problems.
Many of these problems are still open problems in mathematics. In this thesis, we tried to
decribe these groups by Artin theorem and also we studied two dimentioal matrix
representations of the Braid group Bs;. We also touched upon other important issues such as the
center of the Artin group, the pure Braid group, and the Burau representation.
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TESEKKUR

Bu calismanin gergeklestirilmesinde, degerli bilgilerini benimle paylasan, kendisine
ne zaman danigsam kiymetli zamanini ayirip sabirla ve biiyiik bir ilgiyle bana faydali olmak
icin elinden geleni sunan, ¢alismamda konu, kaynak ve yontem agisindan bana siirekli yardimda
bulunarak yol gosteren, her sorun yasadigimda giiler yiiziini ve samimiyetini benden
esirgemeyen ve gelecekteki meslek hayatimda da bana katmis oldugu degerli bilgilerden
faydalanacagimi disiindigim kiymetli saygideger danisman hocam Dog¢. Dr. Mehmet
KIRDAR’a tesekkiirii bir borg biliyor ve stikranlarimi sunuyorum.

Tesekkiirlerin az kalacagi, bugiinlere gelmemde biiyiik pay sahibi olan biricik aileme,
ayrica insani ve ahlaki degerleri ile her zaman 6rnek aldigim sevgili babam Hiiseyin YAVAS’a
calismalarimda beni cesaretlendirerek verdigi desteklerden dolay1 sonsuz tesekkiirlerimi
sunuyorum.
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1.GIRIS

Orgii teorisi gectigimiz 20. Yiizyilda ortaya cikmistir. Temelleri 1925’te Alman
matematik¢i Emil Artin tarafindan atilmistir, ancak Artin’den Oncesine gidilecek olursa
A.Hurwitz, Fricke ve Klein’in eserlerinde ve hatta KF Gauss’un defterlerinde bahsettigini
goriiyoruz. Artin’in One stirdiigli 6rgii kurami cebirsel anlamda, 3-boyutlu uzaydaki ¢izgelerin
kesisme noktalarmin incelenmesine 6nemli bir katkiydi. Fakat baslangigta Artin, orgiileri,
tekstil endiistrisi i¢in matematiksel bir model olarak sunmustur, ancak bu teorinin uygulama
alaninin gesitliligi, giinlimizde Karmasik Analiz, Kuantum Mekanigi ve Kuantum Alan
teorisinde donemli bir rol oynamaktadir. Ayrica Orgii Gruplari yogun bilgisayar islemlerini
saglamada son derece etkilidir. Bu arada ¢esitli arastirmacilar, islevsellik agisindan teknoloji ile
aramiza elektronik verileri koruyucu protokoller ag1 insa etmeyi gerekli gordiiler. Bu sebeple,
Orgii Gruplarina dayali sifreleme sistemleri igin, bilgisayar dilinde gesitli protokoller énerdiler.
Bu protokoller, Anshel-Anshel-Godfeld protokolii, anahtar degisim protokolii Diffie-Hellman,
eslemede sema imzasi, kor imza semas1 Verma, protokolleri bazilarindandir. Bu protokollerin
giinlimiizde asagidaki bilgi giivenligi sorunlarina ¢6ziim tiretmesi beklenmektedir. Saklanan
verilerin gizliligi, iletilen verilerin gizliligi, bulut bilgisinin gizliligi, bulutta islenen bilgilerin
biitiinliigii, bilginin orijinalligi, kullanict dogrulama, kullanicinin anonimligi gibi. Ve Orgii
Grubuna dayali sifreleme temel kripto sistemleri i¢in Grnegin, anahtar degisim protokoli,
sifreleme, kimlik dogrulama sistemi, elektronik imza sistemi gibi bilisim dinyasmnin

giiniimiizde gelisen popiiler konularina temel olmustur.

Bunun diginda, hayatimizin pek ¢ok aninda orgiilerle karsilasiyoruz. Acaba ne kadar

farkinday1z? Bu durumlari agagida verilen sekil 1.1°deki gorseller gibi ¢esitlendirebiliriz.

(a) (b) (© (d)




(e) (f) (g)

Sekil 1.1. (a) Canta orgiisii (Anonim 2019) (b) Sa¢ 6rgii ( Melanie 2016) (c) Metal boruda 6rgii
(Anonim 2013) (d) Dekoratif ip 6rgii ( Anonim 2019) (e) Dekoratif fayanslar (Anonim
2019) () Orgii boru ve hortum ( Anonim 2019) (g) Renkli kurdeleler ( Richeson 2009)

Matematikgiler, matematigin giizelligini yansitan her seyden biiyiilenmislerdir.
Sonsuz fraktallar, ¢esitli desenler, cisimlerin geometrisi, uzaydaki matematik ve tabiki de
orgiiler seklinde bu 6rnekleri ¢esitlendirebiliriz. Matematikten etkilenen sadece matematikgiler

degildir, ondan ilham alan bir¢ok sanat¢ida mevcuttur.

Sanat ve Matematik arasindaki baglantiy1 gostermek icin her y1l diizenlenen Bridges
Konferanslar1 dnemli bir olusuma hizmet etmektedir. Konferansta Matematikten ilham alinarak
yapilan ¢alismalarina dair genis yelpazeden drnekler de yer almaktadir. Orgii 6rme esitlikleri
baslig: altinda asagidaki gorselde tasvir edilen atkida, bir istatiksel mekanik esitligi olan Yang-
Baxter esitliginden ilham alinmistir. Bu esitlik, cebirsel orgii esitliginden bir gesitleme yada
diigiim teorisindeki 3’lincii Reidemeister hareketi olarak tanimlanmistir. Mavi, yesil ve altin
renklerine sirasiyla 1, 2, 3 rakamlarini vererek, Yang-Baxter esitligi bu ¢alismada bahsettigimiz
orgli grubunun {liretegleri ile tiretilen ©,0,0, = 0,0,0, esitligi ile alakalidir. Bu esitlikten
iplerin birbiri {lizerinden dolanmasi tasvir edilmektedir. Bu dolanmalar farkli bicimlerde
goriilmelerine ragmen izotopi denkligi altinda ayni Orgiliye karsilik gelir. Esitligin iki yani,
atkiin iki ucunda sergilenirken, esitlik isareti ise atkinin orta boliimiinde yer aliyor. Esitligi
dogru okumak i¢in, kumasin iki ylizlii olmasi gereklidir. Sanatgi, iki yiizlii kumasi ve ipliklerin
birbirleriyle es zamanli olarak dolagimini iiretebilmek icin ¢ift drgiiyii ve boru seklinde orgiiyii
karigik halde kullanmigtir. Bu yontem sonucunda, renkli ipler atkinin kahverengi gévdesi
tizerinde Oriilerek matematiksel bir sanat eseri ortaya ¢cikmistir. Matematiksel esitliklerle sanat
adli yazisinda Sonmez (2017) kis gelince, sokaklar bu tarz bir atkiyr boynuna dolayan
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matematikgilerle dolabilir, seklinde sekil 1.2 ‘de orgiilerin popiiler bilimde yeri oldugundan

bahsetmektedir.

Sekil 1.2. Atki 6rgii modeli (Sonmez 2017)

Fakat bu tez, 6rgiinlin cebirsel yapist ve temelleri lizerinde sekillenmistir. Artin 6rgii

grubu da asagida tanimlanacagi iizere bazi kurallar etrafinda sekillenen bir gruptur.

Artin 6rgii grubu By, n > 2, 04,05, ...,0,_1 Uretecleri ile tiretilen ve asagidaki (1.1)

ve (1.2) iliskileri ile verilmis bir gruptur.

e 0i0; = 0j0;, |i—j| = 2 (1.1)
® 0i;10i0i;1 = 0i0j4+10j, 1 <i<n-—2 (1.2)

Orgii gruplar, Topoloji ve Geometrinin bir ¢ok konusunda ve problemlerinde
karsimiza cikar. Ornegin, Ping Zhang’in 6grencisi Dervise Isiman, polinomsal kaplama
yiizeylerinin 6rgii gruplari ile iliskisini tezinde incelemistir. Istman’in  (Ocak 1999) tezinde
Orgii Gruplar1 hakkinda kisa bir bilgi appendix 1°de veriliyor.

n = 2 i¢in B, = Z olur ve enteresan degildir. Bununla birlikte n = 3 i¢in B3 orgii
grubu o, ve o, lretegleri ve 0,0,0; = 0,0,0, iligkisi ile {iretilen bir degismesiz, sonsuz
elemanli bir gruptur ve olduk¢a karmagiktir. Ayni sekilde n > 3 i¢in, 6rgii gruplar1 degismesiz,

sonsuz gruplardir.

B, orgli grubunun k-boyutlu bir kompleks temsili bu gruptan GL,(C) grubuna, yani

k x k tersi alinabilir kompleks matrisler grubuna olan bir grup homomorfizmasidir.

Iki temsil sabit bir P matrisi ile eslenik ise bu iki temsilin birbirine izomorf oldugu
sOylenir. Bir temsil, daha disiik boyutlu iki temsilin direkt toplamina izomorf ise bu temsile
indirgenebilir, aksi durumda indirgenemez denir. Tanim geregi tiim 1-boyutlu temsiller

indirgenemezdir.



Orgii grubunun daha yiiksek boyutlu indirgenemez bir temsiline érnek olarak Burau

temsili verilmektedir (Formanek 1994 ve Long 2015). B,, grubunun Burau temsili
(n — 1) boyutlu indirgenemez bir kompleks temsildir.

B; orgii grubunun > 5-boyutlu indirgenemez kompleks temsillerinin  bir
siiflandirilmasi Tuba ve Henzl (2001) yapmis olduklar1 ¢alismasinda yer verilmektedir. Bu
tezde B grubunun indirgenemez kompleks temsillerinin siniflandirilmas: 2-boyutlu temsiller
icin yapildi ve ayrica B 6rgii grubunun Burau temsili daha yakindan incelendi. Ayrica Burau

temsilinin karesinin 3+1 boyutlu bir par¢alanmaya sahip oldugu gosterildi.

Orgii gruplarmin diisiik boyutlu temsilleri Formenek (1994)’in ¢alismasinda ele

alimmistir ve siiflandirma yapilmistir. Bu makale de Burau temsiline dayanmaktadir.

Fakat bu tezde Jordan formlari g6z oniine alinarak, Burau temsilinden daha fazla sayida temsil

oldugu gosterilmistir.

Burau temsilinin karesine ve diger kuvvetlerine bakmak ise orgii gruplarinin temsil
halkalarinin incelenmesinde 6nemli bir bakis agist olacaktir. Bu tezin devami niteligindeki
caligmalarda da bu yondeki aragtirmalar ve hesaplamalar devam edecektir. Ve yeni temsiller

iiretilmeye ¢aligilacaktir.



2. GEOMETRIK ORGULER

Geometrik orgiiniin tanim1 Weinberger (2015) tezinde asagidaki gibi vermistir.

Tamm 2.1. 1=[0,1] birim arali1 olmak iizere, asagidaki sartlar1 saglayan b € R? x I kiimesine

n- ipli 6rgii denir:

) b € R? X I ip denilen, topolojik olarak I=[0,1] birim araliga homeomorf n tane ayrik
iplerin kiimesinden olusur, ve R? X I - I projeksiyonu altinda bu ipler birim araliga

homeomorfdur.
ii) b n (R? x {0}) = {(1,0),(2,0), ..., (n,0)} x {0}
b n (R? x {1}) = {(1,0), (2,0, ..., (n,0)} x {1}

Birinci sart bize her iplik¢igin z = t, 0< t < 1 diizlemini sadece bir noktada kestigini
soyliiyor. ip z =1 diizleminden, z = 0 diizlemine iniyor. Yukaridaki bir noktay: asagidaki
bir noktaya birlestiriyor. Bu ipler ayrik oldugu yani kesigsmedikleri i¢in ayni noktadan
baslamazlar, ayni sekilde ayn1 noktaya inemezler. Ikinci sart ise bize yukaridaki noktalar ile

asagidaki noktalariin yerini veriyor. Bu noktalar sabittir.

Yukaridaki noktalar {(1,0,1), (2,0,1), (3,0,1), ..., (n, 0,1)} noktalari,
Asagidaki noktalar {(1,0,0),(2,0,0),(3,0,0), ..., (n,0,0)} noktalaridir.

Asagidaki resimlerde orgili 6rnekleri verilmistir. B, 6rgii grubu ve B orgii grubu igin gorsel

iki 6rnek sunulmustur (Sekil 2.1).

(@) (b)
2z —1 2 a3 & T
C A
1 2.t TN
ostel v )]
2=t / \/ //I
% // ‘;_,/ <.

(j ' : -l I
Sekil 2.1: (a) B,, ve (b) Bs orgii gruplari igin 6rgii 6rnekleri (15-03-LebedevFV 2015)

Asagidaki ifadede iki 6rgiliniin denk olmasi tanimlanmaistir.



Tanim 2.2.
a, b iki 6rgii olsun, a,b < R? x 1.
F(a) = b sartin1 saglayan bir F: R? X I —» R? x I homeomorfizmas1 varsa,
ave b’ ye homeomorf denk orgiiler denir ve a~y,b ile gdsterilir.
Orgiiler arasindaki diger bir denklikte izotopi denkligidir. Bu denklik Artin

teoreminin ispatinda 6nemli bir rol oynamaktadir. Asagidaki tanimda izotopik denk 6rgiilerden

bahsedilmistir.

Tanim 2.3.

a ve b iki orgii olsun. Eger asagidaki sartlar1 saglayan bir F:a X 1- R? X |
fonksiyonu varsa a ve b’ye izotopik ve ya izotopi denk orgiiler denir:

i) F stirekli fonksiyondur .

ii) Vs € ligin Fs:a » R? X I, x — F(x,s) fonksiyonu i¢ine fonksiyondur, ve goriintiisii yine

bir orglidiir.
iii) F(a,0) = a, F(a, 1) =b.
Bu denklik homeomorfizma denkligi ile aynidir. Yani
a~p,b & a~j,b.
(Weinberger 2015).
Asagida iki n- telli 6rgiiniin ¢arpilmasi islemi tanimlaniyor.
Tanim 2.4.
a,b © R? x 1 iki 6rgii olsun. Bu iki rgiiniin ¢arpilmasi islemi a * b ile asagidaki gibi

tanimlidir (2.1).

xy,t) cRZxI|(xy,2t)€Ea 0<t< 2 ise
axb= 2 (2.1)

(xy2t—1)€b, -<t<1 ise



n- telli geometrik orgiilerin kiimesi {3, ile gosterilsin. Burada orgiiler arasindaki ikili iliski

tamimlanmustir. (n- telli geometrik orgiilerin kiimesi) 3,, kiimesinin izotopi denklik iliskisi

altindaki denklik siniflar1 kiimesi B,, ile gosterilsin. Yani B, = B“/ ~ seklinde yazilir.

Daha sonra B, orgii grubu {iizerinde ¢arpma islemini tanimlandiginda, bu c¢arpma islemi

asagidaki gibidir.

a=[a]€eB,ve B=[b] €B, ise a.p=[axb]

Onerme 2.1. B,,, a. 3 = [a * b] ¢arpma islemi altinda bir gruptur.
Ispat:

Birim elemani: 15 = [e] € B,, dir (Sekil 2.2).

e={(,0,)| i=12,..,n, 0<t<1}

Lk f"/~€=i-Lj
P

/ l [ <=0

4 [0}

Sekil 2.2. Birim elemanin gosterimi

Ters elemant:
a € B, icin a~! € B, elemany,
a ! ={(x,y,t) | (x,y,1 —t) € a} seklinde tanimlansin.

1 ~ e olacagi i¢in aa™!=15p.

[a] = a ise [a1] = ™! seklindedir. a x a~
Birlesme 6zelligi:

a = [a], B = [b], y = [c] olsun. Buradan,
(a.p)y=[@*b)xc]=[ax(b*xO)] =a(f.y).m

Tanim 2.5.

Onerme 2.1°de grup oldugu ispatlanan B, érgii grubuna, n-telli érgii grubu denir.



2.1.B,, Orgii Grubunun Temel Uretecleri
Asagidaki sartlar1 saglayan bir orgliyii e; ile gosterecegiz.

1) (i+ 1,0,1) noktasini (i, 0,0) noktasina; (i,0,1) noktasini

(i+ 1,0,0) noktasina birlestirecektir.

2) Diger noktalar icin (j,0,1) noktasini (j, 0,0) noktasina diimdiiz bir sekilde
birlestirecektir.

j#i, i+1
3) (i+ 1,0,1)’dan baslayan tel, (i,0,1)’dan baslayan telin iistiinden bir kez gegecek.
Gorsel olarak sayfa disinda olan tel ve bu iki tel baska tellerin {izerinden veya altindan

gecmeyecek.

Tamm 2.1.1.
Izotopi denkligi altinda, o; = [e;] , 1 <i<n— 1 olsun. o; elemanlarma B, 6rgii grubunun

temel {iretegleri denir.

Teorem 2.1.1.

B, orgii grubu o;, 1 <i <n — 1 elemanlari tarafindan iiretilir.

Ispat:

to <t<t;, 0 <ty t; <1 belirtilen sekilde olmak iizere seviye seviye verilen
orgii parcalandiginda, her seviyedeki resim, bir e; orgiisii veya e; * ters orgiisii icerir.
(1<i<n-1).

Dolayisiyla verilen 6rgiiniin e; ler’in terslerinin * islemi altinda bilesimi oldugu goriilebilir. Bu
sebeple B, 6rgii grubunun her elemani o; iireteglerinin veya terslerinin garpimidir.
Yani a € B, ise

a = 0;,)1.0,)2. ... 03 Jk seklinde yazilir.

Burada iy, i,,...ix € {1,2,...,n — 1},

j1,j2 - jk € Z—{0}, KEZ".m



Ornek 2.1.1

Sekil 2.1.1. 07 10,0; elemanmin gsterimi

ornek 2.1.2.

Sekil 2.1.2. 03'053'0,0, elemaninin gdsterimi
Asagidaki teorem 2.1.2°de verilen B, orgii grubunun ireteglerinin sagladigr iliskiler Chiodo
(2005) tezinde belirtilmistir.

Teorem 2.1.2.
B, orgili grubun o; tiretegleri asagidaki (2.1.1), (2.1.2) iliskileri saglar:
1) 0j. 0; = 0j. Oj, |l - ]l >1 (211)
2) 0;.0i41.0f{ = 0j41.0i.0j4+1, 1 <i<n-—2. (2.1.2)
Ispat:



i—j|>1isei+1+#jve j+1=+idirYanii j, i+1, j+1 her nokta birbirinden
farklidir. Asagidaki sekillerle izah edilecek olursa , j > i olur.

i i+l L i i+l L

0;0j 0;0j
Sekil 2.1.3. Izotopi denk orgiiler Sekil 2.1.4. izotopi denk 6rgiiler (Chiodo 2005)

Sekil 2.1.3.’deki 1. Kesisimi asagi itilir, 2. Kesisim yukari ¢ekildiginde sekil 2.1.4.” elde edilir.
Sekille tasvir edilen bu orgiiler izotopi denktir.
Boylece,

0j.0; = 0j. 0j esitlikleri saglanir.

2. Esitliklerin ispati:

2 2
Sekil 2.1.5. Sekil 2.1.6.
0i0j+10;j elemaninin gdsterimi 0i+10i0i4+1 elemaninin gosterimi (Chiodo 2005)

0i0i+10i = 0i+10i0j+1 -
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Sekil 2.1.5.te i+1’den i+1’e inen tel diger iki tel arasindan saga dogru cekilirse sekil 2.1.6.
elde edilir, dolayisiyla bu gorseldeki geometrik drgiiler izotopi denktir. O halde,

0i0i+10j = 0j+10i0j+1 - W

Yukaridaki teoremlerde B, orgii grubunun ftretecleri tespit edildi ve bazi iliskileri
yazildi. Fakat bu iliskilerin minimal oldugu, yani bu grubu tanimlayan iliskiler oldugu konusu
suana kadar ki arastirma, ¢alismamiz igin yeterli degildir. Baska iliskilerinde var olacagi
diisiincesi ile gézlem ve incelemelere devam edilmistir.

1920’lerde Emil Artin bu grupta baska iliskilerin olmadigini1 ve bu 6rgii grubunun bu
iiretecler ve iliskiler ile tanimlandigini kanitlamistir. Bu teorem Artin Orgii Teoremi olarak
bilinmektedir. Japon matematik¢i Morita (1992) makalesinde Artin Orgii teoremini, Artin’den
farkli ve daha kisa bir sekilde ispatlamustir. Bir sonraki boliimde tiime varim yontemi kullanilan

bu ispat1 asagida vermeye calisacagiz.
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3. ARTIN ORGU TEOREMIi

Morita (1992) Artin Orgii teoremini asagidaki gibi ispatlamaktadir.
Teorem 3.1. (Artin Orgii Teoremi)

B, 6rgii grubu {04, 05, ..., 0p_4} liretegleri ile ve o;0; = ojo;, |[i —j[ > 1
0i0i+10i = 0j4+10i0i+1, 1<i<n-—2

Miskileri ile tamimlidir.

Ispat:

B,, 6rgii grubundan S,, simetrik grubuna, bir sonraki konuda gosterilecegi gibi

dogal bir m,: B, = S, projeksiyon homomorfizmasi vardir. S,_; simetrik grubu S, grubunun

alt grubudur. Benzer sekilde B,,_; 6rgii grubu da B,, 6rgii grubunun alt grubudur. Simdi,

BY = n;1(S,_1) kabul edilsin. B kiimesi B,, érgii grubunun bir alt grubudur ve B,_; grubu
da B2 grubunun bir alt grubudur. Yani, B,_; < B < B,,. Ayrica B alt grubunun B, o6rgii

grubundaki indeksi n’ye esittir, ¢iinkii S,,_;’in S, simetrik grubu i¢indeki indeksi n’dir.
Simdi, soyut bir G, grubu tanimlansin.

]

XiXj = XjX;, [1—j]>1 >
XiXit1Xi = Xi+1XiXj+1, 1=1,2,...,n—2

G:= <x1,x2, vy X1

Daha sonrada bu grubun i¢inde bazi elemanlar tanimlanacaktir.
Ti = Xpiq e Xig1 XEXip1 o X1, 1<i<n-2

— 2
Th-1 = Xp-1-

Kabul edelim ki, G < G, alt grubu, x;,X5, ...,X,_ V€ Ty, Ty, ..., Ty_1 elemanlar tarafindan

uretilen G, ’1in alt grubu olsun.

Gp-1 < G, alt grubunu da sadece x4, X5, ..., X,_» tarafindan iiretilen alt grup olarak

tanimlayalim. Bu durumda G,_; < G < Gy, olur. Simdi G, ’den B, érgii grubuna,

bn: Gy = By, d(x) =03, 1 <i<n—1 seklinde tanimli dogal bir homomorfizma
vardir. Benzer sekilde ¢,,_1: G,_; = B,_1 homomorfizmasi da vardir. Simdi ispat tiime varim

yontemi ile yapilacaktir.

n = 2 i¢in izomorfizmadir. Ciinkii B, = Z = G,.

12



&p-1’in izomorfizma oldugunu kabul edelim ve ¢,’in izomorfizma oldugunu

gosterelim.

B2 grubundan B,_; grubuna n-inci ipi silerek dogal bir homomorfizma

tanimlayabiliriz:
0: B2 - B,_;, 6 = n —inci ipi silinmis o.

Bu durumda Cek(0) ¢ekirdek alt grubu 13, T5, ..., T,,_; elemanlar tarafindan iiretilen
Ozgur gruptur.
Cek(0) = F(t}, 15, ..., Th_q) = Fp_q.
1

I = -1 2 : ’ — ~2
Ti - Tn—l "'Ti+10-i 0_i+1 ...Gn_l, 1 S 1 S n-— 2 ve Tn—l - Gn—l-

0 homomorfizmas: érten oldugu igin B3=B,_; X Cek(8) olur. Ama G3’m benzer

sekilde oldugu yani,

GY = Gp_q X Fy_1(T4, Ty, ..., Ty—1) 0ldugunu biliyoruz. Ayrica ¢, homomorfizmasi
altinda x;’ler o;’ye gittigine gore T;’ler de t; ye gider. Dolayisiyla, ¢, homomorfizmasi altinda

BY ve GY alt gruplari izomorfiktir.
Simdi,
p = X1X5 ...Xp_1 € G, seklinde bir eleman tanimlayalim.
X=GlUGlpUGlp?U..UGIp 1t
X = G, oldugunu gésterecegiz. Oncelikle, G, = (GY, p) oldugunu gériiyoruz. Ciinkii,

Op_1 = Opt,0515...071p ve o,_1 € (GY,p) olur. X’in alt grup oldugu gosterilirse X = G,

oldugu ispatlanmis olur. Asagidaki iligkiler X’in alt grup oldugunu kanitlar:
pX; = Xj41p, (1 <i<n-2)
PXn—2 = Xplz . Xz X7 P
P*Xn-2 = XXz . Xp—2Tn—_1P
PTi = X1Xp - Xj_1 XPX[ g - X5 2X] 1p, (1<i<n-2)
PTh-1 = TP
P" = (X4Xz . Xp—2)" o1 Tz - T2 Ty

13



O halde,
X = G,’dir. Ve [G,: G8] = n olur. Ciinkii p® € G2 ve p’nun n-tane
koseti vardir. Ama benzer sekilde B2 grubunun da B,, icinde n-tane koseti vardir.

[Bn:Bnl = n. Gy—q =4, _, Bn_1 oldugu tiime varimdan dolay: kabul edilmis idi.

F(Tq, T2 ) Tao1) =g, F(TL, T3, 0, Tnog)
oldugu igin, Gy =, B} olur. Dolayisiyla [G,: Gp] = [By: Bp] ve bdylece Gy, =4_ By, olur.m
Simdi B,, 6rgii grubunun alternatif bir sunumunu verelim.

Bunun i¢in B,, orgii grubu ile ilgili ¢aligmalarda sik¢a kullandigimiz asagidaki 6zel elemani

tanimlayalim.
Tamm 3.1.

o = 0403 ...Op_1.
Teorem 3.2.

B, orgii grubu o, ve a ile tretilir. (Yani iki tiretegli bir gruptur.)
Ispat:
n=1,n=2 ig¢in ispatlanacak hicbir sey yoktur, bu sebeple n > 3 icin incelenmistir.

i-1 1-i

oj =o' oo ,Vi=1,..,n— 1 esitligini timevarimla ispatlayacagiz.

Bunun i¢in,

k—i

(k=1,..,i), ool = ai Ko a esitliklerinin dogru oldugu tiime varim ydntemi ile

ispatlanacaktir.

k = 1, igin bu iligki totolojidir. Bu iliskinin k — 1 iginde gegerli oldugunu varsayalim. Daha

sonra, ol o ol = al Ko ak~! oldugunu gostermek icin, grup iliskilerinden yararlanarak,

-1 _ -1
AOK_1 U = 0103 ... Ox—20K_10KOKk+1 --- Op—1Q

— -1
= 0103 ... Ogx_20K0OKk—_10kOKk+1 --- Op—1 Q&

— -1
= OkO1 ... Ox—20Kk-10KkOk+1 - Op—1Q&

= qaa” ! = oy
oldugu goriiliir . O halde, k i¢inde

i-1 1-i k—1-i

alo,al = ai~k Vg, a

i-k

= o' Kaoy_;a ok

= a ko ok
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olur.
Simdi k =i ‘yi yerine koyarsak, o' o 0l = 0; i>2 esitligi elde edilir. Sonug olarak

ave o, diger o;’leri iireteceginden, B, 6rgii grubunu iiretmek i¢in o ve o, yeterlidir.m

Weinberger (2005) yapmis oldugu calismasinda asagidaki Q Orgiisiinii tanimlamistir. Bu

eleman B; 6rgili grubunda 6nemlidir.

Tamm 3.2. Q = 0,

Sonug¢ 3.2. B; = (o, Q| Q2 = o)

Ispat:

Q) = 0,a elemaninda, « = 0,0, elemanin1 yerine koyarsak,
QO = 0,0,0, = 62,0, elde edilir. ’nin karesi alinirsa,

0% = 6%,06,0%,0, = 6,06,0,0,0,0, elde edilir.

0,0,0, = 0,040, iliskisi nedeniyle,

0% = 06,0,0,0,0,0, = aaa = a>olur.m

3.1. Simetrik Grup ve Saf Orgii Grubu

A={1,2,...,n} kiimesinin tim permiitasyonlar kiimesi, permiitasyon ¢arpmasi altinda
bir gruptur ve S, simetrik grubu olarak adlandirilir. S, simetrik grubu n! tane elemandan
olusur. En basit elemanlarina ikili denir.

Asagida tanimladigimiz 6zel ikililer bu grubun tiretecleri olacaktir.

Tanim 3.1.1.

Gi+1D=s;, 1<i<n.
Asagidaki teorem Weinberger (2015)’in makalesinde verilmistir.
Teorem 3.1.1.

S, simetrik grubu {s;, s, ..., Sp_1} elemanlar tarafindan asagidaki iligkiler ile tretilir:

° SiSj = SjS; li—j|>1 (3.1.1)
° SiSi+1Si = Si+1SiSi+1 1 <i<n-1 (3.1.2)
. si2=1 1<i<n-1 (3.1.3)

(3.1.1) ve (3.1.2) iligkileri’nin 6rgli grubunun iliskileri gibi oldugu goriiliir.
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S, de farkli olarak s;? = 1 iliskileri vardir. Bu iliskiler S,, simetrik grubunu sonlu grup haline
getirmektedir. Ote yandan B, orgii gruplari sonsuzdur (n > 2). S, simetrik grubu B,, orgii

grubunun bir projeksiyonudur.

Teorem 3.1.2.

mB,—-»S, ,m(o))=s; ,i=1,..,n—1
seklinde taniml1 fonksiyon grup homomorfizmasidir.
Tanim 3.1.2.
Yukaridaki T homomorfizmasinin ¢ekirdegine n- telli saf 6rgii grubu denir. P, ile gosterilir.
Py = ¢ek(m) = {B € By|n(B) = 1}
P, < B,

B,/P, =S,
[Bn: Pn] = [Sn] = n!

Saf orgili grubun iiretecleri ve iliskileri agagidaki Teorem 3.2.1.’de verilmistir.

3.2. Saf Orgii Grubu i¢in Artin Teoremi
Asagidaki teorem Jackson (2004)’de verilmistir.

Teorem 3.2.1. (Saf Orgii Grubu icin Artin Teoremi)
Saf orgli grubu P, asagidaki tiretecler ve iliskiler ile tiretilir.
Uretegleri sunlardar:

Ajj = 0j_10j_2 ... 01410%i0 Y41 .0~ 5071

Miskileri asagidaki gibi belirtilmistir:

1<i<j<n,
Aij s < i, ] <r
AL AGA, i<j=r<s
ArsAijA_lrs = —1lS l]1 y ; ;
A l]A irAiinrAij 1I<r< ]J]=S

kA_lisA_lirAisAirAijA_lirA_1isAirAis I<r<j<s
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4. ORGU GRUPLARI ve BAZI TEMSILLERI

Bu boliimde 6rgii gruplarinin karmasik sayilar tizerindeki temsillerine bakacagiz. Bu
orgli gruplarmin elemanlarini matrislerle yazmak istiyoruz. Ayrica Bz ve B, gruplarinin
temsillerini siniflandirmaya ve 6rnekler vermeye calisacagiz. Ozel olarak bu 6rgii gruplarinim

Burau temsilleri ile ilgilenecegiz.

4.1. Burau Temsili

Burau temsilini Weinberger (2015)’in tezinde oldugu gibi tanimliyoruz.
Tamm 4.1. (indirgenmemis Burau Temsili)
Indirgenmemis Burau temsili f":B, - GL,(C) n > 2 igin,

B (o)) =1, ® [1 I z (Z)] ®l,_i-1, 1 <i<n-—1,seklinde tanimlanir. Burada,

z € C* = C\ {0} sifirdan farkli bir kompleks sayidir.

Bu ifade acik olarak yazilacak olursa:

., O 0 0
A 10 1-2z yA 0
Flov=1o 1 0 0
0 0 0 Ih-izq

Simdi, [ P [ﬂ - [ﬂ oldugu igin,
C™ nin Span{e, + e, + :*- + e, } alt uzay indirgenmemis Burau temsili’nin degismez
alt uzayidir. Dolayisiyla, B"indirgenebilir bir temsildir.
Teorem 4.1.
B" indirgenebilir bir temsildir ve * = B1 seklinde yazilabilir. Buradan

B: B, = GL,_;(C) seklinde (n — 1) boyutlu indirgenemez bir temsildir. 8 temsili asagidaki

matris formunda tanimlanir.

pen) = (77 ) @hs
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1 z =0
B(oi) = I;_,® (0 —z o) ®I1,_;_,, burada
0 1 1

2 <1< n-— 2. Veson yaratan i¢in,

Bon-D) =l ® (7).

—z
Ispat:

1 1

—
S O
U=y

1
1 A B(o;) O
0 1 1|, nxn’lik matris seklinde alirsak, C™'B"(o;)C =< ! )

: : *§ 1
\0 o o0 - 1/

seklinde olur. Dolayisiyla,

B" = B @ 1 dir. Burada *; n — 1 uzunlugunda bir yatay vektordiir ve,
*x;=(0,--+,0,0) eger i=1,---,n—2ve

*x;=(0,---,0,1) eger i = n — 1. Dolayisiyla,

B, C"/span{e; + -+ ey} = C" ! uzay1 iizerinde (n — 1) boyutlu bir temsildir. Baska bir
yu

degismez alt uzay1 olmadigi i¢in indirgenemezdir. m.

Tanim 4.2.

Yukaridaki B: B, = GL,_;(C), temsiline B,, 6rgii grubunun indirgenmis Burau temsili denir.
Ornek 4.1.

B3 Orgii grubunun indirgenmis Burau temsili

onn=(7 9

1

o, > B= ( 0 _z) seklindedir.

Bir dnceki 6rnekte B3 6rgili grubunun indirgenmis Burau temsilini vermistik, benzer sekilde B,

ve Bg orgii gruplarinin indirgenmis Burau temsillerini agsagidaki gibi yazabiliriz.
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Ornek 4.2.

B, orgii grubunun indirgenmis Burau temsili

—z 0 O 1 z 0 1 0 0
oo~ 1 1 0f|o,—-|0 —z 0],03—]0 1 v/

0 0 1 0 1 1 0 0 -z

Ornek 4.3.

Bs Orgii grubunun indirgenmis Burau temsili

2 0 0 0 1 2z 0 0
11 0 0 0 =z 0 0
°%t710 0o 1 ol°27lo 1 1 1|
0 0 0 1 0 0 0 1
10 0 0 100 0
01 z 0 010 0
%710 0 —z ol° "o 0 1 2
00 1 1 00 0 —z

B:B, = GL,_;1(C), n > 3, indirgenmis Burau temsilinin faithful (yani 1-1) homomorfizma

olup olmadig1 ¢cokca incelenmis bir problemdir.
n = 3 i¢in bu temsil 1-1 dir.
n > 5 icin bu temsil 1-1 degildir.

n =4 i¢in bu problem hala agik olan popiiler ve zor bir problemdir. Yani B,’lin Burau
temsilinin 1-1 olup olmadigini bilmiyoruz. Fermat’m son teoreminin ispatlandigi goz oniine

alinirsa bu agik problemin bu teorem kadar zor bir problem oldugu ortadadir.
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4.2. B3 Grubu ve 2-Boyutlu Temsilleri
Bu boliimde de Bj 6rgii grubun temsillerine bakacagiz.
Onerme 4.2.1.

B orgii grubunun Burau temsili,

1 —Z
-7 0 14z 1+z - .
0, > A = ( 0 1), o,->B = [, 72 | temsiline denktir.
T 14z 14z
Ispat:

Once A matrisini kdsegenlestirelim.

|AI — A| =0 denkleminden A’nin 6zdegerleri A, = —z ve A, = 1 olarak bulunur. A; = —z

0zdegerine ait 6z vektor,

v, = [_ 11_ Z] ve A, = 1 6zdegerine ait 6z vektor v, = [(1)] dir. Dolayisiyla

=7

olur.
Boylece,

P-1AP = [_é (1’]

Seklinde kosegenlestirilir. Bu durumda
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[ 1 Z ]
_ 1+z 1+z
1pD —
P BP_| 1+z+7z2 72
l 1+z 1+z
olur.

Yani P~1B;P temsili 5Snermede verilen temsildir ve Burau temsiline denktir.m
Simdi genel olarak B5 orgii grubunun 2-boyutlu tiim temsillerini tespit etmeye ¢alisacagiz.
Onerme 4.2.2.

B orgii grubunun 2-boyutlu temsilleri,

®:B; > GL,(C) = {[‘2 3] | ad — b # 0}

s _)[a b] 5 _)[e f]
1 c d » Y2 g h
a,b,c,d,ef,gheC.

Bu grup asagidaki (4.2.1), (4.2.2), (4.2.3), (4.2.4) esitlikleri ile tanimlidir:

1 a’e + fca + abg + bhc = e?a + fec + ebg + fgd (4.2.1)
2 eab + afd + b%g + hdg = eaf + f2c + ebh + fhd (4.2.2)
3. cea + fc? + dge + dhc = gae + hec + g?b + ghd (4.2.3)
4 ecb + cfd + dbg + d*h = gaf + fhc + gbh + hd (4.2.4)

B, orgii grubun tek iliskisi, 00,0, = 0,0,0, den istenen esitlikler elde edilir.m

Simdi B, 6rgli grubunun 1- boyutlu temsillerini siniflandiralim. 6,0,0,; = 6,0,0,
iliskisi nedeniyle, eger &: 0, = z4, 0, = 75, Z; € C, z, € C, B3 6rgii grubunun 1-boyutlu bir
temsili ise z,z,z; = z,7z,z, olur. Buradan z, = z, elde ederiz. O halde &0, - 2z, 0, > z
seklinde olmalidir, z € C,z # 0. Bu sekildeki 1-boyutlu temsillere £(z) ismini verecegiz. B;
orgli grubunun biitiin 1-boyutlu temsilleri bu sekildedir. Bu durum B,6rgii gruplart (n > 4)
icin de gegerlidir. Yani B,, orgili gruplarinin, n > 3, biitiin 1-boyutlu temsilleri bu sekildedir.
Simdi, B; oOrgli grubunun 2-boyutlu indirgenemez temsillerini saptamak istiyoruz. Elde

ettigimiz genel sonug¢ asagidaki teoremde verilmistir.
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Teorem 4.2.1.
B; orgii grubunun tiim indirgenemez 2-boyutlu temsilleri (t) ® p seklindedir, t € C*ve p,

2-boyutlu temsili asagidaki durumlardan birindeki gibidir:

! f

— _— 2
) oo (1’],02—> S ,fgz%;l),zio,—lvezz+z+1¢0
& T
- 1 2 e z(e—1*1 re
i) 02—>[0 1], 62—>I_l 2_e [0]—[_%],Z¢0
Z

Ispat:

Simdi Bj orgli grubunun 2-boyutlu bir temsilini dikkate alalim ve bu temsil 6, = A, 0, — B,
A, B € GL,(C) seklinde olsun. 2-boyutlu temsillerin izomorfizma siniflari ile ilgilendigimiz igin
A matrisini  kosegenlestirilebilir kabul edebiliriz, eger kosegenlestirilebilirse. Eger
kosegenlestirilemez ise A matrisi Jordon formuna donistiirtiliir. Onuda ayr1 bir 2. durum olarak

inceleyecegiz. O halde 2 durum vardir.
I. A matrisi kdsegenlestirilebilsin. Eger A; ve A, A matrisinin 6zdegerleri ise bu temsilin
£(A71), 1-boyutlu temsili ile tensériinii alirsak ortaya ¢ikan matrisin 6zdegerlerinden biri 1 olur.

O halde, 6zdegerlerinden birini 1 kabul edebiliriz ve A matrisini, A = [_OZ (1)] 7 # 0, seklinde

kabul edebiliriz. Ve B matrisinide B = [2 }fl] seklinde kabul edelim. A matrisinde 6zdegerin

degerini —z secebiliriz. Amacimiz Burau temsili ile baglant1 kurmaktir. Simdi,

010,01 = 0,010,
iliskisi nedeniyle ABA = BAB esitligi saglanir. Bu esitlikten asagidaki (4.2.5), (4.2.6), (4.2.7),
(4.2.8) denklemler elde edilir:

1. ez? = —e?z+fg (4.2.5)
2. —zf = —ezf + hf (4.2.6)
3. —gz = —gze + gh (4.2.7)
4. h = —gzf + h? (4.2.8)

3 ve 2 numaral esitliklerde sadelestirme yapilirsa bu esitliklerin ayni oldugu goriiliir.

72

24z+1
2 fg= AZ+21) bl
z+1

ey . _ 1 _
Bu esitlikleri e, h ve fg ¢arpimi i¢in ¢ozersek, e = g h = o D

O halde z # —1 kabul etmeliyiz. Zaten z = —1 durumunda A = I olur ve B = I olur. Bu temsil
birim 2-boyutlu temsildir ve indirgenebilirdir. O halde z # —1 olmalidur.
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B matrisinde z2 + z + 1 ifadesini goriiyoruz. z2 + z + 1 = 0 oldugunda fg = 0 olur. O halde

f=0 veya g = 0 olmalidir. Eger f = 0 ise B = [_; (1)] olur.

Vv, = [(1)] vektorti B matrisinin A = 1 6zdegerine ait 6zvektoridir. Bu vektér A matrisinin de

A =1 0Ozdegerine ait 6zvektoriidiir. Yani bu A = 1 6zdegerine ait ortak 6zvektordiir. Bu
0zvektor de 1-boyutlu bir alt temsil yaratir. Yani bu iki boyutlu temsil indirgenebilirdir. Benzer
sekilde g = 0 oldugunda da bu temsil indirgenebilirdir. O halde, z? + z + 1 = 0 ise bu temsil
indirgenebilirdir.Diger durumlarda bu ifade sifirdan farkli ise ortak 6zvektoér bulunamayacagi
i¢in temsil indirgenemezdir. Sonug olarak , z # 0, z2 + z + 1 # 0 ise bu durumda tanimlanmus
temsil 2-boyutlu indirgenemez bir temsildir.
Il.  Simdi de A matrisinin Jordan formda oldugunu varsayalim. Yine ayni sekilde

1-boyutlu temsillerle tensoriinii diisiiniirsek, 6zdegerinin 1 oldugunu varsayabiliriz. O halde

1 z

A=[0 1

] seklinde, z # 0 kabul edebiliriz. Ve yine B = [g }fl] seklinde olsun.

0,0,0, = 0,010, iliskisinden yine ABA = BAB olur ve asagidaki (4.2.9), (4.2.10), (4.2.11),
(4.2.12) esitlikleri elde edilir.

1 e+gh=¢e?+egz+fg (4.2.9)
2 ez + f+ gz2 + hz = ef + hez + fh (4.2.10)
3. g = eg + g?zh + hg (4.2.11)
4 gz + h = fg + hgz + h? (4.2.12)

bu esitliklerden, f = z(e — 1)?, g = —i ve h = 2 — e, ¢oziimii elde edilir. Bu durumda A

matrisinin sadece bir 6zvektori oldugu i¢in bu temsil iki tane 1- boyutlu alt temsilin direkt

toplami olarak yazilamaz dolayisiyla bu temsil indirgenemezdir.m

Formanek (1994)’in makalesinde z? + z + 1 # 0 sartim genel olarak gdzlemlemistir.
Bu ifade makalede Lemma 6’da biitiin B, 6rgii gruplar i¢in gelistiriliyor. Onun kullandigi
yontem Burau temsilini sahte yansimalar ile ifade etmektir. Fakat, bu makaledeki Teorem 11
yanlig goriinliyor. Biz yukaridaki teoremde, B; Orgii grubu i¢in, Formenek (1994)’in
teoreminde belirtilenden daha fazla 2-boyutlu indirgenemez kompleks temsil oldugunu

gosterdik.
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4.3. Bz Grubunun Temsil Halkasi

S5 simetrik grubu A = {1,2,3} kiimesinin permiitasyon grubudur ve 3! = 6 eleman igerir.
S;=1{e,(12),(13),(23),(123),(132)}.

Bu grubun 3 tane eslenik sinifi vardir:

Cy={e}, C; ={(12),(13),(23)} ve

C;={(123),(132)}. Temsil teorisindeki genel bir teoremden dolayi, her eslenik sinifina
karsilik bir temsil gelir.

1. C, i¢in, 1: S; — C* agikar temsil.
2. C, i¢in, & S3 — C* isaret temsili.
3. Cs i¢in, p: S3 = GL,(C) standart temsil.

S5 simetrik grubu s; = (1 2) ve s, = (1 3) elemanlar ile tiretilebilir.

S3 =(sy,s2)/sf =1,s5 =1,

S1S2S1 = S351S3

Dolayistyla, B3 6rgii grubundan S5 simetrik grubuna dogal bir 6rten homomorfizma vardir:
m:B; = S;3

01— S

0y =S,

Bu homomorfizmanin ¢ekirdegi, P; saf 6rgii grubudur.

S5 simetrik grubunun temsilleri s; ve s, tizerindeki degerleri ile asagidaki sekilde tanimlanir.

1. lis; -1, 5,1

2. £ > —1,5,>—1
3. p:s; — [_i (1)] ,Sy = [(1) _ﬂ

Bu temsiller agagidaki iligkilere sahiptir:
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£=1
&p = p, (p’lar sadelesmez tensor ¢arpimidir.)
pP=p+E+1

Burada + sembolii @ direk toplamdir. p? =p @ p ve & =& @ p tensor ¢arpimlardir. S;
simetrik grubunun temsiller halkasi R(S3), & ve p tarafindan yukarida verilen iliskiler ile
retilir. p temsili, B; orgli grubunun B, indirgenmis Burau temsilinin z=1 degerindeki

Ozellesmesidir. Yani,

p °T = B|z=1-

S; simetrik grubunun temsil halkasindaki iliskilerin benzerlerinin B3 6rgii grubun temsil
halkasinda oldugunu géstermek istiyoruz. Bunun i¢in B3 6rgii grubunun 1-boyutlu temsillerini

&(z) ile gosterecegiz, z € C*.

&(z):B; - C*

01 > Z

0y, > Z

Ve 2-boyutlu, z-parametreli Burau temsilini B(z) ile
gosterecegiz.

B(z): B3 — GL,(C)

o= [ ]
o:=[y )

Simdi, B(z) @ B(z) tensor ¢arpimini bularak S; simetrik grubundaki iligskinin bir benzerini
elde etmeye calisalim.

Onerme 4.3.1.

B(2)? = &(=2) + u(2), z # 0,-1.

Burada, p(z), z3 # 1 ise indirgenemez 3-boyutlu bir temsildir ve asagidaki

sekilde tanimlanmustir:
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1 0 O
o0 —z 0],
0 0 z2
Z4 2 R
2 1 2 2
Z+ D2 (Z+1)2(z +z+1) (Z+1)2(Z +z+1)
5 |2 z3 z2+1 2 @4zt D)
27 @+ 2 “Z+1)? G+ T F
7?2 z 1
L (z+ 1) (z+ 1)2 (z+ 1)2
Ispat:

[k 6nce tensdr ¢arpimlarini hesaplayalim,

A=B@ ® B =[* @[

z2 0 0 0
|-z -z 0 O

-z 0 -z 0

1 1 1 1
ve

B=p@ ®p@o,=[L e[l ]

1 z z 7?2
_ |10 -z 0 —72
o o0 -z —72
o o0 O 72

A matrisi asagidaki P matrisi ile kdsegenlestirilir.

0 0 0 722+z+1
P — 0 —z—1 -1 —-z—1
0 0 1 -z—1
1 1 0 1
ve
1 0 0 0
-1 _ 0 —Z 0 0
P~ AP = 0 0 -z 0 olur.
0 0 0 z?

Benzer sekilde B matrisinin de P matrisi ile elde edilen eslenigini hesaplayalim.
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4 2

Z Z 2 2 2]
1 _— 1
@1 1? (Z+1)2(Z +z+1) 0 (Z+1)2(Z +z+1)
A 72 +1 2
2—— 7Z— 0 - 72 +z7+1
p—pr — (Z + 1)2 (Z + 1)2 Z+ 1( )
—z3 vA
_ 2 2
—— Z+1(Z +z+1) _ Z+1(Z +z+1)
z? .z 0 1
| (z+ 1)2 (z +1)? (z + 1)?

C* =Span{e,, e,,e3,e,} olsun. Yukaridaki hesaplamalardan sunu gdzlemliyoruz. Burada
Span{e;}’in, B(z) ® B(z) temsilinin -z 6zdegerli degismez bir alt uzay oldugunu goriiyoruz.
Bu nedenle B(z) @ B(z) indirgenebilirdir. Ve boylece, B(z) ® B(z) = &(—z) D u(z) tensor
carpimi seklinde ayrilabilir. §(—z) temsili 1-boyutlu alt temsildir. p(z) temsili ise 3-boyutludur

ve asagidaki sekilde verilir.

(1 0 O
op>C=|0 -z 0,
0 0 z?
z* ’ 2 2 2|
112 (Z+1)2(z +z+1) (z+1)2(z +z+1)
3 z? z2+1 "
i Crery R o) ER oo  EACHR R
72 z 1
| (z + 1)2 C(z+ 1)? (z + 1)2

Bu matrislerin 6,0,0, = 06,0,0, iliskisini sagladigini kontrol ederek p(z)’in temsili oldugunu
gosterebiliriz. D matrisinin 6zdegerlerini ve 6zvektorlerini makine ile hesapladigimizda 1, -z

ve z2’ye karsilik gelen 6zvektorlerinin, asagidaki gibi oldugunu goriiyoruz.

1
D matrisinin 1 6zdegerine karsilik gelen 6zvektoriinii [—2],
1

-—§(22+Z+1)

—z 0zdegerine karsilk gelen 6zvektoriini %(Zz +1) |
1
Ziz (z*+ 223 +3z2+2z+1)
z? 6zdegerine karsilik gelen 6zvektoriini 1 (222 + 22 + 2) , olarak hesapladik.
Z
1

Buna karsilik C matrisinin 8zvektorleri ise C3’iin standart baz1 yani, e, e,, e5 vektorleridir.
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z#1ve z?+z+1=+0 ifadeleri z3# 1 oldugu anlamma gelir ve ortak ozvektdrleri

olmadigindan C3’te 1-boyutlu alt temsili yoktur. Bu nedenle u(z) indirgenemezdir.m

Diger yandan, z = 1 i¢in indirgenebilir oldugunu gorebiliriz.

1 9 3
D matrisinin z=1 i¢in, 1 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorleri, [—2], [6] ve [0] bulunur.
1 1 1

3
Ayni zamanda, [0] vektorii C matrisinin z=1 i¢in 1 Ozdegerine karsilik gelen ortak
1

Ozvektoriidiir. Bu vektor £(1) alt temsilini yaratir. Yani, C ve D matrisleri ortak 6zvektorlere

sahip olduklarindan, u(1) indirgenebilir 3-boyutlu bir alt temsildir.

Buradaki parcalanma simetrik grubun temsil halkasinda gdzlemledigimiz p? =p + &+ 1
iliskisine karsilik gelir. z=1 oldugundan, §(1) temsili 1- boyutlu asikar temsildir.

p& = p iliskisinin benzeri bu simetrik grupta yoktur.

Burau grubunun sagladigi iliskileri gézlemledikten sonra, B; orgii grubunun temsil halkasi
hakkinda 6nemli bilgilere ulastyoruz.

Acaba B3 orgii grubunun temsil halkasi sadece 1 boyutlu §(z) temsilleri ve 2-boyutlu (z)
Z[§(z), B(z)] /
I

temsilleri ile mi yaratiliyor? Yani bu halka, I iliskiler kiimesi olmak {izere,
seklinde midir? (zeC*)

Bu iliskilerin bazilar1 asagida verilmistir.

1)&(z)? = £(z?) (4.3.1)
2.)B(@)?* = B(-2) + u(2) (43.2)
Bu sorunun cevabi hayir. Clinkii B; 6rgli grubunun boyutu 2’den biiytlik indirgenemez temsilleri
vardir. Ornegin cesitli 3-boyutlu indirgenemez temsillerine Weinberger (2015)’in makalesinde

yer verilmistir.

Ayrica, Teorem 3.4.1°de B; orgii grubu halkasinin 2-boyutlu temsillerinin Burau temsilinden
fazla oldugu gosterilmistir. Dolayisiyla B; 6rgii grubunun temsil halkasini anlamak ¢ok zor bir
problem olarak goriiniiyor. Diger yandan, B(z)ve §(z) temsilleri B; o6rgii grubunun temsil

halkasinin S3 simetrik grubu ile ilgili kismin1 olusturur.
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4.4. Orgii Gruplar1 ve Merkezi
Tanim 4.4.1.

G bir grup olsun. G’nin her elemani ile degismeli olan elemanlarin olusturdugu gruba G’nin

merkezi denir.

Z(G) = {x € G|xg = gx, Vg €G}

Onerme 4.4.1.

Herhangi bir G grubu i¢in Z(G) < G, merkez normal alt gruptur.
Onerme 4.4.2.

G abelian & G = Z(G)

Orgii grubunun merkezi asagidaki teoremle verilir.
Teorem 4.4.1.

Z(Bp) = (%) = Z,

A = 0,(0,0;,)(010,03) - (0103 *** Op_1)

A? € Z(By), {A%) = (Z(By)).

Ispat (Sadece n = 3 igin):

Z(B3) = ((0%0,)?) = (0%0,0%0,) oldugunu gdstermek i¢in A? elemanmmn o;ve o, ile

degismeli oldugunu gosterecegiz. Once o ile degismeli oldugunu gosterelim:

(6%0,0%0,)0, = 6,0,6,6,0,0,0
10207102)01 = 0101020101020

( 0,03 tile carpilir)

= 01010,010,07 610,04

= 0,01010,0,0;'0,0,0;

_ 3 -1

= 070,010, 0,0,0,

— 3

= 070,0,0,0,

= 0}0,070,

= 0,(010,0707).
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Ve bdylece A?’nin o ile degismeli oldugunu gdstermis olduk. Benzer sekilde o, ile de

degismelidir.
A?’nin o, ile degismeli oldugunu gosterelim.
(0?%,0,0%,0,)0, = 0,0,0,0,0,0,0,, (0,07 %;)i araya ekleyelim.
= 0,0,0,0,0 1,0,0,0,0,
= 0,0,0,0,01,0,0,0,0,
= 0,0,0,0,0 1,0,0,0,0,
= 0,0,0,0,0,0,0;
= 0,(0,0%,0,0%;). m

Ve bdylece A%’ nin 0, ile degismeli oldugunu gostermis olduk. Dolayisiyla A% érgiisii merkezin

icindedir. Bu elemanin merkezi yarattigi Meneses (2011)’de gosterilmistir.
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5. SONUC

Bu tezde sonsuz elemanli degismesiz gruplardan en onemlilerinden biri olan 6rgii

gruplarini tanittik.

Bu gruplar iiretecleri ve minimal iliskileri ile betimleyen Artin Orgii Teoremi’nin

modern bir ispatin1 verdik.

Calismanmiza, Orgii gruplarmin temsilleri ile devam ettik. By 6rgii grubunun iki
boyutlu, indirgenemez kompleks temsillerini siniflandiran bir teoremi ispatladik. Burau
temsilinin bu smiflandirmada, sadece 6zel bir durum oldugunu gordiik. Burau temsilinin
karesini alarak, bu temsilin temsil halkas1 i¢inde sagladigi iliskisini bulduk. Bu bize 3-boyutlu

indirgenemez yeni bir temsil verdi.

Son olarak, Orgii gruplarinin merkezini anlatan teoremi verdik ve bunu B 6rgii grubu

i¢cin kismen ispatladik.

B3 orgli gruplarinin temsillerini ¢alistigimizda bu konunun ugsuz bucaksiz bir konu

oldugunu anladik.

Calismamizin devami olarak Bs oOrgii grubunun 3-boyutlu kompleks temsilleri
caligilabilir. Burau temsilinin karesinden elde ettigimiz 3-boyutlu indirgenemez temsil, bizim

icin sonraki ¢calismamizin yoniinii belirleyen temsil olacaktir.

Burau temsilinin karesine diger B,, n > 4, gruplar i¢in bakmakta, bu konunun

genellestirilmesi i¢cin 6nemli bir fikirdir.
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