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Bu tezde oncelikle 4 boyutlu statik, silindirik simetrik uzay-zaman i¢in baz1 Einstein-
Maxwell-Brans-Dicke ¢oziimleri elde edilmistir. Sonuglart daha genel yapida degerlendirmek
amaciyla teori, N boyutlu statik, silindirik simetrik uzay-zamana uygulanarak
elektromagnetik alan stres-enerji tensoriiniin - dort boyut ve yiiksek boyutlu geometrilerde
davranig farkliligi incelenmistir. 4 boyutlu statik silindirik simetrik uzay-zaman igin azimut
acis1 yoniinde manyetik alan ¢6ziimleri ve sonrasinda radyal yonde elektrik alan i¢in ¢oziimler
incelenmistir. N boyutlu statik silindirik simetrik uzay-zaman i¢in sadece azimut agisi
yoniinde manyetik alan ¢ozliimleri elde edilmistir. Bu ¢ozlimlerin genel gorelilik limitleri de
incelenmis dort ve daha yiiksek boyutlu ¢oziimlerin genel gorelilik limitlerinin farkli oldugu
farkedilmistir.
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In this thesis, we first obtain some Einstein-Maxwell-Brans-Dicke solutions in 4-
dimensional static, cylindrical symmetric space time. Using the same theory, we get some
solutions for N dimensional static, cylindrical symmetric systems and we examine the
difference between the behaviour of electromagnetic field stress-energy tensor between the
four and higher dimensional geometries. For 4 dimensional static cylindrical symmetrical
space-time, we investigate the solutions with magnetic field in the azimuthal direction and
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1.GIRIS

Dogada, evrenin diizenini, dengesini ve devamliligim1 saglayan dort gesit temel
etkilesim kuvveti vardir. Bunlar, en kiiciik atom alti pargaciklar arasi etkilesimlerden
baslayarak, biiylik dlgeklerde galaksi ve galaksi kiimeleri arasindaki mesafeler ve Gtesine
kadar tim evrende etkili olan farkli karakterlerde, farkli olgeklerde ve farkli siddetlerde
kuvvetlerdir. Temel olarak bu kuvvetler: ¢ekirdek kuvveti, elektromanyetik kuvvet, zayif
kuvvet ve kiitlegekim kuvvetleri olarak adlandirilir. Bu kuvvetlerin birbirine gore bagil
siddetleri gekirdek kuvvetleri 1 olarak kabul edilir ise, elektromanyetik kuvvet 10, zayif
kuvvetler 10°° ve kiitlegekim kuvveti 10 olarak ifade edilebilir. Bu degerler bize kiitlegekim
kuvvetinin diger kuvvetlere gore ¢ok daha zayif oldugu sonucunu gosterir. Giiniimiizde bu
etkilesim kuvvetlerini kapsayan matematiksel bir model bulunabilmesi teorik fizigin 6nemli
aragtirma konularindan birisidir. Biiyiik birlesme teorisi adi altinda yapilan hesaplamalar,
temel kuvvetleri tek bir teori ile agiklamaya yoneliktir, bu anlamda kiitlegekim kuvvetinin
diger li¢ temel kuvvetten bu denli farkli olmasi tutarli bir teorinin olusmasini zorlastirir.
Standart model, teorik fizigin matematiksel olarak kiitlegekim Kkuvveti hari¢ diger tim
kuvvetleri igeren, temel pargaciklari ve bunlar arasi etkilesimleri basarili bir sekilde
aciklayabilen en iyi teoridir. Fakat Standart Model, kiitlecekimsel etkilesimleri gbz ardi
etmektedir. Bu durum, zaten zayif olan kiitlegekim kuvvetinin yeterince kii¢iik mesafelerde
¢ok daha zayif olacagi bdylece matematiksel olarak ihmal edilebilecegi seklinde
aciklanmaktadir. Kuantum teorisi kiiciik 6l¢eklerdeki fizigi igerirken, genel gorelilik teorisi
biiyiik 6l¢ekli evreni agiklamakta ve temel olarak cisimlerin kiitlegekim etkisini anlamaya
yoneliktir. Genel gorelilik teorisinin temeli madde ve geometri arasinda baglanti kurmasidir.
Bu noktada "geometri" ifadesi dnemlidir ¢iinkii geometriyi tanimlarken farkli bir kavram olan
"uzay-zaman geometrisi” ifadesinin tanimin1 yapmak gereklidir. Bu anlamda zaman kavrami
t'nin de bir koordinat oldugu disiiniiliip x,y,z uzaysal koordinatlar ile birlikte ifade
edilmesiyle "uzay-zaman" kavrami olusmus ve bdylece uzay-zaman geometrisini elde etmek
miimkiin olmustur. ilk olarak 1905 yilinda, Ozel gorelilik teorisi Einstein tarafindan
bulunduktan sonra hareket denklemlerinin dort boyutlu Minkowski uzay-zamani kullanilarak
matematiksel olarak daha anlasilir bir sekilde ifade edilebilecegi fark edilmistir. Boylece,
genel gorelilik teorisinde de ii¢ tane uzaysal boyut ve bir tane zamansal boyut olmak iizere
(3+1) boyutlu egri uzay-zamanda islemler yapilmaktadir ve kiitlegekim etkisi incelenmeye
calisilmaktadir. Ancak uzay-zamanin dort boyutlu olmasi da biiyiik birlesme teorisinin elde
edilmesi i¢in yeterli olmamistir ve bazi teorik modellerde, matematiksel olarak tutarli bir teori
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icin uzay-zamanin boyut sayisisin daha fazla olmasi gerektigi sonucu savunulmustur. Diger
bir deyisle matematiksel olarak boyut sayisinin tanimi, bir noktayi1 ifade edebilmek i¢in
ihtiya¢ duydugumuz koordinat sayisidir seklinde yapilabilir. Bu anlamda kiitlegekimi dahil
tim temel kuvvetleri igeren matematiksel yapiy1 elde edebilmek ancak dort boyuttan fazla
koordinat sayisi ile miimkiin olabilmektedir. Bu konuda Theodor Kaluza (Kaluza 1921) ve
Oscar Klein (Klein 1926) yapmis olduklar1 ¢alismalarda (3+1) boyutlu uzaya ¢ok kiigiik ve
kapali bir uzaysal boyut daha ekleyerek 4+1 boyutlu uzay-zamanda genel gorelilik vakum
¢Ozlimlerini elde etmislerdir. Fazla boyutun kapali ve kiigiik olma 6zelligini kullanarak, dort
boyutlu biiyiik dlgekte bildigimiz kiitlegekimi ve elektromagnetik alan denklemlerini elde
etmiglerdir. Boylece elektromanyetizma ile kiitlegekiminin birlestirilebilecegini teorik olarak
gostermislerdir, baska bir deyisle kiitlecekimi ve elektromagnetizmanin gergekte ¢ok farkl
olmadiklar1 diisiincesini olusturmuslardir. Kaluza’nin bir boyut eklemesiyle baslayan bu siire¢
simdilerde Bozonik Sicim Kurami igin N = 26 boyuta, Siipersicim Teorisi i¢in N = 11
boyuta tagmmustir. Bu teorilerde fazla boyutlarin kapali ve gozlenemeyecek kadar kiigiik
olduklar1 varsayilmistir. Ote yandan, yiiksek boyutlu kuramlarin éneminin artmasinda dnemli
bir rol oynayan Arkani, Dimopoulos Dvali (Arkani ve ark. 1998) tarafindan ortaya atilan

ADD Modeli gibi yeni fikirler fazla boyutlarin ¢ok kiigiik olmayabilecegine dngdrmiistiir.

Daha once de ifade ettigimiz gibi, dogadaki dort temel kuvvetten biri olan kiitlegekim
kuvveti Einstein’in genel gorelilik kurami ile agiklanmaktadir. Bu kuram uzay-zamanin
geometrisi ile uzay-zamandaki madde ve enerji dagilimini iligskilendirmesi agisindan Newton
teorisinden farkli yapidadir. Genel gorelik alan denklemlerinin kiitlegekim alaninin statik
oldugu (bu durumda zamana gore tiirevler sifir olmaktadir), hareketin yavas oldugu (bu
durumda uzaysal boyutlarin zamana gore tiirevleri sifir olmaktadir) ve kiitlecekim alaninin
zayif oldugu (bu durumda geometri yaklasik Minkowski uzay-zamani olmaktadir) limitlerde,
Newton kiitlegekim kuvvet denklemlerini verdigi goriilmektedir. Einstein’in genel gorelilik
Teorisi, Newton kuraminin yeterince iyi agiklayamadigi gozlemler olan 1s1gin Giines
tarafindan saptirilmasi, Merkiir’iin yoriingedeki hareketinde neden yalpaladigin1 agiklamada

bunun yaninda da yildizlarin yasam evreleri ve karadelikler hakkinda bize 151k tutmustur.

Genel gorelilik teorisinin temellerini olusturan Einstein Alan Denklemleri 4 boyutlu
uzay-zamanda dogrusal olmayan 10 tane diferansiyel denklemden olusmaktadir (Einstein
1915). Birbirine bagli ve karmasik yapiya sahip olan bu denklemler birgok fizik¢i tarafindan
¢oziilmiistiir. Ik ¢dziim Karl Schwarzschild (Schwarzschild 1916) tarafindan, bos uzayda

bulunan m kiitleli r yarigapli kiiresel simetrik sistem igin yapilmistir ve bu ¢oziim ayni
2



zamanda en temel yiiksiiz ve donmeyen karadelik ¢6ziimiidiir. Gézlemsel olarak bu ¢oziimler
Merkiir’iin yoriingesindeki yalpalamalarin anlagilmasmma ve 1s18in  Giines tarafindan
biikiilmesinin anlagilmasini saglamistir. Kisa bir siire sonra, statik silindirik simetrik uzay-

zaman i¢in bosluk ¢oziimii elde edilmistir ( Levi-Civita 1919).

Einstein alan denklemlerinde ifade edilen madde ve enerji dagiliminin kaynagi olarak
elektromanyetik alan géz oniine alindiginda elde ettigimiz bu denklemlere Einstein-Maxwell
Denklemleri denir. Bu ¢o6ziimlere en iyi Ornek yiiklii, kiiresel simetriye sahip madde
dagilimmin elektromanyetik ve kiitlecekim alani denklemlerin ¢oziilmesiyle elde edilen
Reissner-Nordstrom metrigidir ( Reissner 1916, Nordstrom 1918). Benzer sekilde silindirik
simetriye sahip elektromanyetik alan dagilimlarinin Einstein-Maxwell ¢oziimleri 1950’lerden
sonra elde edilmistir (Bonnor 1953, Raychaudhuri 1960).

Bu tezde daha 6nce Baykal ve ark. (2009) tarafindan yapilmis olan 4 boyutlu statik silindirik
simetrik uzay-zamanda radyal veya simetri ekseni yoniinde elektomanyetik alanlar igin
Einstein-Maxwell ¢o6ziimleri elde edilecek ve yiikksek boyutlu uzay-zamanlar igin

genellestirme yapilacaktir.

Bu ¢oziimlerin yapilmasinda Brans-Dicke (BD) Skaler Tensor Teorisi kullanilacaktir.
Brans-Dicke Skaler Tensor Teorisi, Genel Rolativiteye (GR) iyi uyarlanmis ve siklikla
calisilan alternatif bir kiitlegekim teorisidir. Bu teoride Newton kiitlegekim sabiti bir skaler
alan ile degistirilir ve yercekimi eylemine minimal olmayan sekilde olarak baglanir. Bu
skalerin varlig1 teorinin ayni zamanda skaler alan teorisi olarak da adlandirilmasina sebep olur
ve bu skaler alan cesitli teorik sonuclarla da desteklenir. Ornegin; klasik Kaluza-Klein
teorisinden ekstra boyutlarin kapali oldugu diistincesinden kaynakli olarak, dort boyutlu uzay-
zamanda tanimli hacim elemaninda dogal olarak bir skaler alan elde edilir ki bu durum
Brans-Dicke teorisinin ta kendisidir. Herhangi bir kiitlecekimsel teoriyi anlamak igin bu
teorinin tam ¢oziimlerinin elde edilmesi ve miimkiinse de farkli durumlar igin tiim olasiliklari
incelemek gerekir. Bu olasiliklar i¢inde yiiksek boyutlu uzay-zaman teorilerin de olmasi
problemin ¢ok yonli anlasilmasini, 6zellikle biiyiik birlesme teorileri i¢in uygun teorik
sistemler elde edilmesini saglar. Kiiresel simetrik sistemler i¢in bu tiir ¢oziimler ¢okga
incelenmistir. Bu ylizden daha yiiksek boyutlu uzay-zamana sahip genisletilmis alan
konfigiirasyonlarinin da yergekimi alani aragtirilmalidir. Silindirik simetrik ¢oziimler bu gibi
konfigiirasyonlara iyi bir yaklasim olacagindan kesin ¢éziimlerin elde edilmesi ve bunlarin

ozelliklerini GR ve BD teorisi gibi alternatif teorilerde arastirmak mantiklidir. Kozmik
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sicimlerin ve kiitlegekim dalgalarinin anlasilmasinda silindirik simetrik veya eksenel simetrik
uzay-zaman geometrisi siklikla kullanilmaktadir. Bu anlamda silindirik simetrik uzay-

zamanda kiitlecekim teorilerini incelemek 6nemlidir.

Bu ¢alismada daha once Cift¢i ve ark. (2015) tarafindan yapilmis olan N boyutlu
uzay-zaman igin duragan silindirik simetrik  Brans-Dicke-Einstein- Maxwell ¢6ziimleri
yapilacaktir. Genel gorelilik teorisinde N boyutlu uzay-zamanda silindirik simetrik Einstein-
Maxwell ¢oziimleri (Azreg-Aionu ve ark. 1996), (Kirezli ve ark. 2013) tarafindan elde
edilmistir. Azimutal manyetik alanin bulundugu durum igin alan denklemlerinin dogrudan
¢Ooziimii ile kesin ¢oziimler elde edilir. Eksenel manyetik alan durumu gibi diger
konfigiirasyonlar, koordinatlarin uygun sekilde etiketlenmesiyle elde edilebilir. Ayrica
literatiirde var olan notasyondaki Maxwell tipi c¢oziimlerle elde ettigimiz ¢oziimleri

iliskilendirmek i¢in uyumlu olarak Jordan ¢ercevesi kullanilacaktir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1 Einstein Alan Denklemleri

Genel Gorelilik (GG) ii¢ temel diisiince ilizerine kurulmustur. Birincisi, uzay-zamanin egri
oldugu diisiincesidir. Burada dort boyutlu matematiksel yap1 vardir ve bu yapiya pseudo
Riemann manifoldu denir. Pseudo-Riemann teriminin Tiirk¢e'de kullanimi "sanki-Riemann™
seklinde olabilir. Burada "sanki" ifadesinin sebebi uzaysal koordinatlarin yaninda farkli olarak
zaman koordinatinin olmasindandir. Daha sonra da gorecegimiz gibi metrik isaretleri
(= +,+,+,+,...) olma durumu "pseudo" terimini kullanmamiza sebep olmaktadir. Tiim
isaretlerin pozitif olmasi durumunda uzay Riemann manifoldu olarak tanimlanir. Genel
gorelilik teorisinde uzay ve zaman kavramlarinin birlikte kullanilmasinin sebebi, genel
goreliligin yerel olarak 6zel goreliligi icermesi ve o6zel goreliligin temelinde dort boyutlu

uzay-zaman kavraminin yer almasidir.

Genel Rolativitenin (GR) ikinci 6nemli yapitasi su sekilde agiklanabilir; uzay-zamanin her
noktasinda bir eylemsiz referans g¢ercevesi vardir ve serbest diisen parcaciklarin icinde
bulundugu bu referans ¢ercevesi lokal olarak diizdiir. Bu lokal bolgede GR'in 6zel gorelilikten
farki hissedilmez. Cisim sabit ivme ile hareket eder, kiitlecekimi etkisi serbest diisme
esnasindaki ivmelenme ile yok edilmis olur. Boylece serbest diisme referans gergevesi ile
eylemsiz referans cergevesi tam olarak ayni olur. Bu durum Einstein'in {inlii esdegerlilik

prensibidir. Yani GR, 6zel goreliligin egri uzaydaki ifadesidir dersek yanlis olmaz.

Ugiincii temel yapitasi, kiitlenin yani kiitle ve momentum akisinin uzay-zamani egdigini ve bu

egilme miktarinin Einstein'in alan denklemleri ile tanimlandigini ifade eder.

Bu ii¢ fikir GR'1n Newton kiitlecekim teorisinden farkini olusturur. Newton bakis acisina gore
kiitlecekimi bir kuvvettir ve bu kuvvet, parcaciklar1 Oklit uzaymnda ivmelendirir. GR bakis
acisina gore, kiitlecekim kuvveti yoktur. Eger elektromagnetik kuvvet veya baska hicbir
kuvvet yoksa, parcaciklar uzay-zamandaki kiitle ve enerji tarafindan egilen yollar boyunca
hareket ederler. Serbest diisen parcaciklarin referans cercevesi lokal eylemsiz referans
cercevesidir. Zaman ve uzay kavramlart mutlak degildirler fakat uzay-zaman adi altinda dort

boyutlu manifold olarak tanimlanan bir kavramda birlesebilirler.



2.2 Metrik Tensor

Bir (m,n) rank tensor, m tane st indis ve n tane alt indisli bilesenlerini géstermek iizere,
rank1 (0,2) olan 6zel bir g tensor alanina metrik tensor denir. Bu metrik tensor, iki vektoriin
simetrik ve bilineer fonksiyonudur. Bu tanim1 biraz agiklayacak olursak; g metrik tensor,
verilen bir V ve U vektorlerinin nokta carmu ile ilgili bir ifadedir ve vektorleri skalere

doniistiiriir, matematiksel olarak,
gv.u)=v.Uu=UV=g(U.V) (2.1)
yazilabilir. Burada bazi terimlerin isimlerini tanitacak olursak:
g: Metrik tensoriin kendisidir ve kalin yazilir,
9y Metrik tensor bilesenleridir,
O0: g, bilesenlerinden yapilmis matristir.
g Metrik tensoriin determinantidir, g = deto= det(g,,)

Bu asamada metrik tensoriin tanimin1 daha acik yazmak i¢in "baz vektorii" tanimi yapmamiz

uygun olacaktir.
2.3 Baz Vektorleri, Kovaryant ve Kontravaryant Bilesenler

Genel gorelilikte fiziksel biyiikliikleri koordinattan bagimsiz olarak ifade edebilmek i¢in tiim
vektor uzaylarini kapsayan, birbirlerinden lineer olarak bagimsiz baz vektorleri tanimlamamiz
gereklidir. Bir baz vektor alan1 kiimesi {eﬂ} ile gosterilir ki burada u indisi koordinatlar ile
ilgilidir ve bir N boyutlu uzay-zaman i¢in (u = 0,1,2 ....n — 1) degerlerini alabilir. Herhangi
bir A vektorii, bu bazda baz vektorlerinin lineer olarak toplami ile dort boyutlu uzayda

asagidaki gibi ifade edilebilir
A =Ate, = A%y + Ale; + A’e; + Aes. (2.2)

Burada A" katsayilar1 vektoriin kontravaryant bilesenleridir. Kontravaryant bileseni deyimini
kisaca tamimlamak istersek; bir vektor alaninda, e, baz vektorleri gibi doniisiime ugramayan
ve fakat onlarin tam tersi yonde doniisiime ugrayan bilesenler "kontra" yani "ters" yonde

degisen anlaminda "kontravaryant bilesen" adi verilmektedir. Matematiksel olarak gosterecek



olursak, bir S referans cergevesinden bagka bir S’ referans ¢er¢evesine doniisiim yapan nxn
yap

matrisi M olarak tanimlayalim, doniisiim ifadesi,
—_ yH
e =M",e, (2.3)

seklinde verilir. Burada M* o 1fadesi M matrisinin bilesenleridir. Bir A vekt6rii farkli referans

cercevesinde baz vektorleri cinsinden ifade edilebilir ve
A= Ate, = A¥e,, (2.4)

olarak yazilir. Baz vektorleri, e,, = M K wey seklinde doniisiime ugradiklari i¢in, bu esitligin

saglanmasi i¢in
A= Ate, = Ate, = A*M; M, e, (2.5)

olmalidir, burada M[f'Ml’j, =1 (birim matris) olmak tizere st indisli A*' bilesenlerinin
AW = AFMH '# seklinde doniismesi gerekir. Dikkat edilirse burada baz vektorleri M* o Matrisi
ile doniisiime ugrarken iist indisli bilesenin déniisiim matrisi M¥ Iu seklindedir. Yani iist indisli
vektor bilesenlerinin donilisiim matrisi, baz vektoriiniin dontisiim matrisinin tam tersidir. Bu
nedenle baz vektoriine gore ters olarak degisen anlamina gelen kontravaryant adi kullanilir.
Boylece {ist indisli vektor bilesenleri kontravaryant vektor bilesenler denir. Burada
"kovaryant" bilesen tanimini da yapmak uyun olacaktir. Bu durumda baz vektorleri ile ayni
yonde doniisen yani ayn1 doniisiim matrisi ile doniisen vektor bilesenlerine kovaryant (birlikte
doniisen) vektor bilesenleri denir. Matematiksel olarak A,, = M* wAyifadesindeki doniisiim
matrisi tam olarak esitlik (1)' deki baz vektorii doniisim matrisi ile ayn1 doniigiimi

saglamaktadir.

Bu tanimlar1 yaptiktan sonra metrik tensor tanimina geri donebiliriz. Bir metrik tensorii iki
baz vektoriinlin nokta ¢arpimi olarak tanimlandigin1 daha 6nce ifade etmistik. Metrik tensor
bilesenleri rank (0,2) tensordiir, ters metrik tensor bilesenleri rank (2,0) tensordiir, birim

metrik bilesenleri rank (1,1) ve sirasiyla asagidaki gibi ifade edilirler,
9w =9(e,e) =e e, g"=gl(dxt.dx"), ve s, = (e, dx"). (2.6)
Boylece metrik tensor,

g = gpdx! @ dx’ (2.7)



olarak yazilabilir. Daha anlagilir olmasi igin iki baz vektoriiniin i¢ ¢arpimindan,

(ewey) = glepey) =g 2.8)

metrik ifadesini elde etmek igin her iki tarafi dx* ® dxP® ile carparsak

g(e,.e,)dx* @ dxP = g,,dx* ® dxP (2.9)
g8%88 = g, dx* @ dxP (2.10)
g = gwdx" @ dx¥ (2.11)

elde edilir. Burada, g,, metrik tensorii bilesenleri genel olarak baz vektorlerinin skaler
carpimlarindan elde edilir. Baz vektorleri uzay-zamanin geometrisi ile ilgili vektorler oldugu
icin metrik tensor bilesenleri de uzay-zamanini geometrisi ile ilgili biiyiikliiklerden olusur.
Eger uzay diiz ise ve sadece uzaysal koordinatlardan olusuyorsa Oklit uzayidir ve metrik
tensor bilesenleri g, = 6, = diag(1,1,1) seklindedir. Eger uzay-zaman diiz ise Minkowski
uzayidir ve metrik tensor bilesenleri g,,, = 1,,, = diag(—1,1,1,1) seklinde yazilir. Egri uzay-
zaman i¢in metrik tensor bilesenleri egri uzaym yapisina gore (koordinat bazinda) +1 ‘den

farkli degerler almaktadirlar. Boylece uzayin geometrisi egri uzay-zaman olmaktadir.
2.4 Cizgi Elemam

Genel gorelilikte uzay-zamanin geometrisini tanimlamak icin ¢izgi eleman1 kullanilir. Cizgi
elemani, iki nokta arasindaki sonsuz kii¢iik mesafeyi tanimlamaktadir ki bu bizim Euclid
uzayindan bildigimiz Pisagor bagintisinin ta kendisidir. Ug boyutlu diiz uzayda, bir x*(2)

egrisi lizerinde en kiiciik mesafe,
ds? = dr.dr = dx? + dy? + dz?, (2.12)

olarak tanimlanir. Cizgi elemaniin egri uzaydaki tanimini1 yaparken skaler ¢arpimda metrik

tensorlinti kullanmamiz gerekir. Bu durumda

AT dxk d_rvdxv) =g (ﬂ ﬂ) dx*dx", (2.13)

dxk Tdx dxt " dxV

ds? = dr.dr = g(dr.dr) = g(

elde edilir. ﬁ vektorii koordinat egrilerine teget vektorlerdir ve baz vektorii ile ayn1 yonde ve

biiytikltikteki vektorleri ifade ederler, bu durumda koordinat uzayinda e, = % yazmamizda

bir sakinca yoktur. Boylece ¢izgi elemant



ds? =dr.dr=g ( dr ﬂ) dxtdx’ = g(e,.e,)dxtdx’ = g, dx*dx” (2.14)

dxt " dxV

olarak g,, metrik tensor bilesenleri ile birlikte tanimlanir. Genel gorelilikte siklikla metrik
tensoriin isareti (—, +, +, +) olarak segilir, diger taraftan yiiksek enerji fiziginde denklemlerin

uyumlulugu agisindan (4, —, —, —) olarak tercih edilir.

Bu tez ¢aligmasinda N boyutlu uzay-zamanda (- , +, +, ... , +) isaretine sahip Pseudo-

Riemann tipi bir manifold g6z oniine alinacaktir.

Ayrica tiim geometrik biiyiikliikler koordinat baz uzayinda tanimlanarak islem yapilacaktir.
Siklikla kullanilan diger bir baz uzayr ise Ortonormal Baz uzayidir. Bu iki baz uzaylar
arasindaki en temel farki fazla detaya girmeden agiklayacak olursak, koordinat baz uzayinda
baz vektorleri dyle tammlanir ki g,, = g(e,, e,) = e,.e, seklinde metrik tensor bilesenleri
elde edilir, burada e,'lere koordinat baz vektorleri denir. Diger taraftan Ortonormal Baz

uzayinda baz vektorlerinin i¢ ¢arpimi 7, Minkowski metrigi olmak iizere

N = 9(8,,8,) = @,.8, olarak ifade edilir ki burada &,'lere ortonormal baz vektérleri denir.

Baska bir deyisler ortonormal baz vektorleri normlari bir ve birbirine dik olan vektorlerdir.

Bir uzay-zamanda {x"}' ler koordinatlar olmak {izere, koordinat baz vektorleri her bir

koordinat yoniindeki degisim miktarini tanimlar ve
e, =— (2.15)

seklinde ifade edilirler. Bu esitlik sozlii olarak su sekilde ifade edilir; koordinat baz vektorleri

koordinat egrilerine teget vektorlerdir. Burada ortonormal baz vektorleri ise normu bir olan

vektorlerdir ve &, = |:—”l Gram-Schmidt diklestirme yontemi kullanilarak elde edilebilir.
I

2.5 Kovaryant Tiirev

Euclid uzaymndan farkli olarak, Genel gorelilikte geometrinin egri olmast ve zaman
kavraminin da uzay gibi bir boyut olmas1 neticesinde bir¢ok matematiksel niceliklerin bu egri
uzay-zamana kavramina gore ifade edilmesi gerekmektedir. Bu anlamda en belirgin farklilik
tirev kavraminda olmaktadir. Tensdrel biiytikliklerin egri uzay-zamanda tanimlanan tiirev
kavram1 diiz uzay-zamanda tanimlanandan farkli olmakta ve Kovaryant Tiirev adiyla ifade

edilmektedir. Diiz uzayda skaler bir fonksiyonun tiirevi kisaca,



ar

, flx+Ax)—f(x)
= limpy T A (2.16)
seklindedir ve bir A = A'e; vektoriiniin tiirevi
04 _ oAl
= s € (2.17)
olarak ifade edilir. Oysaki egri uzayda bir (1) egrisi boyunca olan degisim miktari,
dA . A;/(A+A1)—-A(Q)
P = llmM_,O //T (218)

ile ifade edilir.

A, (A +A2)-A (D)

A® AL+ AX)

r(d)

Sekil 2.1

Burada farkli olarak A,,(A1 + AA) niceligi diiz uzaydaki vektoriin A + A4 noktasinda aldig
deger degildir. Ote yandan A(A+ AA) vektdriiniin, r(1) noktasma paralel tasmmasi
sonucunda olusan vektordiir ve A,,(1+ AA) ile A(A) vektorii arasindaki farkin aradaki

mesafeye orani kovaryant tiirev olarak adlandirilmaktadir (Sekil.2.1) ( Grgn ve Ark. 2007).

Diiz uzaydan farkli olarak yukaridaki ifadenin ikinci terimindeki baz vektoriin tiirevi sifir
degildir. Bir baz vektoriiniin bagka bir koordinat ekseni yoniindeki degisim miktari, farkli

yondeki baz vektori ile orantilt bir biiyiikliik verir. Bu durumun matematiksel olarak ifadesi
Jen _

=T, e (2.19)

seklindedir. (Sekil 2.2)
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r(2)

Sekil 2.2

Burada I'%,,, baglant: katsayilaridir ve Christoffel sembolleri olarak adlandirilir ve daha sonra

ayrintili olarak anlatilacaktir. Boylece (2.18) tiirev ifadesini tekrar yazacak olursak

o4 _ a(Aueu) A" uwden _ 04"
axVv axv  axV 2. En t4 axv  axV ey + AT wCas (220)

elde edilir. Tensorel ifadelerde esitligin iki tarafindaki indis esitligi korundugu siirece toplam
formundaki indis ¢iftlerinin ismini degistirmekte bir sakinca yoktur, diger bir deyisle dummy
indeksler isim degistirebililer. Boylece (2.20) bagintisin

o4 _ (axv +APTL ) e ) (2.21)

oxV
olarak yazmanin higbir sakincasi yoktur. Burada parantez igindeki kisim bir vektor bileseninin
kovaryant tiirevidir ve

V,A% = + ABTH

s (2.22)

yazilir. Bu ifade egri uzay-zamanda vektorel biyiikliklerin tirevidir ve Kovaryant Tiirev
adimi alir. Diger taraftan V, A, ifadesi, alt indisli vektorlerin kovaryant tirevidir ve asagidaki
gibi ifade edilir.

[

axV

VA, = =2 — AgLlb, . (2.23)

Genel olarak 6rnegin karisik indisli bir rank (2,1) tensoriinde karmasik indisler,

7T = 2o +T“ﬁr”

w1y - Trh (2.24)

B

olur.
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2.6 Christoffel Sembolleri

Christoffel sembolleri, (2.19) bagintisindan da goriilebilecegi gibi, bir baz vektdriiniin bir egri
lizerinde paralel taginmasi edilmesi sonucu, baslangictaki ve sonraki iki baz vektoriin
arasindaki fark ile orantili biyiikliklerdir. Tensorel nicelikleri, egri uzay-zamanda
tamimlanirken bir vektoriin, bir noktadan baska bir noktaya paralel Gtelenmesi (parallel
transport) taniminin bilinmesi gereklidir. Bu tanim egri uzay-zamanin jeodezik ¢izgilerinin
belirlenmesinden tutun kovaryant tiirevin tanimima kadar onemli konularda karsimiza
cikmaktadir. Egri uzay-zamani tanimlarken, bu uzay-zamandaki egri jeodezik cizgileri hayal
etmek bize kolaylik saglayacaktir. Bir tepe yiikseltisine bakarken yiizey egriligini tanimlayan
dogal cizgileri jeodezik egriler olarak diisiinebiliriz. Oklit uzayinda iki nokta arasindaki en
kisa mesafe diiz cizgidir. Egri uzayda durum biraz daha farklidir ve en kisa mesafe diiz
degildir. Iki noktay: birlestiren en kisa veya en uzun egriye jeodezik egri denir ve tanjant
vektoriin paralel transportu ile veya Lagrangianin ekstremum noktalarinin bulunmasiyla elde

edilir.

Bir vektoriin bir egri ylizeye gore paralel otelenmesi demek, o vektoriin bu egrinin teget
vektorleri (baz vektorleri) ile arasindaki aginin ayni kalacak sekilde Gtelenmesi demektir.
Kovaryant tiirev, (2.22) denkleminden de goriilecegi gibi r(A) daki bir vektoriin (4 + 61)
noktasina paralel 6telenmesi durumundaki degisimi 6lger. Bu durumda eger vektdrde paralel
oteleme sonucunda bir degisiklik olmuyorsa bu vektoriin kovaryant tiirevi sifir olur. Bagka bir
deyisle, bir vektoriin egri uzayda paralel transport etmesi demek bu vektoriin kovaryant
tiirevinin sifir olmas1 demektir. Diiz uzayda bir vektoriin paralel taginmasi demek, vektor
bilesenlerinin boylarinin de§ismemesi ve vektoriin egri tegetleri ile ayni aciy1 yapacak sekilde
Otelenmesi demektir. BOylece kisaca bir r(A) egrisi tizerinde bir A vektoriiniin paralel
otelenmesi demek bu egri parametresine gore degismemesi demektir ve

DA _

=0 (2.25)

dr (%)

olur. Diger taraftan r(1) egrisine teget vektoér olan u = m

vektorli kendi (A1) egrisi
boyunca yani kendi jeodezikleri lizerinde daima paralel transport eder ve % = 0 olur. Bu
bagint1 bize jeodezik egrileri ve Christoffel sembollerini metrik tensér cinsinden bulmamizi

5 ) . dxk e i
saglar. Bu durumu koordinatlar cinsinden yazacak olursak u* =% vektdrii koordinat
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egrilerine teget vektor bilesenidir ve bu vektor bileseninin kendi koordinat egrisi boyunca

paralel tasinmas1 sifir olacaktir ve

DuM
o, (2.26)
H dxV dut du*
zZV% = ubtu’ = %u” +rt uu’ = % +rt uu’ =0 (2.27)

boylece parcacigin izledigi yolu bulmamizi saglayan ve fizikte cok 6nemli olan

dzx”_i_[,ﬂ dx® dxV
d2a V& ga da

=0 (2.28)

jeodezik denklemi elde edilir. Burada % terimi egri boyunca kovaryant tiirevi ifade

etmektedir. Bu ikinci dereceden diferansiyel denklemin g¢6ziimleri uzay-zamanin egriligi
hakkinda bilgi verir ve bir serbest parcacik bu jeodezik egrileri takip eder. Diiz uzayda
Kartezyen koordinatlar i¢in Christoffel sembolleri sifirdir ve jeodezik denklemin ¢oziimleri
diiz cizgilerdir. Egri uzayda ise o uzaymn diiz cizgilerine karsilik gelen egriler olarak
diistiniilebilir. Christoffel sembolleri gercekte (2.19) bagintisindan da goriilebilecegi gibi bir
baz vektoriiniin egri uzay tlizerinde paralel taginmasi ile elde edilen biiyiikliiktiir ve jeodezik
denklemde koordinat egrilerine teget vektoriin paralel transform etmesi gergeginden elde

edilir.

Sonug olarak, Genel gorelilik kuramina gére bir dig alanin mevcut olmadigi durumlarda test

parcaciklar1 herhangi bir kuvvet hissetmezler ve kendi dogal yollar1 olan
u*+ r4, uPuc=0 (2.29)

denklemine uyan yollar boyunca hareket ederler. Burada koordinat egrilerinin degisim miktari

mutlak zaman parametresi t’ya gore elde edildigi zaman

dx®
ut = = (2.30)

pargacigin dort hiz vektorii olarak adlandirilir ve nokta ile ifade edilen tiirev has zaman 7‘ya
gore tiirevi ifade etmektedir. Has zaman, pargacigin kendi referans sisteminde uzaysal yer
degistirmenin olmadig1 durumdaki gegen zamani ifade eder. Yani parcacik kendi referans
sisteminde durgundur. Bu durumda belli bir aralikta gegen zaman has zaman olarak

adlandirilir ve dt? = —ds? olur.
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Eger bir dis alan mevcut ise test parcaciklar: bu dis alandan kaynaklanan kuvvetlerden dolayz,
jeodeziklerden sapacaklardir (artik serbest parcacik degildirler). Ornegin bir elektro- manyetik

alan mevcut ise e yiikiine ve m kiitlesine sahip test pargaciklar
Ut + Iulut = =F%u’ (2.31)

denklemlerinin saglayacagi yoriingelerde hareket edeceklerdir. Bu denklem klasik elektro-

manyetizmadaki Lorentz kuvvetinin egri uzaylara genellestirilmesidir.

Ayni sonucu elde etmenin diger bir yolu da varyasyon prensibini kullanmaktir. Jeodezik
egriler iki nokta arasindaki ekstremum noktalar1 tanimladigi igin ¢izgi elemaninin (ds’in)

kritik noktalar1 bulunarak jeodezik denklemi elde edilebilir. Boylece
5[ds=0 (2.32)
olan yollar pargacigin izleyecegi jeodeziklerdir. Burada,
ds® = g dxtdx” (2.33)
= —dt? (2.34)

uzay-zamanin ¢izgi elemanidir ve asagidaki gibi yazilir

dxH dxv
dfds=6] 9wy ar (2.35)
Ayn1 zamanda hareket denkleminin ekstremumlar1 Lagranjiyen cinsinden
5fc(xn ) da=0, (2.36)
olarak da ifade edilebilir. Boylece Lagranjiyen £ (x”,%) = 9w Z—ju % olarak yazilabilir.
Euler Lagrange denklemi,
d oL oL
i) 3o o
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kullanilarak jeodezik denklemleri elde edilir. Ayrica bu baginti bize Christoffel sembollerinin

metrik tensor cinsinden ifadesini de elde etmemizi saglar. (2.37) denkleminden

oL 1 dxM dxV L dxH dx

a0 229we g ar T 29w ar (2.38)
2
burada (2.34) denklemi kullanilarak £% = — % ifadesinden
u 124 u
Z_j GZ; Zf d:T Z;Z = —L? Zf dac’ — yazilmistir. Diger taraftan
o _1 pax’ | oy 1 axk
a(dxo/da) 229wy (60 dr +ds d,l) T9u0 3 (2.39)

bu sonug tekrarlanan indislerde gerekli degisiklikler yapilarak elde edilmistir. Son olarak

£ () =52 (o %), 240)
=L (g0 ), (2.41)
(gt sttt e
- (g ) e
=L (guo ddz:: + % (aaiu“a + aa‘gxa:) ddi:%)’ (244)
= L(0u0 25 43 (Guoa + Jao) = 22)  (2.45)
(2.37) ve (2.38) denklemleri kullanilarak
£(9u0 25 43 (Guoa + Gaow) o) £ g0 22 = g, (2.46)
£(Gu0 25 43 (Guoa + Gaow) =) £ g0 22 = g, (2.47)
o 2+ (Guoa + Jao = Gao) 2 = 0 (2.48)

her tarafi g°* ile carparsak,
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2xH dx® dxH

d ol
ga)lg[m a2 + gT (g;w,a + YJaou — gua,a) gt dr 0, (2.49)

dZxt  got dx® dxt
64? + B (g;m,a + Yaou — gua,o) it dr 0, (2.50)
dzx?t 2 dx®dxH

oA
jeodezik denklem elde edilir ve bdylece F)‘O(u =g7(guo,a+gm,u—gm,6), Christoffel

sembollerinin metrik tensor cinsinden ifadesi de elde edilmis olur.
2.7 Riemann Egrilik Tensorii

Bir vektoriin iki nokta arasindaki sonsuz kiiglik mesafede bir koordinat eksenine goére
degisimini, bu koordinat degiskenine gore tiirevi olarak tanimlayabiliriz. Diiz uzayda bir
vektorii sonsuz kiigiik mesafeye hangi yoldan gotiirlirseniz gotiiriin degisim miktar1 aynidir,
yani Once x ekseni boyunca degisimini Ol¢ilip sonra y ekseni boyunca degisimini Olgelim,
sonra vektorii Oteledigimiz yollarin siralarmi degistirelim sonugta her iki yoldan da
gidildiginde vektordeki degisim miktarinin ayni oldugunu goriiriiz. Matematiksel olarak ifade
edecek olursak

80 ,; 98 i

0x oy T oy ox (2'52)

bu ifadeyi farkli sekilde yazacak olursak i,i Vi=0 elde edilir, yani tiirevlerin
dx 0y ¥y

komutasyonu sifirdir denir. Oysaki egri uzayda oncelikle bir vektdriin kovaryant tiirevinden
bahsederiz. Bir vektor bileseninin egri uzayda iki kovaryant tiirevinin komutasyonu sifir
degildir ve bu vektor ile orantili bagka bir vektor olur, yani geometrik olarak ifade edecek
olursak, Sekil 2.3 te goriildiigii gibi egri uzayda V3 vektorii sifirdan farklidir ve bu vektoriin
boyu uzayin egriligine baghdir. Egrilik miktarin1 belirten tensér Riemann egrilik tensorii
olarak adlandirilir. Burada V{(x + 8x,y + 8y) vektorii, V vektoriiniin 1 yolunu takip ederek
C noktasina gelmesi ile elde edilen vektor iken Vo, (x + 6x,y + &y) vektori V vektoriiniin 2

yolunu takip ederek C noktasina gelmesi ile elde edilen vektorlerdir.
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Sekil 2.3

olur. Matematiksel olarak ifade edecek olursak, koordinat baz uzayinda

[V, 7 ]ve = R*

s VP, (2.53)

olarak ifade edilebilir. Burada R“ Riemann tensoriidiir ve kovaryant tiirevlerin

Buv
komutasyonuna esittir. Egri uzayda kovaryant tiirevlerin sirast onemlidir ve iki kovaryant
tiirevin komiitasyonundan elde edilen fark bize uzay-zamanin egriligi hakkinda bilgi verir. Bu
fark miktar1 Riemann tensor bilesenlerini sifirdan farkli yapar. Diiz uzayda Riemann tensor
bilesenleri sifirdir. (2.53) esitliginde kovaryant tiirevleri agip gerekli islemleri yaparsak

Rieman tensoriinii,
a _ a a a e e
R%ca = 0plca — 0cl g + Tpel ea — I'%el a (2.54)
olarak elde ederiz. Riemann tensoriiniin simetrileri onemlidir ve

R —R —R,ypa = Rapuy esitliklerini saglar ve ayrica Riemann tensorii daima

uvap = ~Nvpap =

Repuv + Ravpu + Rapvp = 0 esitligini saglar. Ricci tensorii Riemann tensoriiniin metrik

tensor ile buiziilmesinden elde edilir ve

Ryp = Rcacb = ngRdacb (2.55)
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olarak elde edilir ve simetrik bir tensordiir. Ricci skaleri, Ricci tensoriiniin g ile

kontraksiyonu ile elde edilir.
R = R% = g*R,, (2.56)

elde edilir. R = 0 Riemann tensor bilesenlerinin sifir olmasi durumunda uzay-zaman diizdiir

ve Minkowski metrigi bu ¢oziimleri saglar. Buradan hareketle Einstein denklemi,
1
Gap = Rap — E'gab R (2.57)
olarak tanimlanir.

Einstein’in ¢ekim kuramini tanimlayan alan denklemi

S = SG + SMadde = fL /—g d4x (258)

olarak tanimlanir. Burada L sistemin Lagranjiyeni, g ise metrik tensoriin izidir. Hareketin
Lagrangiyeni sistemin egriligi, icerdigi madde miktar ile ilgili bilgiler igerir. Boylece genel

olarak tanimlanir.
L= Lg+ Lygaae (2-59)

Lagranjiyenin bir skaler olmasi gerektigi diisiincesinden yola ¢ikarak bu skalerin Ricci
skaleri olmas1 yerindedir. Boylece, L; = %R Ve Kk = ?—f (ilerideki islemlerde uygunluk

acisindan ¢ = 1 olarak tanimlanmustir.) ile ifade edilir. Minimum eylem prensibine gore bu
Lagrange yogunlugunun maksimum ve minimumlarmin elde edilmesi i¢in uzay-zamanin
geometrisine gore yani metrik tensér g° ye gére varyasyonunu almarak sifira esit oldugu
degerler bulunur ve hareket denklemleri elde edilir. Genel gorelilik Teorisinde bu varyasyon
sonucunda Einstein alan denklemleri elde edilmektedir. Eylem denkleminin diger alanlara
gore, ornegin Maxwell alanina gore varyasyonu yapildiginda Maxwell alan denklemleri
elde edilmektedir. Einstein ¢ekim kuraminin temel varsayimlari, 3+1 boyutlu Pseudo-
Riemann uzay-zamaninda tanimlanmakta ve bu uzay-zamandaki toplam madde ve enerji ile
uzay-zamanin geometrisi arasinda baglanti kurmaktadir. Bu bagintiya Einstein Denklemi

denir ve,

__ 8mG

Ll (2.60)
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ile ifade edilir. Burada T, stres enerji tensoriidiir ve uzay-zamanin igerdigi maddeyle ile

ilgilidir.

Bu tezde Lyqq4e = Lgy olarak elektromanyetik alan yani Maxwell alanindan meydana gelen

stres enerji tensOriinli gdz Oniine alacagiz. Bu alana ait Lagrange yogunlugu
L. —_ Y pab (2.61)
EM 4K ab :
olup, bu alana ait enerji momentum tensorii

1 0Smadde
Tap = —ﬁfg—g (2.62)

ile ifade edilir. Sonug olarak elektromanyetik alan stres enerji tensorii
1 1
T(EM)ab = ;(FcaFCb - ZgachdFCd) (2.63)

olarak elde edilir. Bu alandaki yiiklii test pargaciklari ise (2.31) denklemi ile tanimlanan

hareket denklemlerinin belirleyecegi yoriingeleri izleyeceklerdir.
2.8 Maxwell’in Elektromanyetik Teorisi

Maxwell’in Elektromanyetik denklemleri birka¢ farkli notasyonda yazilabilir. En yaygin

kullanimi diferansiyel formda asagidaki gibi ,

V.E= :40, (Gauss Denklemi) (2.64)

VxB-— Ho&o Z—f = uo_j , (Ampere Yasasi) (2.65)
VE=0, (Manyetik Alan I¢in Gauss Yasasi) (2.66)

VxE+ 9B _ 0 ( Faraday Yasast) (2.67)

ifade edilir.

Burada; p, yiik yogunlugu ve f , akim yogunlugudur. (2.64) denkleminin zamana gore tiirevi

alinirsa,

pAE_ 1% (2.68)
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ve (2.65) denkleminin her iki tarafinin diverjansi alinirsa,

5]

|l'ru

V(VXB)—poV. = = uov.J (2.69)

Q

t

bagmtilari elde edilir. Burada matematiksel olarak V. (V x B) = 0 saglanacagindan (2.68)

ve (2.69) denklemlerinden siireklilik denklemi elde edilir ve

- > ap_
vj+%=0 (2.70)

seklinde yazilir. Diger taraftan matematiksel olarak

U

(VxV)=0 (2.71)
V x (V.4)=0 (2.72)

ifadeleri her zaman dogrudur. Boylece (2.66) denklemi manyetik alan1 herhangi bir vektor

potansiyelinin rotasyoneli olarak ifade edebiliriz. Boylece
B=Vx4 (2.73)

olarak yazilabilir. Bu ifade (2.67) denkleminde yerine yazilirsa

- - 9 /= -
VXE+ =(V x4)=0 (2.74)
7 x (E+2) =0 (2.75)

elde edilir. Bu ifadenin saglanmasi i¢in; daha 6nce yazdigimiz gibi ( 2.72) denkleminden
yararlanarak parantez i¢indeki ifade bir skaler potansiyelin gradiyenti olarak yazilabilir ve

asagidaki gibi ifade edilir.

= -V ¢, (2.76)

Q|
Hl’-‘m

E+

burada (—) isareti denklemlerdeki uyumlulugun saglanmasi i¢in koyulmustur. Boylece

elektrik alan bir skaler ve vektor alani cinsinden agagidaki gibidir,

E= —V¢-— =. (2.77)
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Sonug olarak B=VxAveE=-V ¢ — Z—f esitlikleri elektrik ve manyetik alanin bir skaler

ve bir vektor potansiyeli cinsinden ifadelerdir. Bu iki ifadenin bagka iki sonucu daha vardir.
Bu esitlikleri saglayan tek bir vektor potansiyel ve tek bir skaler potansiyel yoktur. Bu

durumu matematiksel olarak yazacak olursak daha i1yi anlasilabilir.

Eger B = VX 4 ise ve matematiksel olarak 7V x Vf = 0 ifadesi her zaman dogru ise

A vektor alanimi 4 = 4 — V)l/) yazmamizda higbir sakinca yoktur. Buradaki (-) isareti daha

sonraki uygunluk olarak secilmistir.
B=Ux(A-V)=VxA—-V xV (2.78)
B=Vx(Ad-Vy) (2.79)

yani A vektor potansiyelini herhangi bir @ fonksiyonunun gradyenti kadar degistirmemizin

>

hicbir sakincas1 yoktur. Diger taraftan E=-V ¢ — Z—': ifadesinin de ayn1 kalmasi gerekir.
- _ = _ i - _ = _ = _ a_/f = %
E=-V¢— (A-Vy)= -V¢ —~ V- (2.80)

Bu denklemin ilk denklemle ayn1 olmasi i¢in ¢ skaler alaninin ¢ — ¢ — Z—f kadar

ayarlanmasi gerekir.

Potansiyel ifadelerinin bu sekilde ayarlanmasina “ayar sartlar1” denir ve boylece Maxwell

denklemleri Lorentz doniisiimleri altinda degismeyecek sekilde kalirlar.

2.9 Maxwell Denklemlerinin Dortlii Vektor Potansiyeli A% ve Elektrik Akim Dort

Vektorii J Tanimlanarak Kovaryant Formda Yazilmasi

Genel gorelilikte alan denklemleri tensorel formda yazildigi i¢in Maxwell denklemlerini de
tensorel olarak ifade etmek yerinde olacaktir. 3-boyutlu Euclid uzayinda vektor potansiyeli
olarak tanimlanan A vektori, 3+1 boyutlu Pseudo-Riemann uzay-zamaninda, A% 4-vektor
potansiyeli olarak tanimlanir. Diger tarafta /¢ dort akim yogunlugu vektorii ile tanimlanarak
Maxwell denklemleri Genel gorelilik notasyonunda uygun halde yazilabilir. Dortli vektor

potansiyeli ile akim yogunlugu vektor bilesenleri asagidaki gibidir:
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ac = (L, 41,42, 4%) = (4,4, 42,4°) (2.81)
J¢=Cep,JN 1273 = (JOTNTAT3) (2.82)
B=VxA4veE = —Vcﬁ — 22 denklemleri 4-vektorler potansiyeli cinsinden yazilabilir.
at

Ornegin; bu bilesenler cinsinden

04° 9at
El = - a - ﬁ (284)

sirastyla z yoniindeki manyetik alan ve radyal yondeki elektrik alani ifade eder. Aymi
biiyiikliikler tensorel olarak yazilacak olursa F®felektromanyetik alan tensérii olmak iizere,

en genel halde,
FoB = 9%AF — 9B A= (2.85)
olarak tanimlanir. Burada 4 gradyent operatoriiniin kovaryant bilesenleri

0 0 0 0

== (3 m5s) (2.86)

@ = (-2 9 3 9
0% = axa_( cat ' axt ’ ox? ’axs) (2.87)

seklinde ifade edilir. Burada F*F elektromanyetik alan tensorii ayn1 zamanda 4 boyut igin

4 x 4 matris olarak

0 E,/c E,/c Es/c
—El/C O B3 _BZ

af —
F _Ez/c _Bg O Bl (2.88)
—-E;/c B, —B; 0
seklinde yazilir.
%= Foi (2.89)



B, = %siijjk (2.90)
tanimlarindan yararlanarak:

Fif = 924P — 9P4* ve E = —qu - Z—': tanimlarindan:

F10 = 914° — 904! (2.91)
10_ 9 40, 9 sn1

FP=—A"+ A (2.92)
10_ 9 |, 0 41

FPP=—+ —A (2.93)
F1o = = (2.94)

oldugu goriiliir. Benzer sekilde;

B=V x4, (2.95)

F?3 = 9243 — 9342, (2.96)
23 _ 90 43_ 0 p2

F* = ayA A% (2.97)

F?3 = B, . (2.98)

olarak bulunacaktir.

=

Boylece yeni notasyona gore Maxwell denklemlerinde iki homojen esitlik VxE+ Z—I: =0

ve V . B ifadeleri

aleFhYl = (2.99)
olarak yazilabilir.
Ormegin; a = 1, = 2ve y = 3 igin

9F? + 03F12 + 92F3 = 0 (2.100)
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%@+%@+%@=0
V.B=0
ile Maxwell’in (2.66) denklemi elde edilmis olur.
Omegin:a = 0, § = 1vey = 2igin;
0°F12 + 92F°1 + 91F20 =0
] ] d

—5B+ o Ea— 3K,

=0
0 - -
—B:— (VxE)=10

ile Maxwell’in (2.67) denkleminde ifade edilen Faraday yasasini bulmus oluruz.

Diger taraftan asagida verilen homojen olmayan Maxwell Denklemleri;

- = — aE -
E=2 ve VXB—pyeo— = uyf
&o at

U

indis notasyonunda kisaca,
0o F pa = Ko/ B
olarak yazilir. Bu tanim agik olarak yazilirsa,
0oFP° + 0,FP' + 0,FB? + 0;FF3 = pyJ#
olur. Ornegin B = 0 bileseni icin,

0oF%° + 0,F%* + 0,F% + 0,F° = p,J°
Ey E E,
0+ 0=+ 0y =+ 0, == po/°
V.E=Z
€o

Maxwell denklemlerinde Gauss Yasasin elde etmis oluruz.
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Burada, ornegin f = y = 2 olarak alinirsa,

0oF20 + 0,F2* + 9,F?2 + 9,F% = pyJ° (2111)
9E, 0 d
1 OE. — —
_c_Za_ty + (|7 X B)y = UoJy (2.113)

ile Maxwell denklemlerinde Ampere denkleminin y bilesenini elde etmis oluruz. Boylece 4-
vektor tanimlamalari ile Maxwell Denklemlerini tensorel olarak ifade etmis oluruz. Genel
gorelilikte yiiklii sistemler ve elektromanyetik alan icindeki sistemler i¢in Maxwell

denklemlerini tensorel formda kullanmak uygundur.
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3.MATERYAL VE YONTEM

3.1. Brans-Dicke Teorisi:

Doganin en temel fizik yasalarindan olan kiitlegekim yasasindaki G ¢ekim sabiti uzun
yillar sabit olarak kabul edilirken, 1900 li yillarin basindan itibaren bu sabitin bir skaler alan
olabilecegini gbz Oniine alan Skaler Alan Teorileri ortaya atilmaya baglandi. 1912 yilinda
G.Nordstrom tarafindan ortaya atilan skaler alan teorileri, Einstein’in ileri stirdiigii ve Genel
gorelilige ciddi bir rakip olan modern skaler-tensér kozmoloji teorilerinde (Faraoni 2004),
(Fujii ve Ark. 2007) bu sabitin zamana bagl oldugunu ileri siirmesiyle devam etti. Dirac ve
Jordan’in ¢alismalartyla kiitlegekim teorisi sekillenmeye basladi ve G sabiti kiitlegekimsel
skaler alan gibi diisiiniildii. 1961 yilinda skaler tensor fikri olgunluga ulasti. 1961 de Brans ve
Dicke (Brans-Dicke 1961) bir teori yaymladilar. Bu teori yillar sonra Einstein’in ortaya attigi
fikrin bir protitipi oluyordu. Brans-Dicke (BD) teorisi genel goreliligin standart Einstein
denklemlerine alternatif bir skaler alan teorisidir.

Bu teoriye gore, aksiyon denklemi genel olarak
1
§% == [ d*x [=g|®R — 2 gT.0V,® — V(@) + 5] (3.1)

yazilir. Burada S ifadesi i¢inde ® skaler alan olmayan, baska tiir madde yapisini iceren

eylemi ifade eder ve

S = [q*x [—gL™ (3.2)

seklinde yazilir. £0™ Lagrange yogunlugudur ve & skaler alanina bagh degildir. Diger
taraftan @ skaleri direkt olarak Ricci skaleri ile birlesmistir. Boylece BD teorisinde temel
olarak sunu soyleyebiliriz; kiitlecekimsel alan, metrik tensorii (g,p) Ve BD skaler alan (@) ile
tanimlanir ayrica maddeyi ifade eden Lagrange yogunlugu ve skaler potansiyel (V(®)) gibi
diger degiskenlerle beraber sistemin dinamigini olusturur. Skaler potansiyel V(@) kozmolojik
sabitin genel bir ifadesidir ve sistemin dinamigine gore bazen kiitle terimine bazen de sabit bir
parametreye indirgenebilir. Erken evren donemini inceleyen teoriler veya giliniimiiz evren
teorilerindeki karanlik enerjiyi agiklayan teoriler, skaler potansiyel terimini igermektedir.
Denklem (3.1) den de goriildiigii gibi BD skaler alan1 Newton kiitlegekim sabitinin tersi gibi

davranmaktadir ve degisken degerler alabilmektedir,
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Gep (D) = = (33)
Burada ¢ekici kiitlegekim etkisine karsilik gelmesi icin @ > 0 degerleri tercih edilmektedir.

Brans ve Dicke, aslinda bu kiitlecekim teorisinde bir skaler alan tanimlayarak, Mach
prensiplerini de igeren bir teori elde etmeyi amaglamislardir. Ciinkii gergekte genel gorelilik
teorisi Mach prensiplerini igermez. Temel olarak Mach prensibi sunu sodyler: Bir pargacigin
sahip oldugu kiitlesi veya eylemsizligi bu cismin ¢evresi tarafindan olusturulan dinamik bir
niceliktir. Yani bir cismin eylemsizlige sahip olabilmesinin tek yolu evrenin geri kalan
kismindaki tiim kiitlelerin bir sekilde etkilesimde olmasi ile miimkiindiir. Ornegin genel
gorelilik teorisinde Schwarzschild ¢ozlimleri, cismin g¢evresindeki diger cisimleri ihmal
edilerek yapilmaktadir ve kiitlegekim etkisi sabit bir degerdir. Ote yandan buna benzer

¢oziimlerin BD teorisinde, cismin ¢evresindeki madde tarafindan olusturulan kiitlegekimsel
etkinin degisken bir fonksiyon oldugu ve bir skaler alan vasitasiyla iletildigi ve G =é

seklinde degistigi One stiriilir. Mach prensibi yanlis olmamasma ragmen deneylerle
dogrulanamamustir. Bu anlamda BD teorisinin test edilebilir 6zelliklere sahip olmasi ve Mach
prensibini igermesi onu daha cazip hale getirmistir. Giines sistemi Ol¢egindeki gozlemler
genel gorelilik teorisinin ongdrdiigi sonuglar ile uyusmaktadir, ancak kozmolojik 6lgeklerde
veya kiitlecekim etkisinin fazla oldugu durumlarda genel gorelilik teorisinden sapmalar
olabilecegi diisiinilmektedir. Bu sebeple BD teorisi ile islem yapmak daha genel bir teori elde

etmek acisindan gereklidir.

BD alan denklemlerini elde etmek igin (3.1) eyleminin uzay-zaman geometrisinde gore

S
) sghv

varyasyonu alinarak = 0 ifadesinden,

_8m

1 1 14
Gap = 2T, ™ + 2 (V@@ =3 gap VPV D) + 2 (VuVp® — Gap OP) = 5- gy (3.4)

q;,ab

elde edilir. Burada,

8(y=9) = —5J=99a» 59 (3.5)

ve

5(y=9R) = y=9 (Ras = 39asR) 89 = \=gGup59° (3.6)
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ifadeleri kullanilmistir. Maddenin stres enerji tensorii

Ty ™ = Zro (J=9L™) (3.7)

olarak yazilir.

Diger taraftan sistemin dinamigini tam olarak agiklayabilmek i¢in aksiyon denkleminin
varyasyonunu diger bir degisken olan skaler alana gére de yapmaliyiz. ::—; = 0 ifadesinden

skaler alan denklemini asagidaki gibi elde ederiz.
Cop+R+2veono —L =0 (3.8)
@ @2 ¢ do ' '

Burada o operatorii Laplace-Beltremi Operatoriidiir.  3-boyutlu uzaydaki Laplacien
operatdriine karsilik gelir. Bu durumda (3.4) denklemini g#® ile carparak Ricci skalerini stres
enerji tensoril ve skaler alan cinsinden

2V

— 8Tpm) 4 @y 3o®
R= 22T 4+ V0V 0+ 2242

(3.9)

olarak elde ederiz. (3.8) ve (3.9) denklemlerinden R ifadeleri yok edilirse, skaler alanin dalga

denklemini asagidaki gibi elde edebiliriz,

1 dv
0o = [8nT<m> +o - 2V] . (3.10)

2w+3

Bu ifade bize skaler alanin kaynaginin uzay-zaman igindeki madde ve ayrica skaler potansiyel
oldugunu sdylemektedir. Bu anlamda eger skaler potansiyel yoksa V(®) = 0 ve uzay-zaman
bos TCS,”) = 0 veya sadece elektromagnetik radyasyon ile dolu ise (dort boyutlu uzay-zamanda

elektromagnetik alan stres enerji tensoriiniin izi sifirdir TEM) = 0),
o® =0 (3.11)

sonucu elde edilir ki bu durumda uzay-zamanin icerdigi madde skaler alan i¢in bir kaynak
teskil etmez, bu durumda evren konformal yapidaki madde ile doludur denir. BD teorisinde
konformal madde tanimi, konformal doniisiimler altinda degismezlik 6zelligi gosteren ve
uzayin her yerini homojen olarak doldurmus madde tiirii olarak yapilabilir. Bu tiir uzay-

zamanlarda evreni dolduran skaler alan degisken bir fonksiyondur. Ote yandan genel olarak

28



BD parametresinin w — oo limitinin genel gorelilik limiti oldugu bilinir. Oysaki Oo® = 0
olmast durumunda madde yapisi konformal yapida oldugu icin BD parametresinin bu
degerleri genel gorelilik limiti degildir. Bu tiir uzay-zamanlarda BD parametresini ne kadar
Otelersek oOteleyelim teori yine BD teorisi olarak kalmaya devam edecektir ve baska bir kiitle-
¢ekim teorisine doniismeyecektir (Matsuda 1972) ve (Faraoni 1998). Boyle bir durumda genel
gorelilik limitini elde etmek i¢in skaler alami sabit olarak se¢memiz gerekir. O® # 0
durumunda, madde konformal yapida degildir yani uzay-zaman simetrik yapidaki madde ile
dolu degildir. Bu durumda w parametresinin degismesi BD teorisini bagka bir kiitlegcekim
teorisine doniistiirebilir ve hatta w — oo limiti bu teoriyi GR kiitlegekim teorisine doniistiiriir.
Bu limitin uygulamasi daha sonra (Bolim 4.2) tekrar incelenecektir. Bu iki durumu

matematiksel olarak gdsterelim.

0od® = 0 durumu: (3.9) denkleminden

1 R
VOV d == (3.12)

w
olur. Bu deger (3.4) alan denklemlerinde yerine yazilirsa,

_8m

Gap == T,, ™ +3 (3.13)

® ab

elde edilir. Bu denklem Einstein alan denklemi degildir. Boylece konformal madde dagilimi
olan durumlarda BD teorisi GR teorisine doniismez ve BD teorisi i¢inde kalir. Uzay-zamanin
geometrisi BD teorisi i¢inde bir simetriye sahiptir ve bu simetri BD parametresi w ne kadar

Otelenirse Otelensin kirilamaz (Faraoni 1999).

grT (M
2w+3

od = durumu: (3.9) denkleminden
1 1
VOV, ® o 0 (=) (3.14)
sonucu elde edilir. Bu deger (3.4) denkleminde yerine yazilirsa

8 1
Gap = =T, ™ +0 (;) (3.15)
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elde edilir. Bu esitligin w — oo limitinde, sagdaki ikinci terim sifir olacak ve boylece Einstein
alan denklemleri elde edilecektir. Sonug olarak konformal formda olmayan madde yapilarinda

BD teorisinin simetrisi kirilir ve GR limiti elde edilmis olur.

3.2 Genel Gorelilikte Silindirik Simetrik Sistemler ve Uygulamalari

Bu boliimdeki temel bilgiler Bronnikov, Santos ve Wang'in calismasindan yararlanilarak

sunulmustur.

Silindirik simetrik uzay-zaman ile ilgili ¢alismalar 1919' da Levi-Civita (1919) ile baslamigtir
ve bu c¢alismada silindirik simetrik uzay-zaman i¢in durgun(statik) vakum ¢oztimleri elde
edilmistir. Bu ¢oziimler 1925'de Beck (1925) tarafindan durgun olmayan, zamana baglh
coziimlere genellestirilmis ve silindirik kiitlecekim  dalgalarinin = yayilhimi  ile
iliskilendirilmistir. Bu diisiince daha sonra 1937'de Einstein-Rosen (Einstein ve ark. 1937)
tarafindan tekrar incelenmis ve silindirik simetrik kiitlegekim dalgalarinin tam ¢6ziimleri

incelenmistir.

Genel Gorelilikte teorisinde, uzay-zamanin tekilliklerinin arastirilmasi, kozmik sansiir ve
halka varsayimi (hoop conjecture) problemlerini incelerken uzay-zamanin simetrisini iyi
anlamak olduk¢a 6nemlidir. Ciinkii Einstein alan denklemleri oldukg¢a karmasik ve ¢oziilmesi
kolay olmayan diferansiyel denklemlerden olusmaktadir. Bu anlamda silindirik simetrik uzay-
zaman geometrilerini de anlamak bu ve benzeri konularin  daha iyi anlagilmasini

saglayacaktir.

Silindirik simetrik uzay-zamanlarda caligmalar daha sonra Kibblemin 1976'da topolojik
bozukluklar1 kesfetmesi ile tekrar hiz kazanmistir (Kibble 1976). Bu topolojik defektlerden
olusan kozmik sicimlerin biiyiikk 6l¢ekli evrende kozmik arka alan isimalarinin (CMB)
olusmasinda etkili olabilecegi ongoriilmiistiir. Fakat gozlemsel sonuglar, kozmik arka alan
1simalarinda bu tiir kozmik sicimlerin katkisinin varsa bile ¢ok az oldugunu gostermistir.
Diger taraftan kozmik sicimlerin Biiylik Birlesme Teorilerinde (GUT) simetri kiritlimlari
esnasinda olustugu ve kozmik perturbasyonlarin kaynagi olduklar1 6ne siiriilmiistiir (Bennett

ve ark. 1996, Smoot 1992, Spergel 2007).

Son zamanlarda silindirik simetrik sistemler Sicim/M-Teorisi konusunda tekrar 6nem
kazanmistir. Bu silindirik simetrik yapilar kozmik siipersicimlerdir ve enflasyondan once

olustuklar1 diisliniilmekte ve enflasyondan sonra makroskobik dGlgege gectikleri
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ongoriilmektedir (Copeland ve ark. 2004, Dvali ve ark. 2004). Daha sonraki donemlerde bu
sicimlerin karmasik bir ag olusturduklar1 6ne siirlilmiistiir. Bu sicim agmin en Onemli

sonucunun rastgele kiitlegekim dalgalarinin arka alanini olusturabildikleri diistincesidir (Aasi

2004, Abbott 2016, Stoot ve ark. 2017, Vachaspati ve ark. 1985).

Kiitlegekim dalgalarinin  11/2018 yilindaki gozlemlerinden (Abbott 2018), dalgalarin
gectikleri yerlerdeki izlerinin ve lineer olmayan o&zelliklerinin de incelemenin miimkiin
olabilecegi anlasilmistir (Favata 2010). Kiitlecekim dalgalar1 daha ¢ok diizlemsel simetriye
sahip uzay-zamanli sistemlerde incelenmektedir. Ancak lineer olmayan etkilerinin

incelenmesi i¢in silindirik simetrik geometrilere ihtiya¢ duyulmaktadir (Mishima ve ark.

2017).

Kiitlegekim dalgalarinin lineer olmayan &zelliklerinin yaninda Piran, Safier ve Stark (Piran ve
ark. 1985, Piran ve ark. 1985) tarafindan kesfedilen kiitlegekimsel Faraday donmeleri de
ilging bir ¢alismadir. Bu ¢alismada elektromagnetizmadaki Faraday dénmesi ile ayni1 anoloji
kurularak bir kiitlegekim dalgasinin polarizasyonunun baska bir kiitlegekim dalgasi tarafindan
dondiiriilebilecegi diislincesini Ongormiislerdir. Bu etki kiitlegekim dalgalarinin lineer
olmayan etkilesiminden kaynaklanmaktadir. Faraday donmeleri daha sonra, Maxwell
dalgalar1 (Arafah ve ark. 1990), donen silindirik kiitlegekim dalgalar1 (Pereira ve ark. 2003)
ve son zamanlarda silindirik simetrik kiitlecekimsel soliton dalgalar1 gibi bir ¢ok sisteme

uygulanmigtir.

Genel gorelilikte siklikla farkli geometriler incelenmekte ve olmasi muhtemel heniiz
gozlemlenmemis sistemler i¢in ¢oziimler elde edilmektedir. Bu anlamda giiniimiizde en ilgi
ceken cisimler Wheeler tarafindan ongoriilen solucan delikleridir (Wheeler 1957). Dogada
heniiz  gozlemlenmemis olan bu sistemler silindirik  simetrik  uzay-zaman

konfigiirasyonlarinda sik¢a incelenmektedir (Bronnikov 2016, Bronnikov ve ark. 2019).

Diger taraftan silindirik simetrik uzay-zaman geometrilerin en temel problemi asimptotik
olarak diiz uzay-zamana indirgenememeleridir. En karmagik silindirik simetrik veya eksenel
simetrik sistemler asimptotik olarak L-C uzay-zamanina indirgenmektedir. Bu anlamda daha
cok lokal sistemler icin dngoriilmiis geometrilerdir ve kozmolojide hentiz silindirik simetrik

cisimlere rastlanmamuistir.

31



3.3 N boyutlu Statik Silindirik Simetrik Uzay-Zamanda Brans-Dicke-Maxwell Aksiyonu
ve Alan Denklemlerinin Elde Edilmesi

Uzay-zamanin igerdigi madde sadece elektromagnetik radyasyondan ibaret ise BD
eylem denklemi, Brans-Dicke-Maxwell olarak adlandirilir. Bu eylem denklemi N-boyutta

asagidaki gibi ifade edilir.
S= [d"Vx. /=g (ch — 2,074 — FHUF‘“’) (3.16)

seklinde ifade edilir. Burada @ BD skaler alanmidir ve Newton kiitlegekim sabitinin sabit

PR

olmayip bir skaler alan ile degistigi varsayilir. (3.16) aksiyon denkleminden BD skaler

1
16mGy

alaninin ¢ = biyiikligiine karsilik geldigi soylenebilir. Bu denklemin g#V’ye gore

varyasyonunu alirsak:

S
Sghv

=0 (3.17)
esitliginden BD alan denklemleri

1 1 2
Guo = 22 (Vu®Vy® =2 6,07 PV“D) + 2 (RAD — g VeV @) + 2 (FuF —

1
ZgqualFal) ( 3.18)
seklinde elde edilir.
(3.16) numaral1 aksiyon denkleminin ®’ye gore varyasyonu alinirsa; ;—i =0
w 2w
R= —V,oV® — —0P (3.19)

(3.18) denklemini g*Vile kontrakt edersek:

1

G = Ry — EgHVR (3.20)

1
gt Guv = g#vR;w - Eguvguv R (3.21)
9" Gy =R — - NR (3.22)
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9" Gy = R(1—73) (3.23)

R= 2V,0VF0 — =200 (3.24)

1 1
9" Gy = 25 (9"79, DV, @ — 2 g g, V;OVAD) + = (g9V,V,® — gV g,,,0P) +

2

é(gle/.UlE/ A - igﬂvgquaAFa/l) (3-25)
R(1-%) = 2 (VaoVid — 1N V,0740) + 2 (VV,® — NOb) + 2 (FuFth =2 FoyFet) (3.26)
R(1-3) = 2|(1-3)verie|+ é((1 =) uq)) (3.27)

(3.24) denklemi (3.27) de yerine konulursa @ skaler alan,

N—-4

O = — o T (V-1

Fy FY (3.28)

sonucu elde edilir. Burada N > 4 durumunda elektromanyetik alanin & skaler alaninin
kaynagi oldugu goriilmektedir. Diger taraftan N = 4 i¢in elektromagnetik stres enerji tensorii

skaler alan i¢in bir kaynak gorevi gérmez.

3.4 4 Boyutlu Statik Silindirik Simetrik Uzay-Zamanda Einstein Maxwell Brans-Dicke
Teorisi

Uzay-zamanin geometrisi i¢in 4 boyutlu statik silindirik simetrik uzay-zaman metrigi
ds? = e?(K=U)(—dt? + dr?) + e?Udz? + e 2UW2d¢p? (3.29)
seklinde yazilabilir.

Burada; r,z ve & silindirik simetrik uzaysal koordinatlardir ve t ise zaman koordinatidir.
K,U ve W fonksiyonlari ise radyal (r ye bagl) koordinata bagli fonksiyonlardir. Alan
denklemleri kullanilarak metrik fonksiyonlar1 elde edilecek ve bu geometriyi saglayan uygun

elektromanyetik stres enerji tensorii elde edilecektir.

Bu c¢alisma iki béliimden olusmaktadir. ilk béliimde, manyetik alan azimut agisi
yoniinde tanimlanarak uygun elektromanyetik stres enerji tensorii elde edilecek ve 4 boyutta
alan denklemleri ¢oziilecektir. Ikinci béliimde, radyal dogrultuda elektrik alan tanimlanarak

elektromanyetik alan stres enerji tensorii ve alan denklemlerinin miimkiin ¢6ztimleri elde

33



edilecektir. Daha sonraki kisimda her iki ¢oziim genellestirilerek N boyutlu uzay-zamanda

Mevcut ¢oziimler elde edilecek.

4 boyutlu silindirik simetrik uzay-zaman metrigi matris formunda

—e2K=U) 0 0
G = 8 e;(K_U) 828 % (3.30)
0 0 0 e 2Yw2
seklinde yazilabilir.
Bu durumda metrik tens6riiniin determinanti,
|| = g = =€ OO Wy (3:31)

olur. Bu metrik tensoriinii saglayan Christoffel sembolleri boliim 2.6 ‘da anlatildig gibi elde

edilir ve sifirdan farkli bilesenleri,

;" =K'(r) = U'(r), (3.32)
Tt =K'(r) = U'(r), (3.33)
L " =K'(r)-U'(r), (3.34)
L, =U'(r), (3.35)
r,e® = HOLOWD (3.36)
I, = e 2KO+4UM ' (y), (3.37)
Too" = e KO WE(WEU' (r) = W' (1)). (3.38)

olarak elde edilir.

(3.29) ¢izgi elemanindan elde edilen Einstein tensoriiniin sifirdan farkli bilesenleri asagidaki
gibidir

G, = o210 {Urz _ % n WW} (3.39)
67, = 200 [y - %} (3.40)
G?, = e? UK {U’Z —2U" + K" + WW — %} (3.41)
G = e2U-Py” + K"} (3.42)
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Ricci skaleri ise,

R = —2¢ K020 (' (r)? - EDED 4 k() - U () +50). (343)

ile verilir.

Bu tiir silindirik simetrik uzay-zaman geometrileri i¢in farkli yonlerde manyetik alan vektorii
olan ¢oziimler mevcuttur. Biz bu tezde manyetik alanin azimut agis1 yoniinde ve simetri
ekseni yoniinde oldugu durumlar1 inceleyerek uygun metrik tensér fonksiyonlarini elde
edecegiz. Ilk olarak manyetik alanin azimut agis1 yoniinde oldugu durumlar1 inceleyelim.

3.4.1 4 Boyutlu Uzay-Zamanda Azimut Acis1 Yoniinde Manyetik Alan Brans-Dicke
Coziimleri
Azimut agis1 yoniinde manyetik alan elde etmek i¢in elektromanyetik potansiyel dort vektor
bilesenleri asagidaki gibi secilir
A, = {0,0,f(r),0}. (3.44)

burada vektor potansiyeli A, = f(r) simetri ekseni yoniinde se¢ilmistir. Boylece elektro-
manyetik alan tensori;

E, = 0,A, — 0,A, (3.45)
yararlanarak genel durumda, sifirdan farkl bilesenler,
F, = 0,A, — 0,4, (3.46)

olarak yazilabilir. Burada elektromanyetik potansiyel sadece radyal bilesene bagli oldugundan
9,4, = 0 olur. Boylece

d
Fp= 0.4, = L= B, (3.47)

ile azimut agis1 yoniinde yani agisal yonde manyetik alan elde edilir. Einstein-Maxwell stres
enerji tensori

1
T = 2(FuR? = 3 guFieF*) (3.48)
ifadesi kullanilarak sifirdan farkli bilesenler asagidaki gibi elde edilir.
=2U(r)

1
T,y =-e€
tt 2

1 _
Trr :Ee ZU(T),

Tzz — %B—ZK(rHZU(r)’
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1 _ -
Td)d) :56 2K(r) ZU(T)W(T)Z,

Burada stres enerji tensoriiniin (tt) bileseni (3.48) tanimindan

1 -
To " = 2[FyF?, — 5 (=e2<2VE,F7)| (3.49)

olarak bulunur. Burada elektromanyetik alan tensoriiniin sifirdan farkli bilesenleri,

Fo=f'=4=Bo=—Fn (3.50)
F7 = gllg22p,, (3.51)
FZ = g 2K+2Ugp—2U (3.52)
F'Z = e 2Kf7 (3.53)
elde edilir. Boylece
FaF* =0

F2F** = F F® + E F' + -+ F F" + F,F% 4+ ..+ E, F? + ... = 2f"e~2K (354)
sonuclar1 kullamlarak T, = %e—zu(r) denklemi elde edilir.

Brans-Dicke Alan Denklemleri

4 boyutlu silindirik simetrik uzay-zamanda B-D Einstein Maxwell alan denklemleri (3.18)
denklemleri ile ifade edilmektedir. Azimut agisi yoniinde manyetik alan etkisinde olan
silindirik simetrik sistem i¢in bu alan denkleminin sifirdan farkli bilesenleri, (3.18) numarali

denklemdeki sag tarafta ® skaler alani igeren kisimlar T V(@) olarak adlandirilirsa
W _FH i I
seklinde ifade edilir. Burada,
GHV = T“ v

bagintisinin genel olarak, G*, — T*, =0 yazilmasi uygundur. Alan denklemleri asagidaki

gibidir:

2 2
to_ Tt = 2wk [y _ KWL w” (e v'el Kot w'el we”  o7)]
Ce=Tye=e {U w Tw ) o T we 2902 @ 0, (3.56)
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_ Tt —2U ¢12 ! oy ! 2
Grr—Trr=ez(U_K){—U'2+KW—(e f +U¢_K¢_W¢>+2¢_>}:0’ (3.57)

w ) (o) (o) wod 2 @2
2 2
z _ 7z _ ,2W-K) i _ opn o Wo20'w' (e vl wiel we” @] _
G*,—T%=e {U e T ( Tt e T e e o 0, (3.58)
2 2
— 2 e—szl U'd! w D' o'’

G — T =e2W-y” + K" — (- t——Z———]t=0. 3.59

@ @ @ ® 2 d2 @ ( )

Burada TV, ifadesi skaler potansiyelden ve Maxwell alanlarindan kaynakli stres enerji

tensoriiniin tamamini igermektedir.

(3.56) ve (3.57) denklemleri toplanirsa;

wWrr Wirdr ol -0
w o we ®

(W)

wo =0.

Burada W® = Q dersek
Q"=0. (3.60)
sonucu yazilabilir. (3.60) denklemi integre edildiginde,
Q=017+ Q, (3.61)

elde edilir. Burada Q, ve Qintegral sabitleridir. Islemlerde kolaylik olmas1 agisindan bundan

sonraki kisimda Q; = 0 secilmistir. Diger taraftan (3.56) ve (3.59) toplanirsa

K"y - (@ WW) =0 (3.62)

ifadesi elde edilir. Bu islem integre edilirse ifade basitce

K-Y-a (3.63)

w r

elde edilir. Burada c, integral sabitidir. Maxwell denklerinde akim yogunlugunun sifir oldugu

sistemler igin V,F#*V = 0 ifadesi kullanilarak; (4 boyut i¢in)

eZU

f'=fo — (3.64)
Burada f;, integral sabitidir. Ayrica skaler alan denklemi (3.28) denkleminden
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% @w) = 0 (3.65)
WX
elde edilir. Bu diferansiyel denklemi ¢6zersek genel olarak
O'W = f; = sabit (3.66)
sonucu yazilabilir. Burada f; integral sabitidir.
Coziimler

(3.61), (3.63) ve (3.66) denklemini saglayan metrik fonksiyonlarini asagidaki gibi yazabiliriz
(Baykal ve ark. 2009).

® = por' 7, (3.67)

W = W,rk, (3.68)

K=gqlnr, (3.69)

U= 1/2(p + k — ) Inr — In(1 + c?rP), (3.70)
_ 1t V%

f =+ c(1+c2rp) (3'71)

Burada @, W,, ¢, f, integralden gelen sabit parametrelerdir.
q= i[p2 +2w—1-2k(1+2w) + k2Qw + 3)] (3.72)

Bu ¢oziimler p - —p doniisiimiinde invaryanttir. Bu durumda B-D-M alan ¢oziimleri ve

manyetik alan degeri,

Bo=f=+20 (% (3.73)

(1+c2rp)2

olarak elde edilir.
3.4.2 4 Boyutlu Uzay-Zamanda Radyal Yonde Elektrik Alan Brans -Dicke Coziimleri

Radyal yonde elektrik alan igeren ¢oziimlerde Einstein-Rosen tipi silindirik simetrik metrik
yeterli olmamaktadir. Bu sebeple Weyl tipi koordinatlar1 secerek islem yapmamiz uygun

olacaktir.
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Silindirik simetrik uzay-zamanda Weyl metrigi,
ds? = —e?Vdt? + e2K-V(dr? + dz?) + e 2YW2d P2 (3.74)
seklindedir.

Radyal yondeki elektrik alan ¢oziimlerinde elektromanyetik alan tensoriiniin sifirdan

farkl bilesenleri,
F,. = E(r)dt Adr (3.75)
seklinde tanimlanarak uygun metrik fonksiyonlar1 elde edilir.

Maxwell denklemlerinde akim yogunlugunun sifir oldugu bolgelerde V,F#*¥ = 0 ifadesi

gecerlidir ve metrik fonksiyonlari cinsinden
VR = e 260 [ — 2EU" + 2 ]=0 (3.76)

yazilir. Bu basit diferansiyel denklem ¢oziimiinden radyal yondeki elektrik alani

eZU

E=Eyr

elde edilir. Einstein-Maxwell stres enerji tensoriiniin sifirdan farkli bilesenleri

1
TVH(EM) = guv (F;MEJA - ZgquAaFla) (3-77)
1 _

T oy = —5 € 2KOf(1)? (3.78)
T" = — 2 2KM £(1)2 (3.79)
r(EM) 2 .

1 _
T? yemy =€ KO f (r)? (3.80)
1 _
TCD(D(EM) =3¢ ZK(T)f(r)Z (3.81)

olarak elde edilir. (3.74) ¢izgi elemaninin Einstein tensoriiniin sifirdan farkli bilesenleri

t _ 2w-k) [yp2 _ 20w K"-u"ew"

cese {U wo T w }' (3.82)
— ,2 K/WI

Gr—r = —ez(U K) {U - w }' (383)
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!

_ 2=k) (2 W' KW
G7,=e {U + - } (3.84)

G = 2W-B{y” + K"} (3.85)

olarak elde edilir. B-D alan denklemi

G — 2 (0,90,® — 2 6,,0,P9°D) + 2 (0,0, — g,00,0°®) + 2T7, =0 (386)

H(EM)

olarak yazilir. Bu denklemde G, Einstein tensorii haricinde kalan biitiin kisimlari T#v ile

sembolize ederek metrik fonksiyonlarni elde edecegimiz diferansiyel denklemleri asagidaki

gibi yazariz. Boylece

Gt,— Tt ,= e~ 2K(M+2U() (_ e 2UMrr2 U'(r)? + 20w | U'Me')

@) w(r) @(r)
w@me'r) «d'(r)? " " 3 w' () 3 ")\ _
Woew  2emz K @) +2UT(r) — e = s ) =0 (3.87)

r o _ Jr  _ ,=2K@)+2U() [ _ e 2V (r)? 12 KOW @ K'me'e) | vme'r)
G'y— T r=e ( &(r) +U'(r) w(r) ®(r) @(r)

w' ()@’ (r) wd)’(r)z) —0 (3.88)

W(r)®(r) 2d(r)?

G?, — T? , = =2K(M)+20() (e-“’(”f(r)2 U + K'mw'@) | K'Me'@)  uv'@e'a)

@(r) w(r) @(r) ®(r)
Wiié? - a;:;((r))zz - Mv/v((;) - q;((;)) =0 (3.89)
L — TP = e~ 2K(M)+2U(r) (e_zﬁ# —U'(r)? - U’(;)(T)’(r) _ a;z’((rr))zz —K"(r) -
Q;Ti;) =0 (3.90)
olur.
B-D aksiyon denkleminin skaler alana gore varyasyonundan 4 boyutlu uzay-zamanda
od® =0 (3.91)

bagintis1 elde edilir ve metrik fonksiyonlari cinsinden
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o + ry (3.92)
bulunur, burada
(d'W) =0 (3.93)
yazilarak,
"%
W = o (3.94)

elde edilir. (3.87) —(3.94) diferansiyel denklemleri ¢oziilerek metrik fonksiyonlari asagidaki
gibi elde edilir (Baykal ve ark. 2009).

(1) = por'* (3.95)
W = Wyrk, (3.96)
K=qlnr, (3.97)
U=dinr —In(1-c?rP), (3.98)
burada integral sabitleri

d=-(p+k—1) (3.99)
q = i[p2 +3k2 =2k -1+ 2w(1 — k)?] (3.100)

bu sonuclardan elektrik alan
E(r) = (1_’;@ (3.101)

elde edilir.

Bu uzay-zaman i¢in Ricci skaleri ve Kretschmann skaleri gibi biiyiikliikler hesaplandiginda

tekil noktalarim elde edebiliriz. Ornegin Ricci skaleri,

Ir2_ 2_ —_1)2
B (1—k)2r2[p 2p+3k%—ak+5+2w(1-k)*]

R

(3.102)

(1—-c?rp)2

olarak hesaplanir. Buradan r = ¢ */p ve B-D parametresi w’nin degerine bagli olarak r = 0

da tekil nokta mevcuttur.
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Biz bu boliimde Weyl tipi silindirik simetrik metrik kullanarak radyal yondeki elektrik alan
iceren c¢oziimlerini elde ettik. Bu ¢oziimleri alan denklemlerini bularak elde ettik. Diger
taraftan t - iz, z — it, ¢ — ic donligiimlerini yaparak z-simetri ekseni yoniinde manyetik
alan igeren ¢oziimlere gegebiliriz. Bu doniisiim sonucunda elde ettigimiz geometri Einstein-

Rosen metrigi olur.
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4. BULGULAR ve TARTISMA

4.1.N boyutlu Uzay-Zamanda Brans-Dicke Alan Denklemleri

N boyutlu silindirik simetrik uzay-zaman da metrigimiz

ds? = e?(K=U)(—dt? 4+ dr?) + e?Vdz? + e 2UW?2dd>? +Z§V=5Xi2(dXi)2 (4.2)

ile ifade edilirse azimut a¢is1 yoniinde manyetik alan etkisinde olan (3.44) silindirik simetrik
sistem i¢in bu alan denkleminin sifirdan farkl: bilesenleri

_ : 2 K'w' w! X{ x!  x
Gtt_Ttt:eZ(U By — + A [(’+_+ Z]il e A A [
w X X Xi
_ e—ZUfIZ B U'e! K'®' B w'e' B 2(1:’12 B CD—II _ Ncb;’X_L, 0 (4 2)
2 i . -
(o] 0] 0] wo 2 P 0] P X;

’ ’ N\ y! —2U ¢12
G =TT, =e?W "){—U’Z ew! +2N[<—U’+K’+WW+12N -ﬁ)ﬁ]—<e £

2
ve'  k'e’  w'e'  we” oy x/\|_
@ @ we T2 e Lo Xi)}_o (4.3)
_ _ ,2 " " w' 20'w'! / X’
G%,— T% =e?W K>{U —20" K"+ +2N[( U+ iy me)
X_i” B e—szlz U’(I)’_ W'lb'_etb_'z_(b_”_ NE,XI
xi] ( s T o wd 22 @ X D X; =0 (4.4)
! I " - 12 [
o _ 7P _ ,2(U-K) 12 " N ’ 2 Xi (Xi | _[_e i uve
Gop — Te =€ {U + K" +%; [(U +- 2]¢1X>xi+xi] ( r
2 I
CLANL AN L.
292 @ Lo Xi)} =0 (4.5)
Xi _ FXi _ 2(U-K) )yp? n_u'w 0w, w w1 X\ Xj o x)'
Gyl — Ty = e ){U —U"—==+K +_+21¢i[<w+52k¢1¢lx)x_ X—j]—
e 2Uf? Y’ wo? o
<_T+T_E§‘?>}‘O (4.6)
Burada,
M5 x (4.7)
ve
Q= dWwx (4.8)
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tir.
Q" =0 (4.9)
bu durumda bu iliskiyi ifade eden Qifadesi
Q=07 (4.10)

Benzer sekilde (4.2) ve (4.5) denklemleri toplanirsa,

~ w'\
(QK")' — (QW) =0 (4.11)
bulunur. Bu ifade integre edilirse;
W _ e

olur.

Maxwell denkleminin ¢oziimlerinden dF = 0 ifadesi kullanilarak; (N boyut i¢in)

fr=foss (4.13)
bulunur. Burada f,, integral sabitidir. Ayrica skaler alan denklemi (3.28) denkleminden

(N-4) 2

eV b ,
wx (PWX)' = W—Dr-2w) (4.14)
(4.13) ve (4.16) ¢oziimlerinden;
' _ (N—4)
O'WX = (N_1)+(N_2)f0f + fi (4.15)

bulunur. Bu yontemle, olduk¢a karmagik yapidaki B-D-M alan denklemleri basitlestirilerek

¢oziilmesi kolay diferansiyel denklemler haline getirilmistir.
4.2. N boyutlu Uzay-Zamanda Brans-Dicke Alan Denklemleri Coziimleri

(4.8), (4.9) ve (4.13) denklemini saglayan metrik fonksiyonlarini asagidaki gibi yazabiliriz.

_2(N-4)

® = port (1 + c?rP) on (4.16)
_N-ay Nz,

W = Wor* (1 + c?rP) N3 on (4.17)
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(N-4)
(N-3)

K=qlnr— (1—?)[71(1-&-0274’)
N
_ _ _IV—4- 2..p
U=dinr (1 —wN)ln(1+cr)

1 N-4
X; = X;orli(1+ 027”7’)"’—3(1+ “’N)

_oy [N=2 =92 [P
f=x= N-3 wN(N—3)\/fc(1+cer)+f2+f0

Burada &, Wy, ¢, fo integralden gelen sabit parametrelerdir.

wy =4(N=3)(w+ 1)+ (N —2)

L= ZéV=—41 li’
m2N TN,
p=2d+1—-k

q=dd+1-k+D+Z1-k)?-k(1-k+D+

2

Bu ¢oziimler p - —p bilgisinde invaryanttir. Bu durumda B-D-M alan ¢éziimleri ve

manyetik alan degeri,

_ = 4% N-2 (N4 cpri
Bo=7"=4% V2 WoXo N-3  wyn(N-3) (1+c27P)

(4.13) ve (4.21) denklemleri integre edilirse

_ —cp/Po /E_ (N-4)?
fo=+ V2 WoXo N-3  wy(N-3)

ve boylece

2p(N—-4)
wN

k=1

elde edilir. Bu sonu¢ GR limiti boliimiinde ayrintili olarak incelenecektir. Boylece ¢izgi

eleman1 asagidaki gibi yazilir,
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(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)
(4.23)
(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)



N-4-w

2
2 N
ds? = (r)n=3[r2@-D(—dt? + dr?) + Wirtk-4-Dqp? + ¥ x2r2ldX?| + [G(r)N—4+rid] dz?

(4.30)

N-4
burada G(r) = (1 + czr”)W+1 'dir (Baykal ve ark. 2009). 4 boyutlu uzayda N = 4 yazilirsa
oldukca basit bir ifade elde edilir.

BD vakum ¢ozlimlerinde ¢ = 0 yazilarak
ds? = [r2@=D(—dt? + dr?) + r?24dz? + Wgr2k-4-0do? + ¥, X2 r2id X?| (4.31)
elde edilir. Burada BD skaleri,
b = pyrik (4.32)

dir. Bu c¢oziimler statik silindirik simetrik BD vakum ¢6ziimiiniin  Einstein-Rosen tipi
koordinat sistemindeki ifadesidir (Baykal ve ark. 2010). N = 4 boyut i¢in ¢ = 0 i¢in BD
bosluk ¢6ziimii ( Arazi ve ark. 2000) (4.19) denklemi igin,

ds? = r?2@D(—dt? + dr?) + r2¢dz? + Wgr2*-2-Dde? + ¥ X,2r? dx? (4.33)
® = dyri~*ile k = 1 limitinde Levi-Civita GR (1919) vakum i¢in metrik
ds? = r2@@-D(_qt2 4 dr?) + r2¢dz? + Wir2-dqp? (4.34)
elde edilir. Diger taraftan ¢ # 0 i¢in elektromanyetik alan uzay-zamani biikecektir.

Elektromanyetik potansiyelin bir formu A(r), = f(r)dz, Maxwell ¢ozliimiine gore

g W i .
f(r) = foe?Y < bulunur ve B-D-M ¢6ziimiine gore uzay-zaman metrigi

2
ds? = G(r)v=3[r2@-D(—dt? + dr?) + r24dz? + Wgr2k-4-0qo? + ¥, X2 r2idX?| +

N—4—wN 2
[G(T‘)N_‘H“er_d_l] dq)z (435)
Buradan;
_ % N2 w2 1
f o + \/E N-3 wN(N_S) C(1+C27’p) + f2 (436)
olur.
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Elektromanyetik Lorentz degismezi ile Ricci skaleri

_ _a)2 _oN-2(  N-4
Fp FHY = @, H - afivv(—;fg)] p2c2r=2(+a-p)(1 4 2rP) 2~—3(1+wzv) =2B%>0 (4.37)

ve

N-2 N-4
N—4 5N-14 _ _ —2—\1+———— | (N-4
=221 - B p2ro2ra-d (1 4 27 =) (w—N +c2r?)  (438)

wN

R

bulunur. Burada Kretschmann skalerleri de ( Kirezli 2011) tekillik kosullarinda tipk1 Ricci
skaleri gibi ayn1 degere sahip olur. (4.36) ve (4.37) skaler biiyiikliikklerden uzay-zamanin tekil
noktalarini elde edebiliriz. Burada p parametresinin reel bir say1 ve ¢? nin daima pozitif say1
olmasindan dolay1 1 + c2rPifadesi tekil noktay1 igermez. Diger taraftan r~2(+4-djfadesine
bagl olarak r = 0 noktas1 tekil noktadir. Eger r’nin iizerindeki iistel ifade sifir esitligini

saglarsa bu durumda uzay-zamanin tekilligi ortadan kalkmis olur.
4.3. Genel Rolativistik Limit

GR'a gore daha genel bir kiitlegekim teorisi olan BD teorisinin belli limitlerde, GR kiitlegekim

teorisi ile uyusmasini bekleriz. Bilindigi gibi GR teorisinde Newton kiitlegekim parametresi

sabit bir degerdir ve skaler alan ile bagintis1 kisaca Gy = % seklindedir. Boylece BD
0

teorisinde @ fonksiyonunu sabit say1 yapan degerler GR limiti olarak diisiiniilebilir. Ayrica
genel anlamda, daha 6nce de ifade ettigimiz gibi @ — oo limitinde BD alan denklemleri GR
alan denklemlerine indirgenmektedir. Fakat bu limit degeri her zaman dogru sonug
vermemektedir (Matsuda 1972), (Faraoni 1998). Kiiresel simetrik sistemler i¢in vakum

¢oztimleri (Bhadra ve ark. 2006) ¢alismasinda elde edilmis ve limit degerleri incelenmistir.

Bu tez, hangi durumda w — oo limitinin GR oldugu, hangi durumda olmadigi ayirimini
yapabilmek acisindan giizel bir 6rnektir. Kisaca aciklamak istersek, eger uzay-zaman igindeki
stres enerji tensOriiniin izi sifir ise (T = 0), madde yapisi konformaldir denir. Konformal
madde ile dolu uzayda BD parametresi degisse ve hatta sonsuz bile olsa w = @ — o, BD
teorisi kendi iginde kalir baska bir kiitlecekim teorisine doniismez. Bu konformal madde
tiirleri ya vakum, yada elektromagnetik radyasyondur. Diger taraftan stres enerji tensoriiniin
izi sifir degil ise (T = T* u # 0), konformal degismezlik w — @ — oo, limitinde kirlir ve
teori BD i¢inde kalmaz, bagka kiitlegekim teorilerine doniisebilir ve hatta BD parametresinin

sonsuz oldugu degerde GR kiitlecekim teorisi elde edilir. Kozmolojide kullanilan ideal sivi
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stres enerji tensOrii konformal madde degildir. Sonug olarak, BD alan denklemlerinin GR

limitinin elde edilebilirligi, uzay-zamanin igerdigi madde yapisi ile yakindan ilgilidir.

N boyutlu silindirik simetrik uzay-zamanda BD elektromagnetik ¢oziimlerinin GR limitini

incelemek i¢in 6ncelikle 4 boyutlu durumu inceleyip kiyaslama yapmak daha dogru olacaktir.
4 boyutta silindirik simetrik Einstein-Maxwell BD ¢éziimlerinin GR limiti:

4 boyutlu uzay-zamanda Einstein-Maxwell stres enerji tensoriiniin izi sifirdir, yani
ab
T(EM) = T;(EM) = gabTab = gT (FaCFbc B %gachdFCd) (4-39)

1 1
TEM = gTop = ©(F*Foc ~ 19" gavFeaF **) = 0 (4.40)

elde edilir. Burada indislerde diizenleme yapilmistir ve ayrica dort boyutlu uzay-zamanda

9 gap = 4 oldugu unutulmamalidir. Béylece skaler alan denklemi (3.10)
O =0 (4.41)

olur. Bu sonu¢ w — oo limitinin GR limiti olmayacagini gostermektedir. Madde konformal
yapidadir. Diger taraftan alan denklemlerinin ¢dziilmesinden ® = ¢or'~* degeri elde edilir.
Burada k integral sabitidir ve bir serbest parametredir. Boylece GR limit igin k = 1 degeri
BD skaler alaninin sabit olmasini saglar ve bdylece BD alan denklemleri k = 1 degeri igin

GR alan denklemlerine doniisiir (Baykal ve ark. 2009).
N boyutta silindirik simetrik Einstein-Maxwell BD ¢oziimlerinin GR limiti:

Daha 6nce Bolim (3.1)'de ifade edildigi gibi N boyutlu uzay-zamanda elektromagnetik stres

enerji tensoriiniin 1z1
1 1 1 N
TED = gTy, = =(FFpe =19 gapFeaF) = 2 (1= 5) F*Fpe  (442)
elde edilir burada g*g,, = N'dir ve boylece TEM) = 0 olur. Bu durumda skaler alan

denklemi asagidaki gibidir

_ N-4 v
od = 2[w(N—2)+(N—1)]P;wF . (4.43)

Bu sonuctan da anlagilabilecegi gibi, yiiksek boyutlu uzay-zaman senaryolarinda,

elektromanyetik madde, skaler alan ic¢in bir kaynak gibi davranmaktadir. Einstein Genel
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Gorelilik teorisinde, Kaluza-Klein (KK) teorisi ile benzerlik kurulabilir (Kaluza 1921),
(Einstein 1916), (Klein 1926), (Klein 1926). KK teorisi, bes boyutlu uzay-zamanda skaler
alan iceren elektromagnetik alan ¢éztimlerini dort boyutta kiitlegekimsel etki ile birlestirilmesi
acisindan Onemlidir. Bizim c¢alismamizda benzer olarak, dort boyutlu uzay-zamanda
elektromagnetik stres enerji tensorii konformal madde olmakta ve skaler alan denkleminde
sadece kiitlegekimsel sektor yer almaktadir. Diger taraftan N boyutlu uzay-zamanda simetri
kirilmakta, elektromagnetik etki konformal yapisini kaybetmekte ve skaler alan i¢in kaynak

olmaktadir.

Alan denklemleri ¢oziilerek N boyutlu silindirik simetrik elektro vakum igin skaler alan

_2(N-4)
® = ¢port7F(1 + c?rP) o~ olarak elde edilmisti. Burada k, serbest bir parametre degildir

ZP(N_4) ]
WN

vek=1-

dir. Bu ifadelerden de kolayca anlasilacagi gibi w — oo oldugu durumda

k =1 olmakta ve skaler alan ® = ¢, = sabit olmaktadir ve GR limit elde edilmektedir.
Boylece N > 4 ve w — oo limitlerinde, GR ve k sayilar1 birlikte uyumlu ¢alisir (Kirezli P. ve
ark. 2013). Burada unutulmamalidir ki 4 boyutlu uzay-zamandaki GR limiti ile N boyutlu
uzay-zamandaki GR limitleri ayni sekilde elde edilemez. 4 boyutta madde konformal
yapidadir, w — oo limit ise yaramaz ve serbest parametre olan k = 1 yazilarak GR elde edilir.

Ote yandan N boyutta madde konformal yapida degildir, w — o limitinde GR elde

_ 2p(N-4)

edilmektedir. Tekrar belirmek gerekirse, 4 boyuta indirgenme islemi k=1 "
N

denkleminde basitge N = 4 yazilarak elde edilemez ¢iinkii bu ifade dort boyutlu alan
denklemlerinde mevcut degildir ve dort boyutta k degeri i¢in bir kisitlama yoktur (Ciftci ve
ark. 2015).
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5. SONUC

Bu tez calismasinda oncelikle 4 boyutlu uzay-zamanda Azimut agis1 yoniinde Manyetik alan
Brans-Dicke ¢oziimleri yapilip sonrasinda yine 4 boyutlu uzay-zamanda radyal yonde elektrik
alan Brans-Dicke ¢oziimleri yapildiktan sonra bu ¢aligmalar daha genellestirilerek N boyutta

uzay-zamanda azimut a¢is1 yoniinde manyetik alan Brans-Dicke ¢oziimleri yapilmistir.

Tezin giris boliimiinde literatiir 6zeti ve yapilan bu calismanin 6neminden
bahsedildikten sonra, ikinci boliimde tezin olusmasinda biiyiik 6nem tasiyan kuramsal
temeller ele alinmistir. Genel Gorelilik Teorisinin temel kavrami olan Einstein Alan
Denklemleri ayrintili bir sekilde incelenip, Materyal ve Yontem bolimiinde kullanilacak

Maxwell Elektromanyetik Alan Teorisi ile ilgili ihtiya¢ duyulan temel bilgiler verilmistir.

Tezin tligiincti boliimiinde oncelikle Genel Gorelilik Teorisine alternatif teorilerden biri
olan ve tezimizin ¢oziimleme yontemi Brans-Dicke Teorisi ayrintili bigimde incelenmistir.
Sonrasinda ilk olarak 4 boyutlu statik silindirik simetrik uzay-zamanda Einstein Maxwell
Brans-Dicke Teorisi agiklanmistir. Bu agiklamalarin  fiziksel anlamlari, bulunan
parametrelerin fiziksel yorumlart tartigilmigtir. Burada yapilan ¢oziimler ve tanimlar,
sonrasinda yapilacak uygulamalar igin biliyik Onem tasimaktadir. Bu temel bilgilerin
uygulamasi olarak 4 boyutlu uzay-zamanda azimut agis1 yoniinde manyetik alan Brans-Dicke
coztimleri yapilip ¢ikan matematiksel sonuclarin fiziksel agiklamalar1 yapildiktan sonra, 4
boyutlu uzay-zamanda radyal yonde elektrik alan Brans-Dicke ¢6ziimleri ve incelemeleri

yapilmugtir.

Tezin dordiincii boliimiinde ise 4 boyutta yapilan azimut agis1 yoniinde manyetik alan
Brans-Dicke ¢oziimleri genellestirilerek bu ¢alisgma N boyuta tasimmistir. Cikan sonuglarin
Genel rolativite limitlerine uygun olup olmadigi incelenerek sonuglari tartigilmistir. Bu
konuda c¢alismalar devam etmektedir. Yiiksek boyutlu silindirik simetrik genel gorelilik,
Einstein-Maxwell ¢oziimleri Gibsons ve arkadaslari tarafindan yapilmistir (Gibsons ve ark.

1987, Kirezli ve ark. 2013).
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