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OZET
SIR MODELLERININ REAKSIYON DiFUZYON MODELINE UYARLANMASI
Aylin KAYA

Matematik Anabilim Dali
Yuksek Lisans Tezi
Danisman: Dog. Dr. Zehra PINAR 1ZGi

Gegmisten gilinlimiize, bir¢ok salgm hastalik meydana gelmis ve bu salgin hastaliklar diinya
tarithinde 6nemli rol oynamistir. Bununla birlikte, matematiksel modeller bulasici hastaliklarin
yayllmasmi ve kontroliinii analiz etmede ©Onemli araglar haline gelmistir. Halk sagligi
onlemlerine rehberlik etmek icin Onemli olan bu modeller, salgmlarin epidemiyolojik
ozelliklerinin ve bulagsma mekanizmalarmin anlasilmasina yardimei olur. Aralik 2019°da ortaya
cikan ve devam etmekte olan Covid-19 salgininin da etkisiyle meydana gelen bir salgin
hastaligin etkilerini minimize etme c¢alismalar1 hizla devam etmektedir. Hastaliklarin
yayllmasmi kontrol altma almak ve hastalik analizinin dogru yapilabilmesi amaciyla bu
calismada SIR, SEIR ve SIRS epidemiyolojik modelleri arastirilmis ve bu modellerin ¢éziimleri
incelenmistir. Bu c¢alismanin amaci, s6z konusu epidemiyolojik modellerin matematiksel
Ozelliklerini agiklamak, matematiksel modellemenin epidemiyolojide kullaniminin énemini

vurgulamaktir.

Anahtar Kelimeler: Salgin Hastalik, Epidemiyolojik Modelleme, SIR Modeli, SEIR Modeli,
SIRS Modeli, Reaksiyon-Difiizyon Modeli



ABSTRACT
ADAPTATION OF SIR MODELS TO REACTION DIFFUSION MODEL
Aylin Kaya

Department of Mathematics
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Several epidemics occurred, which plays a vital role in the history of the world from past to
present. Therefore, the mathematical model has been an essential tool to check the spreading
and analysis of diseases. The models that are significant for public health precautions guide the
character of the epidemiological and spreading mechanism. The works have been still
continuing to minimize for the effects of COVID-19 pandemic rapidly, ongoing from December
2019. In this study, SIR, SEIR and SIRS epidemiological models were investigated and the
solutions of these models were examined in order to control the spread of diseases and to
conduct disease analysis correctly. The aim of this study is to explain the mathematical
properties of these epidemiological models and to emphasize the importance of the use of

mathematical modelling in epidemiology.

Keywords: Epidemic Disease, Epidemiological Modelling, SIR Model, SEIR Model, SIRS
Models, Reaction-Diffusion Model
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1. GIRIS

Belirli bir cografi bolgede veya belirli bir popiilasyonda ortaya ¢ikan ve bulasici olabilen
hastaliklar salgin olarak adlandirilir. Bulasici hastalik salginlari, yiizyillar boyunca insanlar igin
en Oliimciil olan 6liim sebeplerinden biri olmustur (Cizelge 1.1). Bdylece insan nufusunun
azalmasina sebep olmus ve diinya tarihinin sekillenmesinde Onemli bir rol oynamistir

(Martcheva, 2015).

12 Aralik 2019°da Cin’in Hubei Eyaleti’ne bagli Wuhan kentinde tespit edilen ve
bulasici bir hastalik olan Covid-19'a neden olan yeni tip korona viriis SARS-CoV-2, yapilan
seyahatler vasitasiyla 182 iilkeye hizla yayildr (Lu vd., 2020; Johns Hopkins Universitesi,
2019). DSO, Covid-19 ismini segerken hastalia neden olan viriisiin tiiriine, korona viriisten
gelen Co ve Vi'ye odaklanarak; D'nin hastaliktan geldigini ve 19'un vakalarm ortaya ¢ikmaya
bagladig1 yili temsil ettigini belirtmistir (Joseph, 2020). Yukarida belirtildigi gibi Covid-19,
SARS-CoV-2’ nin neden oldugu bulasici bir hastaliktir. Hastaligin ilk olarak hayvanlardan
insanlara bulastig1 bilinmektedir (Dhandapani vd., 2020). Nefes darligi, bogaz agrisi, yuksek
ates, Okstiriik, bas agrisi, burun akintisi, kas ve eklem agrisi, halsizlik, koku ve tat alma duyusu
kaybi, ishal gibi belirtilere sahip olan Covid-19, diinya ¢apinda milyonlarca 6liime sebep
olmustur (T.C. Saghk Bakanligi, 2020). Kiimiilatif vakalar ve sebep oldugu tahribat nedeniyle
ciddi bir kuresel tehdit olarak kabul edilmektedir (Ndairou vd., 2020).

Covid-19'un 11 Mart 2020'de Diinya Saglk Orgiitii (WHO) tarafindan pandemi ilan
edilmesinin tizerinden iki yila yakin bir siire gegmesine ragmen, 6liimciill SARS-CoV-2 virlsi
diinya genelinde yasami olumsuz etkilemeye devam ediyor (WHO, 2020). Cogu yerde
genisletilen karantina sartlarina ragmen, sosyal hayat heniiz tam olarak normale donmedi. Son
zamanlarda, Moderna’ nm gelistirdi§i mRNA-1273; Pfizer/BioNTech’ in gelistirdigi
BNT162b2; Janssen (Johnson & Johnson)’ in gelistirdigi Ad26.COV2.S; Oxford/AstraZeneca’
nin gelistirdigi AZD1222; Serum Institute of India’ nin gelistirdigi Covishield; Sinopharm
(Beijing)’ 1n gelistirdigi BBIBP-Corv ve Sinovac’ 1n gelistirdigi CoronaVac asilar1 birgok tilke
tarafindan onaylanmistir (Covid-19 Vaccine Tracker, 2021 ). Diinya iizerinde ¢ogu Ulkede
pandeminin bir an Once kontrol altina alinabilmesi i¢in asilama siireci hizlandirilmaya
calisilirken, SARS-CoV-2 viriisiiniin bulasiciligi artan ¢esitli mutasyonlari sebebiyle Covid-19,

bir halk sagligi sorunu olmaya devam etmektedir.


https://saglik.gov.tr/

Cizelge 1.2. Gegmisten giiniimiize salgmn hastaliklar

GECMISTEN GUNUMUZE SALGINLAR

Salgin
Antonine Vebasi
Justinianus Vebasi

Japon Cigek Hastaligi

Kara Oltim

Cigek Hastalig1

17. yy Biiylik Vebasi
18. yy Biiylik Vebasi
Kolera 6 Salgini
Ucgiincii Veba Salgini
Sarthumma

Rus Gribi

Ispanyol Gribi
HIV/AIDS

SARS

Ebola

MERS

Yili

165-180

541-542

735-737

1347-1351

1520

1600

1700

1817-1923

1855

1800 sonlar1

1889-1890

1918-1919

1981, ginumiz

2002-2003

2014-2016

2015, ginimuz

Olii Sayis1
5 milyon
30-50 milyon

1 milyon

200 milyon
56 milyon

3 milyon

600 bin

1 milyon

12 milyon
100-150 milyon
1 milyon
40-50 milyon
25-35 milyon
770

11000

850



Cizelge 1.2. Gegmisten giiniimiize salgin hastaliklar (devamr)

Covid-19 2019, gunumiz 351.635.821 (Johns Hopkins
Universitesi 24 Ocak 2022

verilerinden alinmigtir)

Salgin hastaliklar, toplumsal isyanlar ve benzeri toplu davranislar yalnizca ayrmtili
modelleme yaklagimlariyla tanimlanabilen karmagik dinamiklere sahiptir. Sonug olarak bu tarz
olaylar1 agiklamak i¢in giivenilir modellerin 6nemi hususunda hi¢ siiphe yoktur. Bununla
birlikte, verilerin yetersiz olmasit s6z konusu olabilir veya bu verilerin deneysel olarak
incelenmesi her zaman kolay olmayabilir. Matematik titiz analizlere, olay dinamiklerini
tanimlamaya ve hipotezleri sayisal deneyler yoluyla test etmeye izin vermesi bakimidan

modelleme alaninda bir¢ok bilgi sunar (Berestycki, Nordmann, ve Rossi, 2020).

Biyolojik bir senaryonun matematiksel bir probleme cevrilmesini gerektiren modelleme

stireci sematik olarak Sekil 1.1° de verilmistir.



Biyolojik Matematiksel
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Sekil 1. 1. Matematiksel modelleme sireci

Bu calismada, SIR, SIRS ve SEIR epidemiyolojik modellerinin yani sira reaksiyon-
difiizyon modeli incelenmis; bu modellerin matematiksel 6zelliklerinden bahsedilmis ve ¢6ziim

yontemleri arastirilmistir.
1.1. Literatur Ozeti

Bu caligmada epidemiyoloji ile matematik arasindaki giderek artan iligkiye dikkat
¢ekilmistir. Epidemiyoloji matematikgilere yeni ve diinya c¢apinda onemli olan konular
saglarken, matematik epidemiyologlar i¢in hastalilarin arastirilmasinda dnemli bir ¢aligma aract

sunar.

Modelin matematiksel olarak anlasilmasmin salginin kontrolii i¢in gerekli oldugu
diisiiniilmektedir. Bu baglamda, SIR modelinin matematiksel 6zellikleri bu ¢aligmada ele
alimmistir. Bu sayede temel salgin modeli olan SIR modelinin incelenmekte olan salgin i¢in
uygun model olup olmadigi net olarak anlasilacaktir. Bununla birlikte, model matematiksel

olarak incelendiginde, epidemiyologlara I, (salgindaki maksimum enfekte birey sayisi)



hakkinda bilgi verir. Ayrica, bir popiilasyonda meydana gelen yeni bir bulasici salgin i¢in
enfekte bireylerin sayisindaki azalmanm yasanacagi zamanm tahminini yapabilme imkani

sunar. Boylelikle, bu salginin popiilasyonu terk etme zamani da 6ngoriilebilir.

SIR modeli, SEIR modeli, SIRS modelinin incelendigi bu c¢alismada ek olarak
reaksiyon-difiizyon denklemleri de ele alinmistir. Bulasict bir hastaligin salgmna doniisiip
doniismeyecegini belirlemeye yarayan, dolayisiyla halk sagligi i¢in oldukc¢a biiyiik bir 6neme
sahip temel lireme sayisi olan R degeri i¢in agiklamalar yapilmistir. Salgin hastaliklar i¢in bir
esik olan R, degerini 1’ in altina diistirmede alinmasi1 gereken kontrol dnlemlerinin hangi
oranda uygulanacaginin belirlenmesinde ¢ok faydahidir. Bu ise, matematiksel epidemiyoloji

alaninda yapilan ¢aligmalara 151k tutacaktir.

Literatiirdeki benzer c¢alismalara ek olarak, bu c¢alismada, reaksiyon-diflizyon
denklemleri ele alinmistir. Bulasici bir hastaligin uzaysal olarak yayiliminin asimptotik oranini

tahmin etmede reaksiyon-difiizyon denklemleri kullanisli olabilir.

Bu calismanm sundugu model dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklem sistem
smifina ait bir modeldir. Bilim insanlar1 tarafindan dogrusal olmayan evrim denklemlerinin
analizi icin ¢esitli yontemler literatiirde yer almaktadir. Son zamanlarda arastirmalarda

kullanilan tanh metodu bu ¢alismada ele alinan metot olmustur.
1.2. Cahsmanin Amaci ve Kapsami

Iki y1l1 askim bir siiredir yasamimiz1 bir¢ok alanda olumsuz etkileyen koronaviriis ile
miicadelede, hastalik kontrol stratejilerinin dogru uygulanmasimnin salgini kontrol altina almada
ne kadar etkili olabilecegini yasayarak 6grenmis olduk. Dogru stratejilerin secilebilmesi,
salginin etkilerinin minimize edilebilmesi ve hastaligm seyri ile ilgili Ongoriilerde
bulunabilmesi i¢in epidemiyolojik modellere ihtiya¢ vardir. Epidemiyolojiyi matematik
cergevesinden inceleyen bu ¢alismanin temel amaci epidemiyolojide matematiksel

modellemenin dnemini vurgulamaktir.

Bu ¢aligmanin girig boliimiinde diinya tarihinde yaganmis olan salgmlara deginilmis ve
bu hususta matematiksel modellemenin 6nemi vurgulanmistir. Epidemiyolojik model tanimai 2.
boliimde yapilmis olup SIR, SEIR ve SIRS modelleri yine ayni bdliimde ele alinmistir. SIR
modelin analizinde ve parametre se¢iminde faydali olacagi diisiiniilen reaksiyon-diflizyon

denklemleri ise yine 2. boliimde islenmistir. 3. boliimde, tanh-metodu tanitilmig ve son olarak



4. boliimde, ele alinan dogrusal olamayan epidemiyolojik modelin tanh metodu ile elde edilmis

olan ¢oztimleri ve bu ¢ozumlerin grafikleri sunulmustur.

Literatirde Riccati denklem metodu olarak yer alan metoda denk olarak kabul

edilebilecek tanh-metodunun, benzer ¢alisma ve arastirmalara faydali olacag diistiniilmektedir.
2. EPIDEMIYOLOJIK MODELLER

Epidemiyoloji, salgin hastaliklarin meydana gelmesine sebep olan veya katkida bulunan
faktorlerin izini slirmek amaciyla, bu hastaliklarin belirli bir bdlgede zaman igerisindeki

yayilmasini inceleyen bir calisma alanidir (Diekmann ve Heesterbeek, 2000).

Epidemiyolojide tedavi ve kontrol programlarinin degerlendirilmesi, planlanmasi,
uygulanmast ve optimize edilmesi amaciyla matematiksel modeller kullanilir. Bu sayede
matematiksel modeller epidemiyolojik aragtirmalari analizine katkida bulunabilir, gerekli ve
onemli olan verileri Onerebilir. Ayrica matematiksel modeller ve simiilasyonlar, nicel
varsayimlar yapmak, teorileri kurmak ve test etmek, parametre degisikliklerine duyarliligi ve
bulasma yollarin1 belirlemek, bulasici hastaliklarin kontroliinii analiz etmek i¢in oldukca
onemli araclardir. Bu nedenle, epidemiyolojik modeller bulasict hastaliklarin yayilmasini

azaltmak, salginlar1 kontrol etmek i¢in yararl olabilir (Hethcote, 2000).

Matematiksel analizler ve modeller daha 6nce komplike gozlemleri basariyla agiklamis
ve bircok Ulkede halk saglig: stratejilerinde merkezi bir rol oynamustir. Uzerinde ¢alisilan
modellerin siirveyans verilerine uyumu hem bilimsel arastirmalara hem de saglik politikasina

katkida bulunmustur (Grassly ve Fraser, 2008).

Epidemiyolojik modeller, hastaligin yayilmasmni etkileyen mekanizmalarin
anlagilmasini saglar ve bu siirecte kontrol stratejileri onerir. Aslinda, modeller genellikle
deneysel verilerde net olmayan davraniglar tanimlar ve ¢cogu zaman veriler tekrarlanamaz
oldugundan olgiim hatalarina tabidir. Ornegin, matematiksel epidemiyolojideki temel
sonuglarin biri, ileri diizeyde heterojenlik iceren modeller de dahil olmak {izere g¢ogu
epidemiyolojik modelin genellikle bir  “esik” davranis1 sergilemesidir. Daha sonra
matematiksel olarak acgiklayacagimiz bu durum epidemiyolojik olarak su sekilde ifade
edilebilir: Temel ilireme sayis1 olarak adlandirilan enfekte bir bireyin hastaligi bulastirdigi

ortalama kisi sayis1 1’ den azsa hastalik sona erer, aksi durumda yani 1’ den fazlaysa salgin



meydana gelir. Yapilan gozlemlerle tutarlilik ve epidemiyolojik modellerle nicelik kazanan bu

onemli bilgi sayesinde bir hastali§in kiiresel bir salgia doniisiip doniismeyecegi saptanabiliyor.

Matematiksel epidemiyoloji tarihindeki ilk bulasict hastalik modeli 1760’da Daniel
Bernoulli tarafindan literatiire kazandirilmistir (Hethcote, 2000). Bu modelle Bernoulli,
yapilacak asilama sonucunda ortalama yasam siiresinin 26 yil 7 aydan 29 yil 9 aya ¢ikacagini
kanitladi. Daha sonra 1906’da Hamer, kizamik salgmini ayrik zaman modeli ile incelemis,
modelde birim zamanda meydana gelen yeni vakalarin duyarh ve enfekte olmus bireylerin
sayisina baglh oldugunu varsaymig ve bu varsayim dogrultusunda modelini formiile etmistir.
(Hamer, 1906). Akabinde Kermack ve McKendrick 1926'dan sonrasinda epidemik modeller
Uzerine makaleler yayimladilar. Makalelerinde kullandiklar1t modellerden duyarli bireylerin
yogunlugunun epidemik esik olarak belirtilen kritik bir degeri asarsa bir salginin meydana

gelecegi sonucuna vardilar (Kermack ve McKendrick, 1991).

Bu calismada yapilan literatiir incelemeleri, bulasict hastalik model kullaniminin hizla
arttigin1 gostermektedir (Becker, 1979; Castillo-Chavez, 1989; Kramer, Kretzschmar ve
Krickeberg, 2010; Hethcote ve Levin, 1989).

Matematiksel epidemiyoloji alaninda kullanilan ¢ogu modelde, hastaligin meydana
geldigi popiilasyon kompartimanlara ayrilmistir (Brauer, Driessche ve Wu, 2008). Modele
eklenecek kompartimanlarin se¢imi, hastaligin 6zelliklerine ve modelin amacina baghdir

(Hethcote, 2000).



2.1. SIR Modeli

Cogu bulasict hastaligin kendine has 6zellikleri oldugundan modele eklenmesi gereken
ozellikler degisiklik gosterebilir. Bulagici hastalik modellemesinin temel amaci, hastaligin
dinamiklerini anlamak ve kontrol yontemlerini 6grenmektir. Bu amagla hazirlanan modeller
acik ve anlasilir olmalidir. Bu nedenle, karmasiklig1 6nlemek i¢in modelde yer almasi gereken
ve ihmal edilebilecek parametreler dogru se¢ilmelidir. SIR modeli, farkli hastaliklar i¢in

parametre degisimine izin veren temel bir modeldir (Allman ve Rhodes, 2004).

SIR modeli, hastaligin yayildigi bolgedeki niifusun 6nemli bir bolimiinii enfekte edip
Oldiirebilen ani salginlar i¢in kullanilir (Bastin, 2018). Bu modelde, hastaligin gorildigi
populasyon ti¢ smifa ayrilir (Sekil 2.1):

S(t,x) (Susceptible/Duyarl): bireyler enfekte degillerdir ve hastaliga kars: duyarhdir,
I(t,x) (Infected/Enfekte(Bulasici)): Enfekte olmus/ enfekte olmus ve bulasici bireyler,

R(t,x) (Removed/lyilesenler): lyilesmis, hastahga karsi bagisikhk kazanmis veya
hastaliktan O6lmiis bireyler (Allman ve Rhodes, 2004; Brauer, Driessche ve Wu, 2008;
Berestycki, Nordmann ve Rossi, 2020). Hastalig1 atlattiktan sonra bu bireyler, artik bulasici
degillerdir. Dolayisiyla hastaligi yayamazlar (Allen, 2008).

Epidemiyolojik modeller, her smifi¢in s6z konusu smifa ait dinamikleri tanimlayan Adi
Diferansiyel Denklem sistemlerinden olusur. Diferansiyel denklemleri tiiretmek amaciyla her
bir smifin zaman igerisindeki degisimi ele alinir. SIR modeli asagida verilen diferansiyel

denklemler sistemidir:

S'(t) = —BIS (2.1)
I'(t) = BIS —y1
R'(t) =yl

SIR modeli ii¢ ana varsayim tistiine kurulmustur:



I.  S,IveR degerlerindeki birey sayisi zamanla degisse bile poptilasyondaki toplam
Kisi sayisin1 sabit tutmak matematiksel olarak daha uygundur. Bu sebeple bitin

t degerleri igin,
S®+I)+R(t) =N (2.2)
esitligi saglanir. Burada; S(t): t anindaki S degeri, I(t): t anindaki I degeri, R(t): t anindaki R

degeri ve N: Toplam kisi sayisi(popiilasyon) seklindedir.

Toplam popiilasyonun sabit olmasi sebebiyle,
N =S"®+I'(t) +R'(t) =0 (2.3)

esitligi elde edilir. Yani toplam popiilasyonun zamana gore degisimi sifirdir.
ii.  Cografik ve sosyal homojenlik s6z konusudur.

iii.  Enfekte olmus bireyler bulasicidir ve hastalik, enfekte ve hastaliga duyarli

bireyler arasindaki temas yoluyla yayilir.

SIR Modeli

1.0+

0.8

o
=]

S(t)
= R(t)

Populasyon

o
s

0.2 1

0.0 1

T
0 20 40 60 80 100
Zaman(Gun)

Sekil 2. 1. S, I ve R kompartimanlarinin zaman icerisindeki degisim grafigi



Sekil 2.1’ de verilen grafik, SO = 0.99, 10 =0.01, RO = 0.0, = 0.5 ve y = 0.1 degerleri
icin S, I ve R kompartimanlarimin zaman igerisindeki degisimini géstermek amaciyla Python

programlama dili kullanilarak ¢izilmistir.

Hastaliga duyarli bir birey bulasici bir bireyle temas kurdugunda, bu duyarli birey belirli
bir olasilikla enfekte olur ve duyarli siniftan bulasici sinifa geger. Duyarli sinif popiilasyonu
birim zamanda, zaman igerisinde enfekte olan bireylerin smif degistirmesiyle azalir. Ayni
zamanda, yeni enfekte olmus bireyler bulasici sinif popiilasyonunu artirir. Duyarl bireylerin

birim zamanda belirli bir hastaliga yakalanma olasiligmi veren kritere insidans denir (T.C.

Saglik Bakanligi, 2020).
BIS vI
DUYARLI ‘ BULASICI ‘ IYILESEN
(SUSCEPTIBLE) ‘ (INFECTED) ‘ (REMOVED)
S I R

Sekil 2. 2. SIR kompartiman modeli akis diyagrami

Bulasici bir bireyin birim zamanda yaptig1 temas sayis1 kN ile gosterilsin. Burada, bir
bulasici bireyin yaptigi temas sayisinin kisi basina temas orani olan k ve toplam populasyonu

temsil eden N ile orantili oldugu varsayilir.

Gergeklesen bir temasin duyarl bir bireyle olma olasilig: %’ dir. Dolayisiyla, kN% =

kS bulasict bir bireyin duyarli bireylerle birim zamanda yaptigi temas sayisidir. Bununla
birlikte, hasta ve saglikli bireyler arasindaki her temas enfeksiyona neden olmayabilir (Allman
ve Rhodes, 2004). Varsayalim ki bulagic1 bir bireyin duyarl bir bireyle temasinin bulagma ile
sonuglanma olasiligi p olsun. O halde, pkS bulasic bir bireyin birim zamanda enfekte ettigi
duyarli birey sayisidir. Burada = pk yazilirsa, IS birim zamanda enfekte olan kisi sayisini
verir. Burada BI enfeksiyon kuvveti, 8 ise bulagma hiz1 sabitidir. Bir Kitle Eylem Yasas1 terimi
olarak kabul edilebilecek olan BIS, homojen olarak karigmis bir popiilasyonda bulasmanin
hastaliga duyarl bireyler ve enfekte olmus bireyler arasindaki temas olasilig1 ile orantili oldugu

varsayimina dayanmaktadir (Berestycki, Nordmann, ve Rossi, 2020).
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2.1.1. SIR Modelinin Matematiksel Ozellikleri

(2.1) modeli bir¢ok karakteristik 6zellige sahiptir. Her t igin S’(t) < 0 oldugundan,
S(0) baslangi¢c kosuluna bagl olarak duyarli bireylerin sayis1t daima azalir. S(t) monoton ve

pozitif oldugundan,
tlim S(t) =S

olur. Tyilesmis, hastahiga kars1 bagisiklik kazanmis veya hastaliktan 61miis bireyler de baslangic
kosuluna bagli olarak monoton bir davranis gosterir. Her ti¢in R'(t) > 0 oldugundan iyilesmis,
hastaliga kars1 bagisiklik kazanmis veya hastaliktan 6lmiis bireylerin sayisi daima artar. Bu

bireylerin sayis1 N ile sinirlandirildigindan ve monoton davranis gosterdiginden,

lim R(t) = R,

t->o0

olur. Diger taraftan, enfekte olmus bireylerin sayis1 6nce maksimum seviyeye ¢ikip sonra sifira
diiserek monoton olmayan bir davranis gosterebilir veya monoton olarak sifira diisebilir.
Prevalansin artmaya baglamasi 1'(0) = (BS(0) — y)I(0) > 0 durumunda gergeklesir. Bu
nedenle, enfekte olmus bireylerin sayisindaki ilk artis i¢in gerek ve yeter kosul BS(0) —y > 0

olmasidir. Bu kosul,

S _ |
Y

seklinde de yazilabilir. Prevalanstaki bu ani artis ve ardindan sifira diisiis, bir salginin klasik bir

modelidir.

Se Ve Ry, limitlerini tanimlamak amaciyla,
S'(t) = —BIS
R'(t) =yl

denklemleri oranlanirsa,
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S’ dS B
RO _dR_ y°

ifadesi elde edilir. Bu denklemin ¢ézimiinden,

By By
S =5(0)e ¥ >S(0)e ¥ >0

olur ve buradan, S., > 0 oldugu sonucuna vartlir. S,, ifadesine salginin son boyutu adi verilir
(Martcheva, 2015).

Burada hastaliga duyarli tiim bireylerin enfekte oldugu ve artik hastaliga kars1 bagisiklik

kazandigi, dolayisiyla salginin devam ettigi soylenebilir.
Eger,
tlirn I(t) =1,=0

ise, salgin sona erer (Sekil 2.2).

Matematiksel olarak tiim parametreler icin tahminde bulunabilmek adina denklem

(2.1)’deki ilk denklemin [0, o) araliginda integrali alinirsa,
f S'(t)dt = —Bf S(HI(t)dt
0 0

S, — S, = -p j SO

. (2.4)
Sy— S, = j S(OI()dt
0

[o¢]

So — S = BSOOJ 1(t)dt
0

elde edilir. Buradaki son esitsizlik I(t)’ nin [0,00) aralifinda integrallenebilir oldugunu

kanitlamis olur. Dolayisiyla %im I(t) = 0’ du.
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Sistemin ¢oziimil i¢in, ilk iki denkleme katilmayan R degiskeni yerine R = N —S — |

yazilarak bu degisken modelin diginda tutulabilir.

I'(t) = BIS — Y1
S'(t) = —BIS

denklemleri oranlanirsa,

elde edilir. Bu esitlik,

ro=(-1+5)%

seklinde diizenlenir ve her tarafin integrali aliirsa

I=—S+XlnS+C

B

ve buradan

Y
I+S—EII’IS:C (25)

olur. Burada C integral sabiti olmak tizere bu esitlik sistemin kapali ¢6ziimiidiir.

Kermack-McKendrick modelinin baslangic kosullar1 S, = S(0) ve I, =1(0)

seklindedir. Ayrica Eim I(t) = 0 olur ve lim S(t) =S, limiti salgin sona erdiginde hastaliga

duyarli bireylerin son durumdaki sayisini verir (Martcheva, 2015).
Yukaridaki esitlik hem (Sy, I,) hem de (S, 0) igin saglanir 6yle ki,

IO +SO _%IHSO = C

olur. Ayrica %im I(t) =0 ve %im S(t) = S oldugundan,
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IO + SO _XlnSO = Soo _Xlnsoo

B B
ve buradan,
Y
IO + SO - Soo = E(IHSO - lnSoo)

esitligi elde edilir. Buradan,

S
In2%

= (2.6)

Y So+lp—Sco

(e

olur. S(t) azalan bir fonksiyon oldugundan S, < S, + [, olur. Kapali ¢6ziim, enfekte olmus

bireylerin sayisinin alacagi maksimum degeri hesaplamaya yardimci olacaktir. I'(t) = 0 iken

S = % olacagindan bu maksimum degerden s6z etmek miimkiin olacaktir.

Y
B

Y

I+S-
B

lnS — IO + SO -3 lnSO

esitliginde S = %’ ifadesi yerine yazilir ve I hari¢ tiim terimler sag tarafa atilirsa,

Imaks:_%-I_%ln%-l_so-l_lo_%lnso (2.7)

elde edilir. Burada I,,,,xs enfekte olmus bireylerin salginda ulasilan maksimum sayis1 olmasi
dolayisiyla salginin siddetini ifade eder. Yeni ortaya ¢ikan bulasict bir hastalik i¢in I,k
tahmininin yapilabilmesi enfekte bireylerin sayisindaki diisiisiin ne zaman yasanacagi

konusunda bilgi verir (Martcheva, 2015).

SIR modelinin dinamiklerini anlamak icin ana denklemler genel olarak (2.8) denklem

sistemi ile ifade edilebilir.

AS == _Bltst,
Al = BISy — v, (2.8)
AR =yl
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Bu denklemlere gore, herhangi bir t aninda eger Al > 0 ise salgin meydana gelir. Eger,
Al < 0 ise bulasicilarin sayis1 artmaz. Bu ise, biiyiik ve etkili bir salgin olmayacagi anlamina

gelir. Bu nedenle,

AT = BILS¢ — I = I (BS¢ — v) (2.9)

ifadesinin isaretinin anlasilmasi1 dnemlidir. Dolayisiyla AI’ nin negatif, sifir veya pozitif olma

durumlarindan hangisini sagladigi belirlenmelidir (Allman & Rhodes, 2004).

Oncelikle (2.8)’de I; = 0 olmas1 durumunda (yani popiilasyonda enfekte olmus bireyler
yoksa) Al = 0 olacagina dikkat edilmelidir. Farz edelim ki I, > 0 olsun. Bu durumda S, —y
ifadesine bagli olarak Al’'nin negatif, sifir veya pozitif olma durumlarindan hangisini sagladigi

belirlenir.

B > 0 oldugundan dolay1 bu durum,

s, <Y = Al<0

B

Y
Si=g = =0 (2.10)

S;>Y = Al>0

B

seklinde yeniden yorumlanabilir. Burada orijinal formiil (2.1)’den, AS < 0 oldugundan S;’nin

artamayacagina dikkat edilmelidir. Bu durumda, biitiin t degerleri i¢in eger Sy < % ise S; < %

olur. Dolayistyla, eger S, < % ise Al < 0 olur ve popiilasyonda hastalik azalir. Bununla birlikte,

So > % olmas1 durumunda popiilasyondaki bulasici bireylerin sayis1 artacak ve salgin meydana

gelecektir (Allman & Rhodes, 2004).

Y
B

arasindaki iliski hastaligin dinamiklerini anlamak agisindan 6neme sahiptir. Sonug olarak,

Bu sebeple, % oram bir esik degeridir. Yukaridaki agiklamada goriildiigi gibi S, ve

duyarl bireylerin baslangi¢ degeri olan S, sayisi ile esik degeri olan % oranimi Karsilastirmak

bir salginin meydana gelip gelmeyecegini belirlemeye yardimci olur.
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B

seklinde yeniden yazilirsa, ayn1 esik davranisi farkli bir agidan yorumlanabilir.

Literatirde,

Ro ==So (2.11)

ifadesi temel lireme sayisi olarak adlandirilir. Eger Ry > 1 ise Al > 0 olur ve salgin meydana
gelir. Bu nedenle, R, sayisi bir salgm i¢in esik degeri temsil eder. Bununla birlikte, hastalik
Onleme ¢abalar1 yalnizca R, < 1 olmasi durumunda etkili olacaktir (Allman & Rhodes, 2004).

Bu nedenle, temel iireme sayisinin halk sagligi agisindan 6nemli bir deger oldugu sdylenebilir.
2.1.2. Demografik Yapih SIR Modeli

Bir hastaligin popiilasyon biiyiikliigiinde dogum ve oliimler gibi 6nemli bir degisiklik
meydana getiremeyecegi kadar kisa bir zamanda gelismesi gibi durumlarda niifus degisikligi
gb6z ard1 edilebilir. Cocuk hastaliklar1 gibi hizli gelisen hastaliklar bu duruma 6rnek olarak
verilebilir. Ote yandan, Hepatit C, HIV ve tiiberkiiloz gibi uzun bir siirece yayilan ve yavas
gelisen hastaliklarda, popiilasyondaki toplam birey sayisi sabit kalmaz. Dolayisiyla bu tiir
hastaliklarda niifus degisikligi goz ardi edilemez.

Insan popiilasyonlarinin bilyiimesini ve degisimini inceleyen bilim dalma demografi
denir (Martcheva, 2015). Demografiyi modele dahil etmek i¢in tiim bireylerin dogustan

hastaliga duyarl olduklarini varsaytyoruz.

SIR model, demografik etkilerin hesaba katilmasi1 durumunda, v dogum oran1 (ya da
ulkeye gelen gog), p ise 6lim orani (ya da iilke digina gb¢) olmak lizere asagidaki sekilde

yeniden duzenlenebilir:

S'(t) = VN — BIS — S, (2.12.(3))
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I'(Y) = BIS — yI — pl,

R'(t) = yI — pR.

(2.12.(b))

(2.12.(c))

Dogum ve 6liim oranlarimin dahil edildigi demografik yapili SIR modeli Sekil 2.3” te

verilen diyagram
WN BIS
DUYARILI ‘ BULASICI
(SUSCEPTIBLE) (INFECTED)
S ‘ I
pS pl

Sekil 2. 3. Demografik yapili SIR modeli akis diyagrami

ile

gosterilmistir.

IYILESEN
(REMOVED)
R

npR

Denklem 2.2° de verilen, toplam popiilasyonun sabit olmasi varsayimimizdan v =

oldugunu kabul edelim. Sistem hastaliksiz denge ve endemik denge olmak iizere iki dengeye

sahiptir. Hastaliks1z denge,

S*=N
["=0
R*=0

seklindedir. Endemik denge ise,
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_y+p ST y+p 1

SETETNT RN R
BN =S) (o~ 1)
BS" B

I*

seklindedir. Burada, endemik dengenin var olabilmesi i¢in S* <N ve I* >0 olmasi

gerekmektedir. Bu ise temel lireme sayis1 igin,

NB

"yt
kosulunun saglanmasi gerektigi anlamina gelir.

Denklem (2.12.(a)) ve Denklem (2.12.(b))’ nin bir (S*, [*) denge noktasindaki Jacobian

matrisi,

[ (—(B[l;l +1) BS*_—B\S/*— )

seklindedir.
Hastaliksiz denge (S* = N, I* = 0) i¢in iki durum s6z konusudur:
i) Eger Ry < 1 = kararly,
i) Eger R, > 1 = karasizdur.

Yalnizca Ry > 1 olmasi durumunda var olan endemik denge igin,

trace(J) = —(BI* + ) = —puR, < 0vedet()) = B2I'S* = u(y+ WRy—1) >0
seklindedir.

Sonug olarak, endemik denge var olmasi durumunda zorunlu olarak kararlidir. Ayrica,
4det()) > (trace()))? = 4u(y + W(Ry — 1) > n2R,>  esitsizligi  saglamyorsa, endemik
denge bir odak noktasidir.

S + I+ R = N olmasi i¢in (yani toplam popiilasyonun sabit olmasi i¢in) v = p oldugu

varsayilir (Bastin, 2018).
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2.2. SEIR Modeli

SEIR modeli, yaygin olarak kullanilan bir baska epidemiyolojik model tiirtidiir. Bu
model adindan da anlasilacagi lizere dort kompartimana ayrilmistir. SIR modeline ek olarak
verilen E (exposed/hastaliga maruz kalanlar) kompartimani, enfekte olmasina ragmen hastaligi

bulastiramayanlar1 igerir. Ayrica bu model E’den I’ya transfer oranmi gosteren ek bir

1 parametresine sahiptir (Bastin, 2018).
BIS nE 71
DUYARLI \ \ HASTALIGA | BULASICI IYILESEN
(SUSCEPTIBLE) ‘ ‘ “?&fg;g{;ﬁ & (INFECTED) | | (REMOVED)
S I R
E |

Sekil 2. 4. SEIR modeli akis diyagram

SEIR modelinde dort kompartiman oldugundan (Sekil 2.4), asagida verilen dort adet

diferansiyel denklem ile matematiksel olarak ifade edilir (Ismail, 2020).

S'(t) = —BIS,
E'(t) = BIS— nE,
I'(t) = nE— v], (2.13)

R'(t) = YL

SIR modelinde oldugu gibi SEIR modeli i¢in de bir esik degerinden séz etmek
miimkiindiir. Bu esik degeri

R, = %(ﬁ) (2.14)

esitligi ile tanimlanmigtir (Bastin, 2018).
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2.3. Gegcici Bagisiklik I¢in Bir Model : SIRS Modeli

Popiilasyondaki bir hastaligin bireylerdeki olusturdugu bagisikligin gegici olmasi
durumunda Kermack-McKendrick modelinde birtakim degisiklikler yapilmasi gerekmektedir.

BIS VI
DUYARLI | BULASICI IYILESEN
(SUSCEPTIBLE) (INFECTED) (REMOVED)
S | I R
oR

Sekil 2. 5. SIRS modeli akis diyagrami

SIR modelinden farkli olarak iyilesmis bir bireyin tekrardan duyarl smifa dahil olmasi
Sekil 2.5’te verilen diyagram ile gosterilmistir. SIR modelinden farkli olarak, SIRS modeline
bagisiklik kaybi oranini temsil eden ek bir parametre dahil edilmistir (Bastin, 2018). SIRS

modelinin denklemleri asagidaki gibidir:

S'(t) = —BIS + &R, (2.15.(a))
I'(t) = BIS — I, (2.15.(b))
R'(t) = yl — 8R. (2.15.(c))

Denklem (2.2)’ deki varsayimimiz, yani toplam popiilasyonun sabit olmasi SIRS modeli

icin de gecerlidir.

Bu sistem, (2.15.(a)), (2.15.(b)) ve (2.15.(c)) denklemlerinin iki olas1 sabit ¢6ziimii olan
iki adet dengeye sahiptir. Bunlardan ilki;

S*=N

["=0
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R*=0

seklindeki hastaliksiz dengedir. Ikincisi ise;

s*=%

L)
i

o)
)

seklindeki endemik dengedir. Burada, endemik dengenin var olabilmesi i¢in paylarin kesinlikle

pozitif olmas1 gerekmektedir. Bu ise,

N
§R0=—>1
Y

kosulunun saglanmasi gerektigi anlamina gelmektedir. Dolayisiyla, SIRS modelinde endemik
bir dengenin varlig1 kosulu ile SIR modelinde bir salgimin meydana gelmesi i¢in gerekli kosul

srtiismektedir (Bastin, 2018).

Sistem yorungelerinin ve denge kararliliginin analizi igin, (2.2) denkleminde R yalniz
birakilir ve elde edilen R = N — S — I ifadesi (2.15.(a)), (2.15.(b)) denklemlerinde yerine

yazilirsa,

S'()=—-BIS+6(N=S-=1)

I'(t) = BIS — I

olur. Bu sistemin bir (S*,1*) denge noktasindaki Jacobian matrisi,

[= (—(BI* +8) —(BS"+ 5))
B (BS™—v)

seklindedir. Eger trace(J) < 0 ve det(J) > 0 ise denge asimptotik olarak kararhidir. Aksi

durumda kararsizdir.
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S* =N, I* = 0 seklindeki hastaliksiz denge durumu igin trace(J) = BN — y— & ve
det(J) = — 8(BN — y) seklindedir.

Sonug olarak eger,

Ry < 1=trace(]) < 0vedet(]) > 0 olur. Dolayisiyla hastaliksiz denge kararhdir,

Ry > 1= det(]) < 0 olur. Dolayisiyla hastaliksiz denge kararsizdir.

Yalnizca R, > 1 olmasi durumunda var olan endemik denge i¢in,

trace(]) = —(BI* + 86) < 0 ve det(J) = BI*(BS* + 6) = BI*(y+ &) >0
seklindedir.

Sonug olarak endemik denge, var olmasi1 durumunda zorunlu olarak kararhdir.
2.4. Vektor Aracihikh Enfeksiyoz Hastalik Modeli

Vektorler, insanlar arasinda veya hayvanlardan insanlara bulasic1 patojenleri
bulagtirabilen canli organizmalardir. Sivrisinek, aedes tiirii sivrisinek(sarthumma sivrisinegi),
culex bazi vektor gesitleridir. Vektor aracilikhi enfeksiyoz hastaliklar, vektorler tarafindan
bulasan parazitler, viriisler ve bakterilerin neden oldugu insan hastaliklaridir. Bu hastaliklar

sitma, dang, sarthumma, Chikungunya gibi sivrisinek kaynakli hastaliklardir (WHO, 2020).

Vektor aracilikli enfeksiyoz hastaliklar, temel SIR modelinin kullanimina uygun olan
hastalik tiirleridir. Bu tiir hastaliklarda, duyarli insanlar bulasic1 sivrisinekler tarafindan
isirildiklarinda parazit tarafindan enfekte olurken, duyarli sivrisinekler bulasici insanlari
isirdiklarinda kendileri enfekte olurlar. Ayrica, iyilesen insanlar genellikle kalici bagisikliga
sahip degildir. insanlar ve sivrisinekler i¢in, bu durumu anlatan SIR modeli kesik ¢izgilerin
insanlar ve sivrisinekler arasindaki karsilikli enfeksiyonlari temsil ettigi Sekil 2.6’ da

gOsterilmistir.
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Sekil 2. 6. Sivrisinek aracilikli hastaliklar icin SIR kompartiman modeli

Yirminci ylizyilin baslarinda Ross ve MacDonald sitmanin dinamiklerinin anlagilmasi
ve sitmayla miicadele yOntemlerinin arastirilmast i¢in bir takim matematiksel modeller

gelistirdi (Martcheva, 2015).

Diger vektor kaynakl hastaliklarda oldugu gibi sitmada da bulagma en az iki tiirii icerir:
vektor ve insan konak. Vektor icin en basit model bir SI modelidir, ¢ctinkl bir kez enfekte olan
vektorlerin ¢ogu iyilesmez. Duyarli bir vektor, a 1sirma orani ve p hastaligin bulagsma orani
olmak Uzere Iy kompartimanindaki bulagict bir insani isirarak enfekte olur. Sy duyarli

vektorleri ve Iy bulasict vektorleri temsil etmek Uzere,
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Sy = VNy — paSyly — pSy

Iy = paSyly — ply (2.16)

dinamik sistemi tanimlanir. Burada vNy vektoriin gogalma orani ve p vektoriin 6liim oranidir.
Sivrisinek gibi vektorler genellikle cok kisa bir yasam dongiisiine sahip olduklarindan
demografiye dahil edilmelidir. Toplam vektor popiilasyon biiyiikliigii olan Ny = Sy + Iy’ nin
dinamikleri ¢6ziimii agik formda elde edilebilen basit bir Ny, = vNy — uNy, lojistik denklemi
ile verilir. Ny = Sy + Iy oldugundan, duyarh vektorlerin sayist enfekte vektorler cinsinden

Sv = Ny — Iy seklinde ifade edilebilir. Boylece (2.16) iki boyutlu denklem sistemi

Iy = pa(Ny — Iy)Iy — ply (2.17)

denklemine indirgenir.

Insanlar i¢in de benzer sekilde bir denklem sistemi elde edilebilir. Insanlar genellikle
hastaliktan kurtulur. Ancak vektor aracilikli enfeksiydz hastaliklari ¢ogunda iyilesme kalici
degildir ve iyilesen kisi tekrardan enfekte olabilir. Sitma gibi diger vektor kaynakli hastaliklar
endemiktir ve modelin insan kismia demografinin dahil edilmesi gereklidir. Chikungunya gibi
vektor kaynakli hastaliklarin bazilar1 ise salgm olarak ortaya ¢ikar ve bu durumda insanlar i¢in
dogum ve dliimler ihmal edilebilir. Bu tiir hastaliklar demografinin dahil edilmedigi SIS modeli
ile incelenebilir. Bulasic1 bir vektér Sy kompartimanindaki duyarli bir insani 1sirdiginda bu
insan enfekte olur. g bulasma oran1 olmak Uzere, enfekte vektorlerin duyarli vektorlerle ayni

hizda 1sirdig1 varsayilirsa

Sy = —qaSyly + vly

I = qaSyly —vly (2.18)

seklinde olur. Toplam insan popiilasyonun biiyiikliigii olan Ny sabittir. ikinci denklemde Sy

yerine Sy = Ny — Iy yazilarak sistem sadelestirilebilir. Boylece (2.18) denklem sistemi,
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Ig = qa(Ng — Ig)ly — vly (2.19)

denklemine indirgenir. Buradan enfekte vektorler ve enfekte insanlar icin,

Iy = pa(Ny — Iy)ly — ply

I = qa(Nyg — I)ly — vl (2.20)

sistemi elde edilir.
2.5. Reaksiyon-Diflzyon Denklemleri

Hastalik yayilimini yoneten temel mekanizmalari anlamak icin kullanilan basit
kompartiman modelleri, uzaysal yayilmanin asimptotik oranini tahmin etmek i¢in reaksiyon-

diflizyon denklemlerine genisletilmistir (Murray, 2003).

Asagida verilen reaksiyon-difizyon denklemleri SIR modelini analiz etmek ve
modeldeki parametreler hakkinda bilgi elde etmek icin kullanisl olacaktir. En basit haliyle SIR

reaksiyon-difiizyon modeli asagidaki sekilde tanimlanabilir:

{atl — d, Al = BIS — 1,
9,S — d,AS = —BIS. (2.21)

Burada d;,d, difiizyon katsayilaridir. Bu denklemde, S ve I kompartimanlari
kullanilarak yeniden uyarlanmis bir SIR modeli elde edilmistir. (2.1)'i genellemeyi amaclayan
Reaksiyon-Difiizyon sistemlerinin sinifi, S ve I kompartimanlar1 kullanilarak uyarlanmis ve

genel formu ile asagida verilmistir:

I, — d, Al = &(1,S),
S, — d,AS = (1, ), (2.22)
I(x,0) =1,(%),S(x,0) = S,,.
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Burada @ ve W reaksiyon terimleridir. Popiilasyonda bir salgin hastaligin goriilmedigi
sakin bir donemde I = 0’ dir. Sy ise duyarli bireylerin bu dénemdeki temel degerini verir.
Hastaliks1z sakin bir donemde sistemin dengede oldugu varsayilirsa I = 0 ve S = S;, bu sistem
icin denge durumu olur. Bu degerlere bagh olarak denge durumu ®(0,S,) = ¥(0,S,) =0
seklinde olur. Ayrica, I = 0 iken Sy (2.21)’ in ikinci denklemi i¢in zayif kararl bir durumdur.
Yani,

e EgerS<S, ise ¥(0,S)=0

(2.23)
e EgerS=>S,ise ¥(0,S) <0

olur.
(2.22)’ nin ilk denklemindeki & terimi,
@(1,S) = I[r(H(D) — w]

seklinde yazilabilir. Burada f(I) terimi endojen faktorleri (biyolojik-kalitimsal faktorler) temsil
eder. I = 0 iken fpozitiftir ve artmaz. Ornegin, I = 0 iken f(I) = 1 — I igin f(I) = 1 olur. w >
0 parametresi 6z pekistirmenin olmadigi durumlarda I’ nin dogal olarak azalma oranidir. r(S)
terimi ise endojen faktorleri duzenler. r(e)’ nin isaretinin negatif olmadigmni ve arttigini
varsayalim. Bu terim endojen biliylimenin a¢ma-kapama diigmesi olarak diisiiniilebilir
(Berestycki, Nordmann, ve Rossi, 2020). Ornegin, r(*) terimi r(S)=S seklinde lineer olabilir

veya bir sigmoid formunu alabilir dyle ki,

&) =T rewos

olur. Burada 3 > 0 iken a = 0 esik degerdir. & teriminin bu formu, modele daha net bir yorum

katmak ve kolaylik saglamasi amaciyla secilmistir.

Simdi ise (2.22)’nin ikinci denklemindeki W terimini ele alalim. Modelde Se(0,1) ve
So€(0,1) olmak tizere W(1,0) > 0 ve ¥(I,1) < 0 oldugunu varsayalim. O halde W terimi ile

ilgili olarak asagidaki iki 6nemli durumdan bahsedilebilir:
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1. Tensiyon (gerginlik) onleyici durum: 1> 0 ve Se(0,1) i¢in W(I,S) <0’ dir. Bu
durumda popiilasyonda I’ nin aniden ortaya ¢ikisi S’ nin azalmasina neden olur ve § >

0 olmak lizere, W(I,S) = —BIS elde edilir.

2. Tensiyon (gerginlik) artirict durum: I > 0 ve Se(0,1) i¢in ¥(I,S) > 0’ dir. Bu durumda
popiilasyonda I’ nin aniden ortaya ¢ikigit S’ nin artmasina neden olur. Bu ise salginin

ciddiyetinin artacagi anlamina gelmektedir. O halde,
¥(1,S) = I1S(1 - S)
esitligi bu duruma 6rnek gosterilebilir.

Ayrica (2.22) modeli, salgin hastaliklart modelleme ¢aligmalarinda teorik olarak 6nemli

ve gereklidir (Berestycki, Nordmann ve Rossi, 2020).

Bu ¢aligma boyunca asagidaki varsayimlar gecerli olacaktir:

x € R" ve S(x,0) hastaliga duyarli bireylerin seviyesi olmak tizere;
1. d; >0, d; = 0ve w > 0 seklindedir.

2. ¥(0,0), Sy,€(0,1)de zayif kararl bir sifira sahiptir dyle ki;
vSe(0,Sy) icin W(0,S) = 0 ve VSe(Sy, 1) icin ¥(0,S) <0 (2.24)

olur.

3. W(,S) plrizsizdur (smooth) ve S=0 ve S=1" deki sattirasyon (doygunluk)

kosullarini saglar dyleki;

VI > 0igin W(1,0) = 0ve ¥(I,1) <0 (2.25)

olur.
4. S, sabit olmak lzere 1,(x) = 0 sinirhidir ve Sy = Sy, dir.

5. f(0) > 0 icin f(I), [0,4-c0) araliginda piiriizsiiz ve artmayan bir fonksiyondur.
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6. r(S), (0,1) araliginda piirlizsiiz, negatif olmayan ve artan bir fonksiyondur.

7. r(0) < % < r(1) seklindedir. Buradan

S,=r1"" (f(%) €(0,1) (2.26)

olarak tanimlanir.
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3. METOT

Dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemler, akiskanlar dinamigi, plazma fizigi,
kat1 mekanik ve kuantum alan teorisi gibi ¢ok cesitli fiziksel problemlerde ortaya cikar.
Dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklem sistemleri ile kimyasal ve biyolojik
uygulamalarda da karsilagilmaktadir ki tezde ele aldigimiz model bu smifa aittir. Dogrusal
olmayan dalga denklemleri ve soliton kavrami, uygulamali bilimler alaninda dikkate deger
basarilar saglamistir. Dogrusal olmayan dalga denklemlerinden elde edilen ¢6ziimler, dogrusal
dalga denklemlerinin ¢6ziimlerinden farklidir (Drazin ve Johnson, 1996; Goktas ve Hereman,
1997; Debnath 2005; Wazwaz, 2009).

Dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini elde etmek igin
kullanilan yontemler arasinda karakteristikler yontemi ve varyasyon ilkesi gibi birkag
geleneksel yontemin olduguna dikkat etmek oOnemlidir. Ayrica, dogrusal olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin, 6zellikle ¢6ziimlerin tekligi ve kararliligini incelemek kolay degildir.
Dogrusal kismi diferansiyel denklemler icin kullandigimiz siiperpozisyon ilkesinin dogrusal
olmayan kismi diferansiyel denklemlere uygulanamayacagini bilinmektedir. Bu nedenle,
dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemler i¢in sayisal ¢éziimler ya da yaklasik ¢oziimler
olusturulur. Kismi diferansiyel denklemler i¢in analitik ¢oziimlerin belirlenmesi i¢in genel bir

yontemin geleneksel yontemler arasinda bulunmadigi iyi bilinmektedir.

Literatiirde, arastirmacilar tarafindan dogrusal olmayan evrim denklemlerini analiz
etmek icin genellikle cesitli farkli yontemler kullanilmaktadir. Dogrusal olmayan evrim
denklemlerinin tiim tiirleri i¢in kullanilabilecek tek bir yontem yoktur. Tekli soliton ¢Ozimleri
icin, pseudo- spektral yontem, ters sagilma (inverse-scattering) yontemi (Drazin ve Johnson,
1996), Hirota'nin bilineer yontemi (Hirota,2004), kesilmis Painlevé genislemesi, B acklund
doniistiirme yontemi, homojen denge yontemi, projektif Riccati denklemi, yardimci denklem
metodu, Jacobi eliptik fonksiyonlar yontemi gibi ¢esitli yontemler kullanilmistir. Bu yontemler
hakkinda pek ¢ok bilgi ve ayrint: literatiirde yer almaktadir. Bununla birlikte, tanh yontemi
(Malfliet, 1992; Wazwaz, 2009), tanh-coth ydntemi, siniis-kosinis yontemi, exp-fonksiyon
yontemi ve Bernoulli yaklasim metodu ve benzeri metotlarin da giiclii yontemler oldugu
kanitlanmistir ve bu nedenle son zamanlarda bircok arastirma calismalarinda yogun olarak
kullanilmaktadir. Bu yontemler kullanilarak elde edilen ¢ozlimler analitik olup solitary dalgalar

ve solitonlar, gezen dalga ¢o6zumleri, periyodik ¢ozimler, king dalga ¢6zumleri, peakonlar,
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compactonlar, cusponlar ve benzeri ¢Oziimler olarak adlandirilmaktadir. Bu ¢6ziimlerden

bazilarini kisaca agiklayalim.

Hareket eden dalga, ortamin dalganin orantili oldugu yonde hareket ettigi bir dalgadir.
Dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin ¢aligmasinda, dalgalarin u(x,t) = f(x — ct)
formunda temsil edildigi, u(x,t), c < 0 veya ¢ > 0 olmasina gore sirasiyla negatif veya pozitif
x yoniinde hareket eden bir bozuklugu temsil eden hareketli dalgalar ortaya ¢ikar. Eger u(x,t)
¢oziimii sadece kismi diferansiyel denklemlerin iki koordinati arasindaki farka bagliysa, ¢oziim

tam seklini korur ve bu nedenle solitary dalgalar olarak adlandirilir.

Solitary dalga, § = —oo 'daki asimptotik durumdan § = oo 'daki diger asimptotik duruma
gecisi & (€ = x — ct, c dalga hizi)'de lokalizedir. Hereman (2009) soliter dalgayi, tutarliligini
koruyan, sonlu bir genlige sahip olan ve sabit hizda ve sabit bir bi¢imde yayilan lokalize bir
yergekimi dalgas1 olarak tanimmlamistir. Solitonlar bir¢ok fiziksel fenomende bulunur.
Solitonlar, fiziksel sistemleri tanimlayan zayif bir sekilde dogrusal olmayan daginik kismi
diferansiyel denklemlerin yaygin bir sinifinin ¢éziimleri olarak ortaya ¢ikar. Solitonlar, elastik
sacilma oOzelligine sahip solitary dalgalardir. Solitonlar birbirleriyle carpistiktan sonra

sekillerini ve hizlarini korurlar.

Fiziksel literatiirde solitary dalgalar1 ve solitonlar arasindaki fark bulaniktir. Solitary
dalgalar, ayirict ve dagitict ortamdaki dalga siireclerini tanimlayan dogrusal olmayan evrim
denklemlerinin soliton benzeri ¢Oziimleri olarak tanimlanabilir. Genellikle tek bir soliton
¢oziimiine solitary dalga olarak atifta bulunulur, ancak bir ¢6ziimde birden fazla soliton

goriindiigiinde bunlara solitonlar denir (Drazin ve Johnson, 1996).

Solitonlar, ortamdaki dogrusal olmayan ve dagitici etkiler arasindaki hassas dengeden
kaynaklanir. Solitonlar ya sech? ¢an seklinde ya da biikiilme (kink) seklinde gériiniir. Soliton,
parcacik benzeri bir karaktere sahiptir ve bir ¢arpismada kimliklerini korur. Bir solitonun kesin
bir tanimin1 bulmak kolay degildir. Bununla birlikte, Drazin vd., (1996) bir solitonu, dogrusal

olmayan bir denklemin (veya bir sistemin) herhangi bir ¢6ziimii olarak tanimlamustir:

I. Kalic1 formun solitary dalgasidir,
ii. Sonsuzda bozunacak veya bir sabite yaklasacak sekilde yerellestirilmistir,
iii. Diger solitonlarla gii¢lii bir sekilde etkilesime girebilir ve kimligini koruyabilir,

Iv. Dogrusal olmayan ve dagitici etkiler arasindaki hassas dengeden kaynaklanir.
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Gergek dogrusal olmama ve dagilim arasindaki hassas etkilesim, compaktona yol acar:
iistel kanatlar1t olmayan kompakt destege sahip soliton. Solitonlar analitik ¢oziimlerdir,
Compactonlar ise analitik olmayan ¢dziimlerdir. Compactonin kenarindaki analitik olmayan
noktalar, diferansiyel denklemler icin gergek dogrusal olmayan noktalara karsilik gelir.
Compactonlar, diger compactonlarla ¢arpistiktan sonra ayni tutarl sekil ile yeniden ortaya

ciktiklarinda elastik ¢arpisma sergilerler.

Solitary dalgalar, biiylik mesafelerde asimptotik olarak sifir olan, sabit hiz ve sekilde
hareket eden lokalize hareket eden dalgalardir. Solitonlar, 6zel tiir solitary dalgalardir. Soliton
¢0zimi uzamsal olarak yerellestirilmis ¢6ziimdiir, dolayisiyla u’(€), u’' (&) ve u'”’(§) — 0,
§ — +o0o, &£ = x — ct. Solitonlar, diger solitonlarla etkilesime girdiginde kimligini korudugu

icin dikkate deger bir soliton 6zelligine sahiptir.
Periyodik ¢6ziimler, cos(x — t) gibi periyodik olan hareketli dalga ¢dziimleridir.

Kink dalgalari, bir asimptotik durumdan digerine yiikselen veya algalan hareket eden

dalgalardir. Biikiilme (Kink) ¢6ziimii sonsuzda bir sabite yaklasir.

Peakonlar, doruga sahip tek dalga ¢éziimleridir. Bu durumda, hareket eden dalga
¢cOzilimleri, tepesinin bir kosesindeki tepe disinda piiriizsiizdiir. Peakonlar, uzaysal tiirevlerin
isaret degistirdigi noktalardir, boylece tepe noktalari, u(x,t) ¢dziminin birinci tiirevinde sonlu
bir sigramaya sahiptir. Bu, Peakonlar x -tlirevinde stireksizliklere sahip oldugu, ancak her iki
tarafl1 tiirevin var oldugu ve yalnizca bir isaretle farklilik gosterdigi anlamina gelir (Wazwaz,
2006). Peakonlar, etkilesimden sonra sekillerini ve hizlarini koruyan solitonlardir. Parkes ve
Vakhnenko (2005) ve Wazwaz (2006) tarafindan Peakonlar arastirilmis, periyodik peakonlar

ve listel bozunmali peakonlar olarak siniflandirilmastir.

Cuspons, ¢oziimiin tepelerinde sivri uglar sergiledigi diger soliton formlaridir. Tepe
noktasindaki tlirevlerin yalnizca bir isaret ile farklilik gésterdigi peakonlarin aksine, cusponun

dorugundaki tlirevin sigramasiyla birbirinden ayrilir.

Compacton, her bir compacton sonlu bir ¢ekirdekle sinirli bir soliton olacak sekilde
kompakt uzaysal destege sahip yeni bir soliton smifidir. Compactonlar, diger compactonlarla
carpistiktan sonra ayni tutarh sekille yeniden ortaya ¢ikan olaganiistii soliton 6zelligine sahip

tek dalgalarla tanimlanir (Rosenau ve Hyman, 1993).

Simdiye kadar compactons i¢in verilen tanimlar sunlardir:
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I compactonlar, sinirl dalga boyuna sahip solitonlardir;
ii. compactonlar, kompakt destekli solitary dalgalardir;
i, compactonlar, iistel kuyruklar1 olmayan solitonlardir;
iv. compactonlar, sonsuz kanatlarin yokluguyla karakterize edilen solitonlardir;

V. compactons saglam soliton benzeri ¢oziimlerdir.

Bu ¢alismadaki ana yontem, dogrusal olmayan epidemiyolojik model i¢in tanh metodu

olacaktir.
3.1. Tanh-Metodu

Tanh metodu, Malfliet (1992) ve Hereman (1996) tarafindan gelistirilmistir.

P(x, t, U, Uy, Uy, Uyy, Uxg, Uyy, ) = 0 kismi diferansiyel denklemi § =x—ct, c # 0
dalga dontistimii kullanilarak Q(E, U, Ug, Ugg, ) = 0 adi diferansiyel denklemine indirgenir.

Eger indergenmis adi diferansiyel denklem integre edilebilirse, &’ye gore integre edilir ve

integral sabiti sifir kabul edilir.

Tanh yonteminin ana fikri, ylrtyen dalga ¢céztimlerinin tanh fonksiyonu cinsinden ifade
edilebilecegi varsayimma dayanmaktadir; yani yeni bagimsiz degisken & olmak Uzere, z(§) =

tanh (&) tanimlanmaktadir ve tiim tiirevlerde z(€) = z cinsinden ifade edilmektedir:

z = tanh(g) (3.1.1(a))
7' =1— 27 (3.1.1(b))
2" = —27 + 223 (3.1.1(c))
2" = —2 + 822 — 62* (3.1.1(d))
z® = 16z — 4023 + 24z° (3.1.1(e))
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Diferansiyel denklemin ¢ozumu,

N

u® =5 = ) a7 (3.2

i=0

sonlu acilimi olarak kabul edilir, burada N pozitif tamsay1 olup denklemdeki en yiiksek
mertebeden lineer terimler ile en yiksek mertebeden nonlineer terimlerin dengesiyle elde
edilmektedir. Denklem (3.1.2), indirgenmis adi diferansiyel denklemde yerine yazildiginda
u(®) =z ’nin kuvvetlerini igeren cebirsel denklem elde edilir. z’nin tiim kuvvetlerinin

katsayilarini sifira esitleyerek a;, ¢ parametrelerini iceren cebirsel denklem sistemi elde edilir.

Cebirsel denklem sisteminin ¢ozimi olarak elde edilen parametreler ve & =x —ct

Denklem (3.1.2)° de yerine yazilarak u(x, t) kapali formunda analitik ¢6ziim elde edilir.

Ayrica, Denklem (3.1.1(b)) diferansiyel denklemi Riccati diferansiyel denklemi olarak
bilinmektedir ve literatiirde Riccati denklem metodu olarak yer almaktadir. Boylece Riccati

denklem metodu ile tanh-metodu birbirine denk metotlar olarak kabul edilebilir.
4. SONUC VE ONERILER

Bu boliimde, ele aldigimiz dogrusal olmayan epidemiyolojik modelin pandeminin farkli

fazlar1 i¢in tanh metodu ile elde edilen analitik ¢6ziimleri ve grafik yorumlar1 verilecektir.

Genel olarak modelimiz,

{ut —d;Au = ¢(u,v)
vi — d,Av = §i(u,v) (4.1)

olup burada d; > 0, d, = 0 diflizyon katsayilaridir ve ¢(u, v), (u, v) reaksiyon terimleridir.

é(u,v) = u(r(v)f(u) — w) olarak tanimlanmustir. Burada f(u) i¢ etken terimi olup satiirasyon
mekanizmasina karsilik gelmektedir, r(v) i¢ etken diizenleyici olarak gerginlik aktivasyonunu

modeller, w > 0 ise dogal rahatlama katsayisini ifade etmektedir.
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4.1. Gerginligi Engelleyen Durum

Denklem (4.1), f(u) =1, r(v) =v ve ¢(u,v) = —Buv, B > 0 fonksiyonlariyla ele
alindiginda gerginlik engelleyici duruma karsilik gelen model elde edilmektedir. Bu durumun
tam ¢oziimleri bir onceki boliimde ele aldigimiz tanh- metodu ile elde edilmistir. Cozim

kiimeleri agagida verilmistir:

1) uix) = (12€3d;tanh(C; + Cox — C,ty/=30Bd;) — 6C,y/~3wpd;tanh(C; +
Cox — Coty—3wpd;) — 4c§d1)

2
v(x,t) = —6C2d,tanh(C; + C,x — C,t,/—3whd;) + 6C2dy, d; = 23&

2
2) u(xt) = i (12C§d1tanh(C1 + Cx + Cot/—3wBd; ) + 6C,,/—3wpd;tanh(C, +
Cox + Coty/—3wBd,; ) — 4C§d1)
2
v(x,t) = —6C3d;tanh(C, + Cx + Cot,/=3wpd;) + 6C3d,, d, =2

Bu cOzlimlere karsilik gelen grafikler d, =1, C, =0, C, = —-0.1,

B = —0.3, w = 0.1 degerleri i¢in swrasiyla t = 10, t = 30 ve t = 50 zamanlarinda verilmistir.

Sekil 4. 1. Swasiyla t = 10, t = 30 ve t = 50 zamanlarinda (1) ¢dziimlerine karsilik gelen
grafik gosterilimler

4.2. Gerginligi Artiran Durum

Denklem (4.1), f(u) =a—u, r(v) =v ve Y(u,v) = uv(b — v) fonksiyonlariyla ele

alindiginda gerginlik artiran duruma karsilik gelen model elde edilmektedir. Bu durumun tam
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¢oziimleri bir 6nceki boliimde ele aldigimiz tanh- metodu ile elde edilmistir. C6ziim kiimesi

asagida verilmistir:

J—2d1b
::1tanh(——32;bt+X 4-2C111 a+C1) 3a
u(X) t) = 2 + ?;

btanh(——Sabt+X‘ —2diba C

o ) SRR
2 2’ 2 L

vix,t) = —

Bu ¢cOzlimlere karsilik gelen grafikler d, =1, C, =0, C, = —0.1,

b = 0.2, a = 0.1 degerleri i¢in sirastyla t = 0, t = 30 ve t = 50 zamanlarinda verilmistir.

Sekil 4. 2. Swrasiyla t=0, t=30 ve t=50 zamanlarinda (1) ¢oziimlerine karsilik gelen grafik
gosterilimler

4. 3. Tasimm-Reaksiyon-Diflizyon Denklemi

Denklem (4.1) sadece reaksiyon ve diflizyon terimlerini icermektedir. Bu terimlere ek
olarak tasimmm (advection) terimi eklenerek model modifiye edilmistir. f(u) =1, r(v) =v

ve Y(u,v) = uv, kabul edilerek,

{ut —djuy, + cuy = u(v— w) 4.2)

Vi — dyvyy +Cvy = uv

yazilabilir. Burada cuy ve cv, tasinim terimleri, c ise tasinim katsayisidir. Bu sayede literatiire

yeni bir denklem kazandirilmistir. Tanh metodu ile elde edilen ¢6ziimler asagida verilmistir:
2
1) u(x,t) = —9d, C2 (tanh (sz +C + Czt(—c - 3—“2‘“‘”)) - 1), d, = %
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2
v(x,t) = —6d, C3 (tanh (sz +C, + Gyt (_c — 3_\/—2‘11“’» _ é) _

2

3C,/—2d, wtanh (sz +Cy + Gyt (—c - 3—V‘2d‘°)> +w

2

2
2) u(x,©) = —9d, C2 (tanh (czx 4G+ Czt(—c + 3—“2”)) - 1), d, =34

3

2
v(x t) = —6d; C5 (tanh <C2X +Cy + Gyt (_C + 3_\/‘20‘1‘”)> _ 1) _
2

3C,/—2d,wtanh <C2X +Cy + Cyt (—c + 3—“‘“‘“")) + o

Bu coziimlere karsilik gelen grafikler
d=1,C =0,C,=0.1,c=1, w=0.001 degerleri i¢in sirastyla t = 0, t = 30 ve t = 50

zamanlarinda verilmistir.

0.05 0.06

0.02 0.024

Sekil 4. 3. Sirastyla t=0, t=30 ve t=50 zamanlarinda (1) ¢éziimlerine karsilik gelen grafik
gosterilimler
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