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1.GIRIS

17. ylizyilin baslarinda, diferansiyel ve integral kavramlarinin Leibnitz ve Newton
tarafindan ortaya atilmasiyla birlikte “Diferansiyel Denklemler” matematigin belki de
glinlimiize kadar en ¢ok arastirilan bilim dali olmustur.

Ik defa 1676’da Leibnitz tarafindan kullanilan “Diferansiyel Denklem” bagimli
degiskeni ve bir ya da daha fazla sayida bagimsiz degiskene gore tiirevlerini igeren bir
denklemi ifade eder. Dogadaki olaylar1 agiklamak i¢in en etkin sistematik yol “diferansiyel
denklem” dilini kullanmaktir. Astronomi, miithendislik, ekonomi, fizik, kimya, biyoloji ve
diger pek ¢ok uygulamali bilimler diferansiyel denklemlerin 6nemli uygulama alanlaridir.

Dogal olaylarda da, degiskenler ve bunlarin birbirine gore degisim hizlar1 olay1
yoneten bazi temel yasalarla baglidirlar. iste bu yasalar matematiksel sembollerle yazildiginda
sonug ¢ogu zaman bir diferansiyel denklemdir.

Diferansiyel denklemler, bir noktadaki fonksiyon degerlerinin verildigi ve baslangic
degerler olarak adlandirilan Baglangic Deger Problemleri ve ayri noktalarda degerlerin
verildigi Sinir Deger Problemleri olarak iki farkli formda incelenir. Baslangic Deger
Problemleri tizerindeki ¢alismalar 19. Yiizyilin i¢inde sonlandirilmis ve sonuglari lisans ders
kitaplarinda yer almistir.

20. ylizy1l boyunca yari lineer sinir deger problemleri incelenmis

{Lu+ f(u)=h(x) ,xeQ (1.1)

Bu=0 ,XeoQ

problemi iizerinde g¢alisilmig, f ile h fonksiyonlar1 iizerine konulan uygun kosullarla,
problemin ¢éziimii oldugu gosterilmistir. Genel olarak bakildiginda, f iizerine konulmus iki
tiir non-lineerite vardir; ilki f'(u) degerinin, lineer siir deger probleminin 6zdegerlerinden
uzak olma hali ve digeri f’(u) degerinin lineer probleminin Lu+ Au =0; Bu =0 6zdegerleri

ile ¢akistig1 rezonans durumu. Ilk durum igin varyasyonel yéntemler, derece teorisi, alt- iist
¢cozlimler ya da sabit nokta teoremleri kullanilarak ¢éziimiin varligi gosterilebilir. Ama ikinci

durum igin dikkat edilmelidir. Ciinkii ¢6ziim olmayabilir.



Ozdegerlerden uzak olma halinde en bilindik sonu¢ 1930°da A. Hammerstein
tarafindan elde edilmistir. Hammerstein, L = A alarak Laplasyenin Dirichlet Sinir kosullari ile

ilk 6z degeri A, ve u keyfi sabit olmak iizere eger

f'(u)| < u < A kosulu saglaniyor ise

1.2
u=0 ,xeoQ (12)

{Au + f(u)=h(x),xeQ
siir deger probleminin tek ¢dziime sahip oldugunu, eger f'(—0) <A, f'(+00) <A, kosullart

saglanyorsa, tek olmayan bir ¢6ziim oldugunu gosterdi (Hammerstein, A. 1929).
Non —Rezonans durum i¢in temel sonuglardan biri Lazer ve Leach (1969) tarafindan

elde edilmistir. Lazer ve Leach

(1.3)

{y”+h(x,y,y’)y= f(x,y,y)
y(0)=a,y(7r)=b

siir deger problemi iizerine ¢calismiglar, eger N tam say1 degeri icin
N? <y, <h(X,s,1) <., <(N+1)°

Esitsizliklerini saglayany, ve y,sayilar1 bulunabilirse ve eger h(x,s,r) ve f(x,s,r)

fonksiyonlari [O, 7Z']>< (— 0, oo)x (— oo,oo) iizerinde siirekli ve f smirli ise problemin en az bir
¢Oziimiiniin var oldugunu gostermislerdir (Lazer, Leach 1969).
Non lineerligin 6zdegerlerle ¢akistigi rezonans durumunda ise f wve h

fonksiyonlarmin iizerine konulan farkli kosullarla problemin ¢6ziimii {izerine sonuglar elde
edilmistir.

Bu tip denklemler tizerine ilk sonu¢ Ambrosetti A. ve Prodi G. (1972) tarafindan elde
edildi. 0< f'(—0)< 4, f"(s)>0 ve A < f'(+w) <A, kosullart altinda, ¢ Dirichlet sinir

kosullari ile Laplasyen’in ilk 6zvektorii olmak {izere,

(1.4)

Au+ f(u)=tg +h(x) ,xeQ
u=0, xeoQ

sir deger probleminin t>t,(h,) i¢in iki ¢dziimiiniin var oldugu , t<t, i¢in tek ¢oziimiiniin
var oldugunu gosterdiler (Ambrosetti A. and Prodi G. 1972).
Ikinci 6nemli sonug¢ Kazdan J. ve Warner F. (1975) tarafindan olusturuldu. Onlar daha

genel bir f igin alt ve tist ¢6zlimlerini kullanarak, j hgdx =0 iken,

2



{Au+ f(u)=t4 +h(x) ,xeQ (1.5)

u=0, xeoQ

probleminin t>t, ise en az bir ¢dziimiin var oldugunu, t<t;icin ise ¢dziimiin olmadigini

kanitladilar.

1977 de Cesari ve Kannan ikilisi, g sinirli ise

(1.6)

Au+Au+g(u)=h(x),xeQ
u=0,xeoQ

probleminin ¢6ziimiiniin varligina dair, herhangi bir smirli u, fonksiyonu igin

.[ g (R¢ + ul) Rp>0 kosulunu saglayacak yeterince biiyiik R >0 var olmasi gerektigini
Q

gosterdiler (Cesari ve Kannan 1977).

Aguinaldo L. ve Schmitt u™ (t)=max{-u(t),0 } olmak iizere, p:[0,7]—, siirekli

fonksiyonu J p(s)sinsds <0 kosulunu sagliyorsa herhangi bir & >0 igin
0

u"+u=au +p(t); (1.7)
u(0)=u(x)=0

probleminin bir ¢oziimiiniin oldugunu gosterdiler (Aguinaldo L. ve Schmitt 1978).

Ayni yi1l yapilan bir ¢aligmada, Dancer

Iimsupm< A, < liminf %< el

U—»o0 U U—o0

kosullar1 altinda

{Au + ) =tg +h(x), xeQ (1.8)

u=0 , xeoQd

probleminin t <t, ise ¢dziim olmadigini, t >t; ise en az iki ¢6ziim oldugunu ve t =t ise en az

bir ¢6ziim bulundugunu gosterdi. Dancer bu kanit1 yaparken derece teorisinden yararlandi

(Dancer E. N. 1978).



g(u)—Au=clu/-b fonksiyonu 4, < g'(w) <4, kosulunu sagliyorsa ve A, tek katl

ise, yeterince bilylik s> 0i¢in Lazer ve Mckenna

{Au+g(u)=hl(x)+ssin X, XeQ (1.9)

u(x)=0, xeoQ

probleminin en az 3 farkli ¢oziimiiniin oldugunu gosterdiler (Lazer C.and Mckenna P.
J.1981).

T ‘(s
Ayni ikili 1983’de yaptiklar bir ¢aligmada ise lim SupM <1 olmak tizere, n >1
S

§—>—0

i¢in eger N’ <limg'(s) < (n+1)*kosulu saglaniyorsa yeterince biiyiik t >0 i¢in

S—»o0

(1.10)

u”+g(u) =h(x)+tsinx,
{u(O) =u(z)=0

sinir deger probleminin 2n tane farkli ¢oziimiiniin var oldugunu gosterdiler (Lazer A.C and
Mckenna P. J. 1983).
Kannan ve Otega

{x" +X+9g(x)=p(t) 1.11)

x(0)=0,x(z)=0

problemi tizerine ¢alistilar ve g:[] — [ fonksiyonu pozitif, sinirli, siirekli, g(wo)ve g(—)

limitleri var, Landesman Lazer kosulu sagliyorsa ve yeterince kiicik 6 >0 igin p EC[O, 71]

fonksiyonu < 0 kosullarii sagliyorsa tek ¢oziim igin var oldugunu gosterdiler

[ p®)sintat
0

(Kannan and Otega R 1986).

Siirekli h ve g fonksiyonlari i¢in eger ¢ fonksiyonu sinirli, azalan ve Lipschitz

stirekli ve w e Int(Range g) ise Nieto

Au+g(u)=h(x), xeQ

1.12
a—u:0, X e o ( )
on



Neumann Probleminin ¢éziim kiimesinin bostan farkli oldugunu ve tikiz oldugunu kanitladi

(Nieto 1986)

Nieto (1987) calismasinda, g fonksiyonu artan Landesman Lazer ve Lipshitz

kosullarim sagliyorsa ve |u|> rigin g(u)/u <y <3 ozelligi varsa,

{—u”+u+g(u)=h(x)’0<x<” (1.13)

u(0)=u(r)=0

probleminin ¢oziim kiimesinin tikiz, baglantili ve bos kiimeden farkli oldugunu gosterdi.

(Nieto J 1987)

Yine benzer bir problem igin, g azalmayan fonksiyonu y €(0,3] igin |g(u)| <y |u|+c

kosulunu  sagliyorsa  ve h.,h, fonksiyonlari J: h,(x)sinxdx =0 ve

g(—0)+06 <h,(x) < g(w)—J seklinde segilebilirse,

{u”+u+g(u)=h(x),0<x<7r (1.14)

u(0)=u(x)=0

Dirichlet probleminin en az bir ¢6ziimiiniin var oldugunu goésterdi (Nieto J 1990).

lannacci ve Nkashama g:(0,7)x[] —[1 fonksiyonu g(x,u)Ju>0 ve 0<I'(x)<3,

|u| >r igin, |g(X,u)| <(T(x)+ 0')|u| +b(x) kosulunu sagliyorsa,

{u"+u(X)+g(X,U(X))=h(X) (1.15)

u(0)=u(x)=0

sinir deger probleminin Ih(x)sin xdx =0 kosulunu saglayan en az bir ¢6ziimiiniin oldugunu
0

gosterdiler (lannacci and Nkashama 1989).
h(t,x,,x,) ve f(t,x,X,) strekli fonksiyonlari i¢in eger f smirli ve h fonksiyonu
n’ <a(t) <h(t,x,x,) <b{t)<(n+1)7° , te [0,7[], —00 < X;, X, <o kosulunu sagliyorsa keyfi

a,b reel sayilar1 i¢in Weiguo, Ziting ve Zuhe



{y"+h(t, y.y)y=fty.y) (1.16)

y(0)=a,y(z)=b

problemini incelediler ve problemin [0,7] arahiginda tanimh bir ¢oziimiiniin var oldugunu

gosterdiler. (Weiguo, Ziting, Zuhe 1999)

Bu ¢alisma ii¢ boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde konunun tarihgesi ele alinmistir. Yari lineer eliptik smir deger
problemi {izerine ¢alisan arastirmacilarin, problem {iizerine koyduklari kosullar ve elde
ettikleri sonuclar kronolojik sira ile verilmistir. Yapilan alan taramasinda arastirmacilarin
kullandiklar1 yontemler de incelenerek, ¢aligmalarinin birer 6zeti sunulmaya ¢alisilmistir.

Ikinci béliimde oncelikle kullanilacak tanim ve teoremler bulunmaktadir. Lineer sinir
deger probleminin &zdegerlerinden uzak olma hali ve Ozdegerleri ile ¢akistigi rezonans
durumu kabaca incelenmis, bu iki durum i¢in de orneklere yer verilmistir. Boliim sonunda
Landesman Lazer kosulunu kisaca anlatarak bu konuda 6rneklere yer verilmistir.

Uciincii  boliimde problemin tanitimi sonrasinda, Landesman Lazer kosulunun
saglanmasi iizerine bazi ek kosullar getirilerek problemin ¢6ziimiiniin varligi incelenmistir.
Ilkinde Lipschitz kosulu, ikincisinde Alt Dogrusalliga izin verilerek incelenen problemin en
az bir ¢oziimiinliin var oldugunu soyleyen iki teorem verilmistir. Ayrica, ¢6ziim oldugu
kosulda ise Landesman Lazer kosulunun saglandigini sdyleyen bir teorem ve bu boliimde yer

almaktadir.



2. NOTASYON VE ON BIiLGILER

2.1. Tanmmlar ve Teoremler
2.1.1. Simetrik Operator :

Ikinci mertebeden

2

. 0
L= a (X
a5

+ ibi (x)% 1o(x) (21)

seklinde tanimli L operatorii eger aij(x)zaji(x) 1, J=1..,n kosulunu sagliyorsa

simetriktir, ve bir D kiimesi iginde pozitif sabit x igin

Zn:aij(x)gigj Zluigiz (2.2)

ij=1 i,j=1

esitsizligi biitin X e D ig¢in saglaniyorsa L operatorii D iizerinde diizgiin eliptiktir denir

(KAZDAN 1975).

2.1.2. Lipschitz kosulu : VX, [a,b] icin ‘f (x)— f (y)‘ <k|x—y| olacak bigimde k>0

reel sayis1 varsa f :[a,b]—[a,b] fonksiyonu Lipschitz kosulunu saglar denir (KREYSZIG
1989).

2.1.3. Bolzano-Weierstrass teoremi : [1 *de (dolayisiyla [1" ’de ) sinirli her dizi yakinsak bir
alt diziye sahiptir. (Denk olarak; [ ’de sinirli ve sonsuz elemana sahip bir kiime en az bir
yi1gilma noktasina sahiptir.) (KREYSZIG 1989).

2.1.4. Tikizhk (Kompaktlik) : (X,¢) topolojik uzay ve M <= X olsun. M ’nin her agik
ortiisii sonlu bir alt Ortiiye sahipse M ye kompakt kiime denir. Sonlu boyutlu uzaylarda
kompakt kiimelerin daha acik karakterize edebiliriz. Bolzano-Weierstrass teoreminin sonucu

olarak, sonlu boyutlu normlu bir uzayda (dolayisiyla 0 " de) bir kiimenin kompakt olmasi igin
gerekli ve yeterli kosul kapali ve sinirl olmasidir (KREYSZIG 1989).



2.1.5. Es Siireklilik : X bir topolojik uzay, AcC(X)={f:X —0 : fstrekli} ve xeX

verilsin. Her £>0 igin sup | f(x) - f(y)| <& olacak bi¢imde x’i i¢eren bir U agik
yeU,feA

kiimesi var ise, A kiimesi x noktasinda essiireklidir denir. A kiimesi her X € X noktasinda es

stirekli ise, A ’ya es siireklidir denir (KREYSZI1G1989).

2.1.6. Arzela-Ascoli Teoremi: C[a,b] icindeki siirli ve essiirekli (fn) dizisinin,
C[a,b] ’nin supremum normuna gore sinirlt ve bir yakinsak bir alt dizisi vardir. Dolayisiyla

C[a,b] ‘nin bir alt kiimesinin kompakt olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul uniform normuna

gore kapali, sinirli ve es siirekli olmasidir (KREYSZ1G1989).

2.1.7. Ozdeger teoremi : L simetrik, A reel parametre, p siirekli ve oD diizgiin olsun.

{Lu+ p(X)u+Au=0,xeD 23)

u=0,xedD

problemi icin A= —( Lu+p (X)) olacak bicimde A: D(A) — H tanimlayalim. A operatord,

H ic¢in bir baz olusturan ortonormal O6zfonksiyonlar dizisine sahiptir ve karsilik gelen

ozdegerler 4, <A, <...< 4, <... >0 kosulunu saglar (KAZDAN 1975).

2.1.8. Krein-Rutman Teoremi: Ozdeger problemindeki ilk dzdeger A, reel ve basittir. 4, ’e
karsilik gelen ¢ Ozfonksiyonu ve L ’nin eslenigi ile tanimlanan y 6zfonksiyonu D iginde

asla sifirlanmaz ve ||¢|| = ”l//” =1 dir (KESAVAN 1989).

2.1.9. Tamhk Aksiyomu: [] reel sayilar kiimesinin {stten sinirli bos olmayan her alt

kiimesinin bir en kii¢iik iist sinir1 vardir. Bu nedenle [] *ye tamdir denir (KREYSZ1G1989).

2.1.10. Daraltan déniisiim : (X,d) bir metrik uzay ve, T:X — X herhangi bir doniisiim

olsun. Eger Vx,ye X i¢in d(TX,Ty)<ad(X,y) bagintisin1 saglayan bir 0 <a<1 sayisi
varsa T ’ye daraltan doniisiimdiir denir (SMART 1974).



2.1.11. Schauder Sabit Nokta Teoremi : X Banach uzaymin kapali, smirli ve

disbiikey M kiimesini, kendisine doniistiiren tamamen siirekli T operatoriiniin M kiimesinde

en az bir sabit noktasi vardir. Yani; M kapali, sinirh, digbiikey ve T (M ) cM ise Ty=y

olacak bi¢imde en az bir y e M vardir (KESAVAN 1989).

2.1.12. Carathéodory Fonksiyonu: g:[0,7]x) —[ fonksiyonu i¢in; g(.,y), (0,7)
tizerinde her Yy ell i¢in Olciilebilir ve g(x,.), ] tzerinde her Xe(0,7z) icin stirekli ise g
fonksiyonuna Carathéodory fonksiyonu denir (lannacci and Nkashama 1989).

2.2. Baslangic Deger Problemi : Tiim kosullarin bagimsiz degiskenin bir tek degerinde
tanimlandig1r bir problemdir. Baslangi¢ kosullarinin timii bagimsiz degiskenin belirli bir

degerine karsilik gelmelidir. Xy —diizleminin D gibi bir bélgesinde (bdlge agik ve baglantili
bir kiimedir.) x ve y ’nin siirekli bir fonksiyonu f olmak iizere d?y/dx* = f(X,y) ikinci
basamaktan diferansiyel denklemini ele alalim. (XO, yo)e D olsun. Baslangi¢ deger problemi,
denkleminin X,’1 iginde bulunduran bir aralikta tanimli ve @(X,)=Y,,¢'(X,)=Y, baslangi¢

sart1 ile ¢ ¢Oziimiini bulma problemidir.

2.3.Smir Deger Problemi : Bir diferansiyel denklemin, verilen bolgenin sinirlarinda,

onceden belirtilmis kosullar1 saglayan ¢6zliimiinii bulma problemidir.

Verilen bir [a,b] arahiginda
y'=1(xy.Y)
denklemi ve buna ilave olarak araligin sinirlarinda
p(a)+¢'(a) =y, p(b)+¢'(b) =Y, (2.4)

kosullarin1 saglayan ¢(x)=Yy ¢Oziiminin bulunmasina y”= f(X,y,y’) denklemi i¢in bir

Simir Deger Problemi denir.



Sinir deger probleminde kosullar bagimsiz degiskenin birden fazla degeri i¢in
tanimlanir. Clinkii genel ¢6ziim birden fazla keyfi sabit igermektedir. Bu sabitler kullanilarak,
sabitlerin sayisina (dolayisiyla denklemin mertebesine) esit sayida kosulu saglatmak imkanina
sahibiz. Eger verilen kosullarin sayis1 denklemin mertebesinden az ise bu kosullar1 saglayan
¢Ozlimiin bir tane olmasi beklenemez. Aksine, eger verilen lineer bagimsiz kosullarin sayisi
denklemin mertebesinden biiyiik ise bu kosullari saglayan bir ¢ézliimiin bulunmasi da garanti

altina alinamaz.

2.3.1.0zdeger Problemi

(p(x)y) +[a(x)+Aar(x)]y=0,(a<x<b) 25)
ay(a)+a,y(a)=0
{bly(b)+ b,y'(b)=0 (2.6)

biciminde sinir deger problemlerine sik¢a rastlanmaktadir. Burada p(X), q(x) ve I‘(X)
[a,b] arahginda (a<Db) gereken Ozelliklere sahip belli gercel fonksiyonlar, A gergel
parametre, a, a, (a’+a,”#0), b,b, (b°+b°=0) verilen gercel sayilar, y(x) ise
aranan fonksiyondur.

(2.5), (2.6) probleminde sifirdan farkli ¢oziim saglayan A sayilarma sozii edilen

problemin 6zdegerleri, bunlara uygun ¢oziimlere ise 6zfonksiyonlar: denir.

ORNEK: a#0 bir reel say1 olmak iizere,

"+y=0
{y y (2.7)

Sinir Deger Problemi incelendiginde, A sabitinin 4 <0 ve 4 =0 kosulunda problemin sinir
degerleri kullanildiginda sifir ¢6ziim verdigi goriiliir.

A >0 durumunda ise, ele alinan problemin 6zdegeri
nz\’ —
A = (—”) ,n=1o (2.8)

olur ve bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise,
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¢n(x)=sin(n—”xj, n=1,00 (2.9)

olur.
Sinir deger problemini inceleyip ¢oziimiin varligi ve sayisini arastirirken, problemin
karsilig1 olan lineer problemlerin 6zdegerlere uzak ya da 6zdegerler ile cakisiyor olmasi

problemi degistirir.

2.4. Non Lineer Eliptik Sinir Deger Problemi

Biz de bu ¢alismada, diferansiyel denklemlerin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarini ele

alarak kendi problemimizin ¢6ziimiiniin varligini ve tekligini arastiracagiz.

2
d—y+f(x,y)=h(x), O<x<rx

dx? (2.10)

tiriinden yari—dogrusal sinir deger problemleri ve bunlarin dogal genellemesi olan yari-
dogrusal eliptik sinir deger problemleri ¢cok sayida arastirmaya konu olmustur.

Problemin ¢oziimlerinin varlig1 agisindan kabaca iki durum séz konusudur ;

i) f,(x,s) degerinin, lineer smir deger probleminin 6zdegerlerinden uzak olma hali
Non lineerligin dogrusal problemin 6zdegerlerinden uzak kaldigi durum

i) f (x,s)degerinin lineer problem y"+Ay=0; y(0)=y(x)=00zdegerleri ile
cakistig1 rezonans durumu.

Non lineerligin dogrusal problemin 6zdegerlerinden uzak kaldigi ilk durumda, her
hangi bir Sabit Nokta Teoremi kullanarak ¢6ziimiin varligi gosterilebilir. Rezonans durumu
olarak adlandirilan ikinci durumda ise problemin ¢6ziimii olmayabilir.

Yine kabaca genellersek, non lineerligin dogrusal problemin 6zdegerlerinden uzak

kaldig1 durumda en az bir ¢6ziim vardir. Bu dogrultuda Lazer ve Leach’in elde ettigi sonugtan

s0z edebiliriz (Lazer A.C.& Leach D.E. 1969).

g ve h, [O,;z]xD x[] zerinde siirekli ve smurli fonksiyonlar olsun. Her
(X,S,r)e[O,ﬂ]xD x[] i¢in
n? <y <g(xrs)<y, ., <(n+1f

olacak sekilde bir n pozitif tam sayis1 ve y,,7,., sabitleri varsa her a,bell icin
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"+o(x,y,y)y=h(xv,y), O0<x<
{y g(x,y,y)y=h(xy,y" m (2.11)

y(0)=a, y(z)=b

probleminin en az bir ¢6ziimii vardir.
Lazer ve Leach’in bu sonucunda n? <y, <g(x,r,s)<y,,, <(n+1) kosulunun non-

lineerligin dogrusal problemin O6zdegerlerinden uzak kalmasi anlamina geldigine isaret

etmistir.

2.4.1.0zdegerlere uzak iken

Stirekli f:[O,;z]xD —[1 fonksiyonu ve sinirl h:[O,n]—)D fonksiyonu igin

{y”+i(x, y)::Oh(x), xe(021) (2.12)

y(0)=y(@)
sinir deger problemini diisiinelim. f fonksiyonunun Lipschitz kosulunu sagladigini kabul

edelim

Sinir Deger Problemi

G(x,t)z{t(l_ X) 0<t<x (2.13)

X1-t) x<t<1

olmak iizere ,

y(x)=jG(x,t) [ f(ty(t)-h(t)]dt (2.14)

integral denklemine denktir

Problemi Daralan Map Teoremi [Edelstein M.(1962)] yerine formiile etmek igin,

yel? ([O, ]) olmak iizere

1

Ty(x)=jG(x,t) [f (t,y(t))—h(t)] dt (2.15)

0

tanimlayalim. y,ze LZ[O,l] alindiginda, f fzerine konulan Lipschitz kosulu ve Schwartz

esitsizligi kullanilarak
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1

JG(xO[F(ty® - f(t,2(t)]dt

0

Ty(x) —Tz(x)|=

1 1/2 1 1/2 (216)
2 2
< L(I|G(x,t)| dt] U|y(t)—z(t)| dtJ
0 0
olur. Buradan da
1 ) 1 2 1/1 5
J.|Ty(x)—Tz(x)| dx < Lz[ﬂy(t)—z(t)\ dt jj(ﬂG(x,t)‘ dt de 5(2.17)
0 0 0\0
olur. Katli integrali hesapladigimizda,
11 2 1(x 2 1 2
[Tl (xt)[ dtdx = [ [[t(1=x)T dt+ [[x(1-t)] dt { dx
00 0 L0 X
o1 1
:J‘{— X3 (1-x)° ——xz(x—l)ﬂ dx (2.18)
)13 3
=1/90
elde edilir ve bu deger yerine konuldugunda,
1 1
j|Ty(x) ~Tz(x)[ dx Sg_lo L2 (ﬂy(t)- z(t) \2 dt j (2.19)
0 0

olur. Iki tarafin karekokii alindiginda ise

1 %
[Ty -T2z, = (“Ty(x) —Tz(x)|2 dxj < %”y -7 (2.20)

bulunur.

Eger L Lipschitz sabiti
L <-/90

kosulunu saglarsa, L* uzayr tam oldugundan T déniisiimii

tek ¢oziimiine sahiptir.
Dikkat edilirse L Lipschitz sabitinin iizerine konan kosulda ortaya g¢ikan sayi,

verilen probleme bagli lineer problemin

13



{y”+/1y=0, xe(0,1) 2.20)

y(0)=y(1)=0
ilk 6zdegerinden kiigiik olmasi gerekmektedir. Yani

L<90 <7z% =1,

olmalidir.

2.4.2.0zdegerlerle cakisiyorsa

{y” +y=h(x) xe(0,7) (221)

4(0)= y(r)=0

Sinir deger problemini diisiinelim. “Parametrelerin Degisimi” yontemi kullanilarak problemin

¢Ozuminti

y(x)=c¢sinx+c, cosx+jh(t)sin(x—t)dt (2.22)
0
seklinde yazabiliriz. Siir degerleri kullanildiginda y(O) =C, =0 ve ikincisi i¢in

y(r)= ]Eh(t)sintdt =0 (2.23)

elde ederiz. Boylece, eger h fonksiyonu J.h(x)sin xdx =0 ozelligini sagliyorsa problemin
0

¢Ozlimii vardir ve bu ¢6ziim C keyfi sabit olmak {izere,
y(x):csinx+Ih(t)sin(x—t)dt (2.24)
0
seklindedir.

Goriildiigii gibi, h(x)=x olarak alindiginda
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J.XSinXdX:ﬂ'iO

oldugundan, istenilen kosul saglanmaz. Bu da bize

y'+y=xX
D0 -0 -

probleminin ¢éziimiiniin olmadigin1 sdyler.

2.5.Landesman Lazer Kosulu

Genel olarak daha karmasik olan rezonans durumunda ise dogrusal Ozdeger
probleminden de tahmin edilebilecegi gibi ¢Oziimiin varligi ortogonalite tipi bazi yan
kosullarin gergeklesmesine baghidir ( Landesman E.M. & Lazer A.C. 1970). Burada olduk¢a

genel olarak Landesman ve Lazer’in asagidaki sonucuna yer verelim.

D c[1" agik ve sinirh bir bolge,

T
0% O

J

D iizerinde tanimli diverjans formunda ikinci mertebeden bir diizgiin eliptik operatér,
g:0 -0  siirekli, sonlu g(+w), g(—o) limitleri olan ve her selligin
g(-0)<g(s)< g(+ o) bagmtisii saglayan bir fonksiyon olsun (g siirekli artan olmak

zorunda degil).

Lu+au=0, xeD

u=0 x e oD (2.26)

dogrusal probleminde o bir basit 6zdeger ve W buna karsilik gelen 6zfonksiyon olsun.

W(X) ‘in pozitif ve negatif deger aldigi bolgeleri siras1 ile D, ve D_ ile gdsterelim. Bir

h e ?(D) igin L? i¢ carpim olmak iizere

_wﬂMm g (o IMM<mM<g ﬂMm g (e JMW

D, D,
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saglaniyorsa,

Lu+au+g(u)=h(x), xeD

(2.27)
u=0 X e oD

yar1 dogrusal probleminin en az bir zayif ¢oziimii vardir. Tersine problemin bir ¢éziimii varsa

yukaridaki esitliklerin kesin olmayanlari ( yani < durumu) igin varlik vardir.

ORNEK 1:
" arctan(y)=k
{y +y+arctan(y) .20
y(0)=y(x)=0
problemini incelersek; g(y)=arctan(y) verildiginden
lim g(s) = g(=) =7 ve im 9(s) = 9(—) =2

limitleri var ve sonludur.

Verilen probleme karsilik gelen 6zdeger probleminin 6zfonksiyonu w(x):sin X olur.
Bu durumda D, ={xe[0z][sinx>0}=[0,z] ve D ={xe[0,x]|sinx<0}=0

olacagindan, bu degerler kullanilarak yukaridaki esitsizlik
—Zj‘sin Xdx < _[ksin xdx < stin Xdx
2 0 0 2 0

olur. Buradan da
—nr<2k<rx

ya da |k|<% bulunur. Bu da bize —%<k<% disinda verilen k degerleri i¢in ¢dziimiin

olmadigin1 soyler.

ORNEK 2:

2 2
D =[0,z]x[0, 7] vea = g + W Laplace operatorii olmak iizere
X
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Au+2u+Arctan(u)=K (x,y)eD
(2.29)
u=0 (x,y)eoD

problemini diisiinelim.

Au+Au=0 (x,y)eD 230
u=0 (x,y)edD (239

probleminin ozdegerleri A, =n*+m? nmeZ ve bu ozdegerlere bagl ozfonksiyon

¢nm(x, y)= sinnxsinmy olarak bulunur. En kii¢tik 6zdeger A4,; =2 ve buna bagl 6zfonksiyon
#(x,y)=sinxsiny, verilen bélge iginde degeri ise
D, = {(x,y) [0, z]x[0, 7][sinxsiny > 0}=[0, z]x[0, 7]

ve

D :{(x, y) €[0,7]x[0,z]|sinxsiny < O}z@

§——0

olur. lim Arctans = 3 ve lim Arctans = —% degerleri de kullanilarak Landesman-Lazer
S—®

kosulu uygulandiginda

—%ﬁsin xsin ydxdy < ﬁ K'sin xsin ydxdy < ﬁsin xsin ydxdy
00 00 00

NN

ya da % <K< % bulunur ki, buda bize

Au+2u+Arctan(u)=K (x,y)eD
(2.31)
u=0 (x,y)eoD

sinir deger probleminin ¢dziimiiniin olabilmesinin kosulunun

K<
2

esitsizliginin saglanmasi gerektigini soyler.
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3.ANA SONUC

{y"+/1y:f(x) , O<x<7 3.1)

y(0)=0, y(7)=0

smir deger probleminde A=n’ nell degerleri 6zdeger, ¢(x)=sinnx fonksiyonlar1 bu

ozdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlardir. A=n? durumunda ( bkz 2.4.1 bolimii)

Ozdegerlere uzak iken de gosterildigi gibi her f €C ([0,7[]) icin problemin en az bir ¢oziimii

vardir. Verilen problemin ilk 6zdegeri 4 =1dir. Eger A <1 kosulu saglantyor ise problemin

¢Ozlimii tekdir.
A=n®nel kosulunda ise ( bkz. 2.4.2 bolimii) siirekli bir f:[O,n]—)D

fonksiyonu igin
Tf(t)sin ntdt =0 (3.2)
0
kosulu saglaniyorsa ¢6ziim vardir ve ¢, €[l keyfi olmak tizere, ¢c6ziim
y(x)=c,sinnx +%jsin n(x—t) f (t)dt
0

seklindedir. Ozel olarak,

_[[clsin nx +%j f (t)sin n(x—t)dt}sin nxdx =0
0 0
ya da
C = —i]{ f (t)|:(7[—t)COSﬂt +Lsin nt}dt
Yonzy n

alindiginda, 6zel ¢6ziim v(x)

S|

v(x)= _sinnx E f (t){(;z—t)cosnulsin nt}dt+

Nz n

Jx.f(t)sinn(x—t)dt} (3.3)
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seklinde oldugu goriilir. Buradan da, problemin genellestirilmis Green fonksiyonu H,

olmak tizere,

11t . 1 . . cosnxsinnt,0<t<x
H, (x,t)==| —sinnxcosnt ——sinnxsin nt -
n|z nzw

sinnxcosnt,X<t<sx

bulunur ve bu fonksiyon

H (x,t):1 1 cosntsinnx——Lsinnxsinnt + 1(sinn(x+t)+sinn|x—t|)
" niz nz 2

seklinde yazilabilir. H, *nin bu sec¢imi ile v 6zel ¢dzliimii her zaman

]Esin ntv(t) dt=0 (3.5)

0

ortogonallik bagintisini saglar. Bu sonugla da,
v(x) = [H,(x,t) f (t)dt (3.6)
0

ve a €l] olmak lizere ¢6zlim
y(X) = asinnx+v(x) (3.7)

formunda olur.

Genellestirilmis Green fonksiyonu H,(X,t) i¢in,

Va

ni(z nz

degeri hesaplandiginda, y, degeri,

T 2
= H, (x,t)dt|<—
7" xﬁggh\ (x) } -

oldugu goriiliir.

19

1{lcosntsin X ——sinnxsinnt + %(sin n(x+t)+sinn|x—t|)}| dt

(3.4)



(3.1) numarali problem igin elde ettigimiz sonuglart A=n’ nel ve

f :[O,ﬂ]XD — [ iki degiskenli fonksiyonuna uyarlayarak, bir pozitif n tamsayisi i¢in

" 2y, _
{y +ny="f(x,y) O<x<rx (38)

y(0)=y(r)=0

yari-dogrusal sinir deger probleminin ¢dziimlerinin varligini inceleyecegiz.

Yukarida bulduklarimizi bu problemde uygulayalim. Coézimi (3.5) ortogonallik
kosulunu gercekleyecek sekilde segerek, bir o €[] igin

y(X) = asinnx+v(x)

seklinde yazarsak (3.2) ve (3.6) ‘dan

G(a,v):jfsin ntf (t,azsinnt+v(t))dt =0 (3.9

v(x):ijn(x,t)f (t,asinnt+v(t))dt (3.10)

integral deklem c¢iftini elde ederiz. Bu ¢ift (3.1) problemine denktir. Soéyle ki,
a,Vvell x C([O, 71']) cifti (3.9) ve (3.10)’u gergekler ancak ve ancak

u(x) = asinnx + v(x)

probleminin bir ¢oziimiidiir.

(3.9) ve (3.10) bagintilarini sirayla

G(a,v)=0 (3.11)
v=H(a,v) (3.12)

olarak gosterelim.

C([O,iz]) iizerinde |v|= sup [v(x)| normunu aldigimzda, siniis ve f fonksiyonu
Xe[O,ﬂ']

stirekli oldugundan, ¢arpimlarinin integralinin de siirekli olacagini biliyoruz.
Bu nedenle G:[J xC ([0, 72']) —[ wve H:0xC ([0,72']) —-C ([0, 71]) doniisimleri de

sureklidirler.
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(3.8) yari-dogrusal sinir deger probleminde non-lineer terim f {izerine bazi kosullar
koyarak, problemin ¢oziimlerin varligini inceleyecegiz. Bunun i¢in f fonksiyonu {izerine
koydugumuz gerekli olan kosullar1 siralayalim:

(A) Alt Dogrusalhk: Her (X,S) € [0, ﬂ]xD igin |f(X,S)| <A |S|5 + B olacak sekilde
A,Bve 0<6 <1 sabitleri vardir.

(B) Lipschitz kosulu: Her (x,s;) €[0,z]x[],(i=12) igin | f (x,5,) = f (x,5,)|<K]s, —s,]
olacak sekilde bir K sabiti vardir.

(C) Kesin monotonluk: Her x <[0,7] ve s,<s, olacak bigimdeki s,,s, €[] igin
f(xs,) < f(x58,) ve f(x,5,)< f(x,s,) olan en az bir x, €[0,7] vardir.

(D) Landesman Lazer: lim inf f(x,s)=f (x) ve lim sup f(x,s)= f (x) ile

S—»0 S—>0

I+={te[0,7r]:sinnt>0} ve |_={te[0,7r]:8innt<0} olmak tizere

J.ff(x)sinnxdx+.|. f+(x)sinnxdx<0<_|. f+(x)sinnxdx+f f_(x)sinnxdx
I, I I I

+

esitsizligi saglanir.

(D) kosulundaki f, fonksiyonlari ve integraller genisletilmis reel sayilar kiimesinde

deger alabilirler. Belirsizlik durumunu o6nlemek i¢in hemen hemen her Xe[O, 7[] igin

f.(X)’te sadece oo ve f (X)’te sadece —oo degerine izin veriyoruz. f, fonksiyonlari
Olciilebilir olduklarindan integraller bu kapsamda anlamli olur.

(D) Hemen hemen her xe[0,7] icin f (x)>0 ve f (x)<O0 dir. (C) kosulu

altinda f,(x) fonksiyonlarinin f (X, S) ’ nin s — oo limitleri vardir.

Non lineer terim f {izerine kosullarimiz1 olusturduktan sonra sira teoremlerimizi ve

kanitlar1 verecegimiz boliime geldi.

3.1. TEOREM : f siirekli fonksiyonu (A), (D) ve yeterince kiigiik bir K i¢in (B) kosulunu

da saglarsa (3.8) probleminin en az bir ¢dziimii vardir.
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3.2. Yardimci Teorem

(i) f Lipshitz kosulu (B)’yi saglasin. Her t, B <l] ve her v,weC([0,7]) igin

[H(er,v) ~H(BW)|< 7, K Bl +|v —w)
saglanir.

(ii) f alt dogrusallik (A) kosulunu saglasmn. Her (o, v)ell xC([0,7z]) i¢in

[H(@ )< 7, | Al M) +8]

saglanir.

Kanit:
(i) a,fell vev,we C([O, 72]) icin Lipshitz kosulu (B)’yi kullanarak
|H(a,v)—H(B,w)|= ][.Hn(x,t)[ f (t,asinnt+v(t)) - f(t, Ssinnt +w(t))]dt
< K_T|Hn(x,t)|[(a—ﬂ)sin nt +v(t) — w(t))]dt

< K([[H (0] dt) (e~ B+ v —w])

esitsizligi elde edilir. XE[O,ﬂ'] icin supremum alnip y, = sup _[ |Hn(X,t)|dt tanimi
1

x€|0,7

kullanildiginda,

”H (OK,V)— H (ﬁuW)” =Suxp(|H (OK,V) -H (ﬂvW)D
< Ksupi|Hn(x,t)|[(a—,8)sin nt + v(t) — w(t))]dt

< 7, K(la— B|+|v—w|)

bulunur.

(ii) (a,v)ell xC[0,7] alalm. f ’in alt dogrusallik kosulunu kullanarak
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|H(a,v)|:

][-Hn(x,t) f (t,asinnt +v(t))dt

elde edilir. Yukarida ki kanitta oldugu gibi supremumu alindiginda
sup|H (a,v)| < supﬂ H, (x,t)|{A|asin nt +v(t)|‘y + B} dt
X X 0

olur ve buradan da
[HG@w)<7.] Ae+vI) +8]

elde edilir.

3.3. Sonug : f bir K <y, ™ i¢in Lipchitz kosulu (B)’yi saglasimn. ael] igin h, (v)=H(a,V)
olarak tamimlayalim. Yardimci teorem 3.2(i) kullanilarak, her «ell  igin

h, :C([O,n])—)C([O,ﬂ]) fonksiyonunun bir daralma oldugunu sdyleyebiliriz. Dolayisiyla

Vaell igin v, =H(a,Vv,) olacak sekilde tek bir v, € C([O, 72']) vardr.

3.4.Yardimcr Teorem : f alt-dogrusallik (A) ve bir K<y, i¢in Lipschitz kosulu (B)’yi
saglasin. [] ’den C[O, 71] uzayma o —V, donisimi silireklidir ve Vaell igin
Iv.]|<Cle|” + D olacak sekilde C ve D sabitleri vardir.

Kamt: Yardimci Teorem 3.2.(i)> de v=v, ve w=v, alaim. v,=H(,v,), i=a,f

B

oldugundan
‘va —vﬂ‘ :‘H (e,v,)—H (,B,vﬁ)‘

olur. Her iki tarafin X tizerinden supremum alindiginda,
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Sl,xlp‘va ~v,| :sljp‘H (a,v,)—H (ﬁ,vﬁ)\
¢ikar ve yardimer teorem 3.2(i) sonucu kullanildiginda
Vi =Vl < 7K (fee= 1+ v = v

bulunur. y, K <1 kabulii kullanilarak

(1=7, K|V, =V | <7, K- B

buradan da
7 K
Va _VﬂH < (1_7n K) |a_ﬂ|
elde edilir.
la—p|<5 igin (11/;/KK) 0 <& olarak secildiginde ‘va —vﬁ‘ <& olur.Buda bize

o — V,, donilisiimiiniin siirekli oldugunu soyler.
Kanitin ikinci kismi i¢in yine Yardimer Teorem 3.2(i)’de =, v=Vv, ve w=0

alalim. v, = H(e,v,) oldugundan,
v,|=|v, —H(a,0)+H(a,0)|
v,/ <]y, ~H (@.0) +|H (0)
olur. X iizerinden supremum alindiginda
Vo[ <[V, = H(@0)] +[[H (.0} < 7, K], |+ [H(«.0)]
saglanir ve Yardimei Teorem 3.2(ii)’yi ve 7, K <1 kabuliinii kullanarak
Iv. | < @7, K) 7, (Al +B)

sonucu bulunur.
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Teorem 3.1’in kaniti:

K <y, olarak segildiginde, Sonug 3.3’den her a€l] igin v, = H(a,V,) seklinde
tanimlamis (3.9) integral denklemini saglayan tek bir v, e C [0,7[] oldugunu biliyoruz.

Ikinci boliimde elde ettigimiz denklige gére U(x) = asinnx+v,(x) fonksiyonunun
(3.8) smir deger probleminin ¢oziimii olmasi igin G(a, Va)z 0, vyani (3.4) integral
denkleminin saglanmasi gerekir.

() = G(a,va) fonksiyonunu tanimlayalim. Yardimeci Teorem 3.4°den g:[1 —[]

stireklidir. >0 ve tel, alindiginda sinnt >0 oldugundan, yine Yardimci Teorem 3.4’1

kullanarak

asinnt+v,(x) > asinnt—|v,|
>asinnt—Ca’ - D
=a(sinnt—Ca’ ' —Da™)

esitsiligi elde edilir. & <1 verisini kullanarak

lim asinnt+v,_(t) =+

a—>0

bulunur. Benzeryolla tel, igin

lim asinnt+v, (t) =—0

a——o

ve tel_icin

lim asinnt+v,_(t)=—o

a—>0

ve

lim asinnt+v (t) =

a——o

elde edilir. Buradanda t e |, i¢in

lim inf f (t,asinnt+v,(t)) > f,(t)

a—>w0

limsup f (t,asinnt+v,(t)) < f_(t)

oA—>0
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olur. tel_igin

lim sup f (t,asinnt+v, (t))< f_(t)

a—»0

lim inf f (t,asinnt+v,(t))> f,(t)

a—>—0

elde edilir.

Bu sonugla da (D) kosulunu kullanarak, yeterince biiyik o igin
g(a) =G(a,v,) >0 ve yeterince kiicik « i¢in g(a) =G(a,Vv,) <0 olacak sekilde en az bir

a, var oldugunu soyleyebiliriz. Bu durumda problem (3.8)” in y(x)=a,sinnx+v, (x)

seklinde en az bir ¢ézlimiiniin var oldugu ortaya ¢ikar.
3.5. Yardimci Teorem :

f kesin monotonluk (C) ve (D) Landesman Lazer kosullarini saglasin. Sabit bir
veC ([0, 72']) icin g, () =G(e, V) olarak tanimlayalim. Bu durumda asagidakiler saglanir.
1) g,:10 =0 siirekli ve kesin artandir.

ii) lim g,(a)<0<limg, ()

Kanit :

(i) f fonksiyonu siirekli oldugundan, sabit bir VEC([O,ﬂ']) icin

g,(a) = J- sinntf (t, sinnt + V(t))dt olarak tamimlanan ¢, fonksiyonu siireklidir. (C) kosulu
0

ve f (t, asinnt + V(t)) fonksiyonunun siirekli olusu da, g, *nin kesin artan olmasini1 gerektirir.
(ii) Teorem 3.1’in kanitinda gosterildigi gibi t € |, igin

lim (asinnt+v(t)) =+

ve
lim (asinnt+v(t))=Fo
olacaktir.
f(t,asinnt+v(t)) fonksiyonunun |

., ve |_’de monotonlugu ve monoton

yakinsaklik teoreminden genellestirilmis anlamda kullanildiginda,
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lim g, (@) = [ f.(®sinntdt+ [ £ (t)sinntdt
I, I

lim g, (a) = [ f.(®)sinntdt + [ £ (t)sin ntdt
I I,

olur. Bununla birlikte (D) kosulu kullanildiginda ise

lim g, (a) = j f (x)sin nxdx+j f. (x)sinnxdx <0 < j f, (x)sinnxdx + j f (x)sinnxdx = lim g, ()
I, . I, I
bulunur.
3.6.Sonug : f fonksiyonu i¢in (C) ve (D) kosullar1 saglansin. Her v e C([O, 72'] ) icin g, ()

fonksiyonu siirekli, monoton oldugundan, ara deger teoremi kullanilarak g, («)=0, yani

G(e,,v) =0 olacak sekilde tek bir ¢, €[] var oldugunu soyleyebiliriz.

3.7. Teorem: f sirekli fonksiyonu (C) kesin monotonluk kosullarini saglasin (3.8)

probleminin en az bir ¢ézlimii varsa (D) Landesman Lazer kosulu saglanir.

Kanit : (3.8) probleminin ¢6ziimii varsa ikinci boliimden dolay1 G(«,Vv) =0 olacak sekilde
bir (a,v) cifti vardir. Buise ¢,(a) =0 oldugunu soyler. g, kesin artan oldugundan oo igin

limitleri genellestirilmis reel sayilarda vardir ve
lim g,(e) <0< lim g, (2)
olur. Bu da (D) kosuluna denktir.

3.8. Teorem: f siirekli fonksiyonu (A) Alt Dogrusallik, (C) Kesin monotonluk ve (D)

Landesman Lazer kosulunu saglarsa (3.8) probleminin en az bir ¢ozliimii vardir.

3.9. Yardimer Teorem: f fonksiyonu (C) Kesin monotonluk ve (D) Landesman Lazer

kosullarini saglansin. Bu durumda asagidakiler saglanir.

(i) Her ve C([O, 7z] ) igin |av| <M (||V||+1) olacak sekilde bir M sabiti vardir.
(i) V— «, doniisimii C([O, 7z] ) uzayindan [ ’ye stireklidir.
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Kanit :

Kanitimizi olmayana ergi yontemi kullanarak yapacagiz. (i)’nin dogru olmadigini

kabul edelim. O halde, her keZ" i¢in

a, | > k(v |+1) olacak sekilde bir (v,) dizisi

bulabiliriz. «a, = ¢, diyelim. Gerekirse bir alt diziye ger¢ek tim ¢, ’larin aym isaretli

oldugunu kabul edelim.

a,>0vetel, ise

a, sinnt+v, (t) > k(v [ +2)sinnt v,
= (ksinnt =1)|[v, ||+ k

olacagindan,

lim ¢, sinnt +v, (t) =
k——o0

cikar. Benzer yolla t € | _ i¢in

lim ¢, sinnt +v, (t) = —
k—o0

bulunur.

Yardimci  Teorem  3.8(ii)’nin  kanitina benzer yolla, f(t,asin nt+v(t))

fonksiyonunun I, ve | ’de monotonlugu ve monoton yakinsama teoreminden

genellestirilmis anlamda kullanildiginda
limg, (a,) = j f, (t)sinntdt + j f_(t)sin ntdt
I I

esitligini elde edilir. Tanimdan g, (¢, )=0"dir. Halbuki (D)’den sag taraf pozitiftir. Tim
a, ’lar negatif ise kanit bunun benzeridir.

(i1)’nin kanit1 i¢in C([O,;r]) "de v’ye yakinsayan bir (v, ) dizisi alalim. Kamittaki ilk
siktan dolayt @, (=) dizisi sirlidir. Bolzano-Weierstrass teoreminden, her smirli dizinin

yakinsak bir alt dizisi var olacagindan, kIim o, = a olacak sekilde bir (aks) alt dizisi vardr.
g’nin sirekliliginden  (G(e, ,v,)) dizisi G(e,v)’ye yakinsar. Tamimdan dolay
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G(e V) =0 oldugundan G(e,v) =0 olur. Sonug 2’ye gore ise @, =c ’dir. Bu (¢)

doniistiimii siireklidir.

3.10. Yardimeci Teorem:

f fonksiyonu, (A) Alt Dogrusallik ve (D) Landesman Lazer kosullarini saglasin.

v eC|[0,7] i¢in Sonug 2 ve (10) daki gosterimde h(v) = H(«,,V) alam. R>0 igin
By ={veC([0,7]):|v| <R}

olmak iizere yeterince biiyiik bir R i¢in
(i) h: By — By siireklidir.

(i) h: By — B, kompaktir.

Kamt: v € B; i¢in yardimer teorem 3.1(ii) den &tiirii her (a,v)ell xC([0,7]) i¢in
(@)l <7, Allel +[vI)’ + 8|

olur ve yardimer teorem 3.9(i)’den dolayr her veC([0,7z]) i¢in |e,|<M(|v]|+1)olacak

sekilde bir M sabiti oldugundan

IhW)]|=H (@, V]| < 7, { Ader, |+ [V]D° + B}
<7,{A(M +)R+M)’ +B|

elde edilir ve 6 <1 oldugunu kullanarak yeterince biiyiik R degeri igin
7o {A(M +DR+M)’ +B}<R

saglanir. Bu kosulu saglayan R degeri i¢in de h: B, — By olur.

V — ¢, doniistimiiniin siirekliligini kullanarak h ’m siirekli oldugu elde edilir.
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(if)’nin kanit1 i¢in, B;’de bir (v,) dizisi alalim. (i)’den h(v,) € B; oldugundan
h(v.) fonksiyonlar1 diizgiin sinirhdirlar. Ote yandan, (3.4), (3.10) ve f fonksiyonunun alt

dogrusallig kullanilarak

h'(v, )(x) = j GaHXn (X t) f (t, @, sinnt+v, (§)dt

0

elde edilir ve buradan da

()00 < [[ e (x,t)“f(t,av sinnt+v, (t)|dt
ol OX "
oH. S
< 7supl— (x,t)‘{A(avn+||vn||) +BJ
<C<w

oldugundan h(v,) fonksiyonlari es-siireklidirler. Arzela-Ascoli Teoremi {h(v,)} kiimesinin

kompakt, yani h doniisiimiiniin kompakt oldugunu sdyler.

Teorem 3.8’in kaniti: Sonug 3.6’dan sonra (3.8) problemi

v=H(a,,v)=h(v)

olacak sekilde bir v bulmaya indirgenmisti. h: B, — B, siirekli ve kompakt, B; konveks

oldugundan Shauder Sabit Nokta Teoremi, h ’in en az bir sabit noktas1 oldugunu soyler.
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