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Bu tezde, N boyutlu, statik, silindirsel simetrik uzay-zaman için baz� yeni Einstein-Maxwell

çözümleri bulundu. Bulunan çözümler, bu uzay-zamanda radyal yöndeki bir elektrik alan�

tan�mlayan genel bir çizgi-eleman� ile Maxwell alan�n� tan�mlamaktad�r. Bu çözümlere ait

çe³itli skaler de§i³mezler incelenerek tekillik yap�s� tart�³�ld�. Ayr�ca, bu uzay-zaman için nötr

ve yüklü test parçac�klar�n�n hareket denklemleri ve bu denklemlerin ilk integralleri hesap-

land�. Baz� özel yörüngeler için elektrik alan�n parçac�§�n hareketini nas�l etkiledi§i tart�³�ld�.

Özellikle vakum çözümünün aksine, elektrik alan mevcut iken yüklü ve yüksüz parçac�k-

lar�n�n dairesel yörüngeler izleyemedi§i bulundu. Ayn� zamanda, elektrik alan�n varl�§�n�n

test parçac�§� üzerine etkiyen radyal yöndeki kuvvetin karakterini de§i³tirdi§i belirlendi.
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I

G�R��

Do§adaki dört temel kuvvetten birisi olan kütle-çekim etkile³mesi Einstein'�n genel görelilik

kuram� ile aç�klanmaktad�r. Bu kuram uzay-zamandaki madde ve enerji da§�l�m�n�, uzay-

zaman�n geometrisiyle ili³kilendirmektedir. Genel görelili§in dü³ük h�z, zay�f alan, durgun

uzay-zaman limiti bize Newton kütle-çekimi denklemlerini vermektedir. Bu kuram�n öngörü-

leri Güne³ sisteminde Newton kütle-çekiminin aç�klayamad�§�, Merkür'ün yörüngesindeki

yalpalanmas�, �³�§�n Güne³ taraf�ndan sapt�r�lmas� ve küresel konumlama uydu (GPS) veri-

lerindeki düzeltmeler gibi bir tak�m astro�ziksel olaylar� ba³ar� ile aç�klayabilmektedir. Ayr�ca

kuvvetli kütle-çekim alanlar� için verdi§i sonuçlar y�ld�zlar�n evrimi ve karadelikler ile evrenin

dinami§ini anlamam�za �³�k tutmu³tur.

Genel görelilik kuram�n�n temellerini olu³turan Einstein alan denklemleri 4-boyutlu uzay-

zamanda lineer olmayan 10 denklemden olu³maktad�r (Einstein 1915). Birbirine ba§l� ve

karma³�k olan bu denklemlerin özellikle simetri özellikleri kullan�larak birçok çözümü elde

edilmi³tir (Stephani ve ark. 2003). Einstein denklemlerinin ilk çözümü Karl Schwarzchild

taraf�ndan küresel simetri için elde edilmi³tir (Schwarzchild 1916). Bu çözüm Newton mekani§inin

aç�klayamad�§�, Merkür'ün yörüngesindeki yalpalanmas� ve Güne³'in �³�§� bükmesi gibi du-

rumlara �³�k tutmu³tur. Bunun yan�nda biraz daha karma³�k olan statik, silindirsel simetrik

vakum çözüm Levi-Civita taraf�ndan yay�nlanm�³t�r (Levi-Civita 1919). Ancak küresel simetrik

vakum çözümünden farkl� olarak silindirsel simetrik metrik için dura§an ve statik olmayan

çözümlerde mevcuttur. �lk önce Beck (Beck 1925) ve daha sonra Einstein ve Rosen taraf�ndan

silindirsel simetriye sahip, gerçek kütle-çekim dalga çözümlerinin mevcut oldu§u (Einstein-

Rosen dalgalar�) gösterilmi³tir (Einstein ve ark. 1937). Ayr�ca, son y�llarda silindirsel simetrik

uzay-zamanlar, evrenin erken dönemlerindeki faz geçi³leri s�ras�nda meydana gelmi³ olabile-

cekleri dü³ünülen kozmik sicimlerin geometrisi (Vilenkin ve ark. 1994) ve kütle-çekimsel

çökü³ler (Pereira ve ark. 2000) gibi konulara aç�kl�k getirdi§i için çok çal�³�lan alanlardan

biri olmu³tur. Bu tezde statik, silindirsel simetrik uzay-zamanlarda radyal yönde elektrik

alan için çözümler ele al�nacakt�r.

Einstein denklemlerinde ifade edilen madde ve enerji da§�l�m�na kaynak olarak bir elek-

tromanyetik alan gözönüne al�nd�§�nda elde edilen denklemlere Einstein-Maxwell denklemleri

denir. Örne§in, yüklü, küresel simetrik bir madde da§�l�m�n�n elektromanyetik ve kütle-çekim

alan�, Einstein-Maxwell denklemlerin çözülmesi sonucu Reissner-Nordström taraf�ndan ver-
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ilmi³tir (Reissner 1916, Nordström 1918). Benzer ³ekilde silindirsel simetriye sahip elektrik ve

manyetik alan da§�l�mlar�n�n Einstein-Maxwell çözümleri 1950'lerden sonra elde edilmi³tir.

�lk olarak Bonnor (Bonnor 1953) simetri ekseni boyunca uzanan bir manyetik alan da§�l�m�n�

tan�mlayan genel çözümü daha sonra da Raychaudhuri (Raychaudhuri 1960) radyal bir elek-

trik alana ait genel çözümü vermi³lerdir. Ayr�ca bu çözümlere ait çe³itli özellikler Witten

(Witten 1960), Miguelote ve arkada³lar�n�n (Miguelote ve ark. 2001) çal�³malar�nda ve Brans-

Dicke kuram�ndaki çözümler (Baykal ve ark. 2009) çal�³mas�nda incelenmi³tir. Silindirsel

simetrik vakum ve elektromanyetik alan çözümleri özellikle yük veya ak�m ta³�yan kozmik

sicimlerin (Witten 1985) d�³ elektromanyetik ve kütle-çekim alan�n� (Moss ve ark. 1987, Linet

1989, Peter 1993) tan�mlad�klar�ndan dolay� dikkat çekmi³lerdir. Kozmik sicimlerin evrendeki

galaksi olu³umunda önemli rol oynad�klar� 1980'lerden sonra dü³ünülmekteydi (Vilenkin ve

ark. 1994). Ancak son y�llarda kozmik arka alan �³�mas�n� inceleyen gözlemler, kozmik sicim-

lerin evrendeki yap� olu³umundaki katk�s�n�n %10'dan daha fazla olamayaca§�n� göstermi³tir

(Pogosian ve ark. 2003, Bevis ve ark. 2004). Bu durum, bu konudaki ilgiyi azaltmas�na ra§-

men kozmik sicimler, gözlemlerle uyumlu olan tek topolojik kirlilik cinsidirler. Bu bak�mdan

Einstein-Maxwell denklemlerinin silindirsel simetrik çözümlerini incelemek önemlidir.

Di§er taraftan yüksek boyutlu uzay-zamanlar son y�llarda en çok ilgi çeken ve çal�³�lan

konulardan biridir. Yüksek boyutlu uzay-zaman �kri do§ada bulunan temel kuvvetleri bir-

le³tirmek amac�yla do§mu³tur. �lk olarak 1914 y�l�nda Gunnar Nordström dördüncü bir boyut

kullanarak elektromagnetizmay� ve kütle-çekimini birle³tirilebilece§ini göstermi³tir (Nord-

ström, 1914). Ancak bu çal�³man�n öngörüleri genel görelilik kuram� ile çeli³mektedir. Theodor

Kaluza ve Oscar Klein yapm�³ olduklar� çal�³malarda 4 boyutlu uzay-zamana çok küçük, ka-

pal� (kompakt) bir uzaysal boyut daha ekleyerek, 5 boyutlu uzay-zamanda vakum çözümünün

4 boyutlu uzay-zaman�n Einstein-Maxwell denklemlerini verdi§ini ve dolay�s�yla bu iki ku-

ram�n sadece bir boyut ekleyerek birle³tirilebilece§ini göstermi³lerdir (Kaluza 1921, Klein

1926). Fakat k�sa bir süre sonra bu teorinin geçerlili§i kan�tlanm�³ teorilerle birle³tirilemedi§i

farkedilmi³ ve bu nedenle yüksek boyutlu kuramlara ilgi azalm�³t�r.

Ancak bu durum 1960'lardan sonra de§i³mi³tir. Temel etkile³meleri birle³tirmek ve dolay�s�yla

kütle-çekimi kuram�n� elde edebilmek ümidiyle ortaya at�lan sicim kuram�n�n tutarl� çözüm-

leri, uzay-zaman boyut say�s�n�n dörtten fazla olmas�n� gerektirmektedir. Örne§in, bozonik

sicim kuram� N = 26 boyuta, süpersicim kuram� ise N = 10 boyuta ihtiyaç duymaktad�r. Petr

Horáva and Edward Witten'�n ortaya att�§� M-teorisine göre ise evren 11 boyutlu olmal�d�r

(Horáva ve ark. 1996).
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Yüksek boyutlu kuramlar�n öneminin artmas�nda önemli rol oynayan ve son y�llarda Nima

Arkani-Hamed, Savas Dimopoulos and Georgi Dvali taraf�ndan ortaya at�lan ADD modeli

(Arkani-Hamed ve ark. 1998) ve Lisa Randall and Raman Sundrum'un RS modelleri (Randall

ve ark. 1999-a, 1999-b) gibi yeni �kirler fazla boyutlar�n küçük olamayabilece§ini öngörmek-

tedirler. Örne§in, ADD modeli, Kaluza-Klein fazla boyutunun büyüklü§ünün Planck uzun-

lu§una göre çok büyük (∼ 1mm) olabilece§ini ve içinde ya³ad�§�m�z evrenin bu uzay-zaman

içerisine gömülmü³ (3 + 1) boyutlu bir zar olabilece§ini iddia etmektedir. Daha sonra ortaya

at�lan RS modeli ise benzer fakat sonsuz büyüklükte fazla boyuta sahip iki farkl� model ortaya

atm�³t�r. Ayr�ca Einstein'�n kütle-çekim kuram�n�n matematiksel yap�s�n� daha iyi anlamak

için de yüksek boyutlu çözümler incelenmi³tir. Bu ba§lamda yüksek boyutlu, silindirsel vakum

çözümü 2009'da Ponce de Leon taraf�ndan bulunmu³tur (Ponce de Leon 2009).

Tüm bunlardan hareketle, bu tezde 4-boyutlu çözümleri N -boyuta genelleyen silindirsel

simetrik, statik Einstein-Maxwell çözümleri elde edilecek ve bunlar�n çe³itli özellikleri ince-

lenecektir. Bu tezde elde edilecek sonuçlar�n yukar�da bahsetti§imiz konulara katk� saylaya-

bilece§ine inan�yoruz.

Tezin içeri§i ise ³u ³ekildedir:

Bölüm 2'de, bu tezde kullan�cak olan Einstein alan denklemleri, Einstein-Maxwell den-

klemleri ve uzay-zamanlarda parçac�k hareketleri ile Cartan denklemleri hakk�nda bilgiler

verilmi³ ve kullan�lacak olan notasyondan da bahsedilmi³tir. Bölüm 3'te, silindirsel simetri,

4-boyutlu uzay-zamanda statik, silindirsel simetrik vakum ve radyal bir elektrik alana kar³�l�k

gelen bilinen genel ve özel Einstein-Maxwell denklem çözümleri yeniden ele al�narak incelen-

mi³tir. Bu çözümlerde bulunan parametrelerin �ziksel anlamlar� irdelenmi³ ve bu metriklerin

tekillik yap�s� tart�³�lm�³t�r. Bölüm 4 tezin orijinal çözümlerinin elde edildi§i bölümüdür. Bu

bölümde ilk olarak 5-boyutlu statik, silindirsel simetrik uzay-zamanda radyal do§rultuda

bir elektrik alan için Einstein-Maxwell çözümleri genel ve özel durumlar için bulunmu³, genel

çözümün vakum çözümü ile olan ili³kisi incelenmi³ ve tekillik yap�s� tart�³�lm�³t�r. Daha sonra,

elde edilen bu çözümler göz önünde bulundurularak N -boyutlu statik, silindirsel simetrik

uzay-zaman için genelle³tirme yap�lm�³t�r. Bu bölümde ayr�ca tezde tart�³�lan 4 ve N -boyutlu

uzay zaman geometrileri için genel hareket denklemleri ve bu denklemlerin ilk integralleri elde

edilmi³tir. Bu sonuçlar kullan�larak test parçac�klar�n�n baz� özel yörüngelerdeki hareketleri

incelenmi³tir.
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II

KURAMSAL TEMELLER

2.1 Einstein Alan Denklemleri

Bu tezde N -boyutlu (N ≥ 4) ve (−,+,+, . . . ,+) i³aretine sahip Pseudo-Riemann tipi bir

manifold göz önüne al�nacakt�r. Bu manifold üzerinde

ds2 = gabdx
adxb (2.1)

³eklinde bir çizgi eleman� ve bu metrik tensörü ile uyumlu bir ba§lant�

Γabc =
1

2
gad(gbd,c + gdc,b − gcb,d) (2.2)

(Levi-Civita ba§lant�s�) göz önüne alal�m. Burada Γabc katsay�lar�na Christo�el sembolleri

denir. Bu manifold için Riemann tensörü ,

Ra
bcd = ∂bΓ

a
cd − ∂cΓabd + ΓabeΓ

e
cd − ΓaceΓ

e
bd (2.3)

ifadesi ile tan�mlan�r. Bu tensör kullan�larak Ricci tensörü

Ra
b = Rc

acb (2.4)

ve Ricci skaleri

R = Ra
a (2.5)

ile

Gab = Rab −
1

2
gabR (2.6)

Einstein tensörünü elde etmek mümkündür.

Einstein'�n çekim kuram�n� tan�mlayan alan denklemlerini;

S = SG + Smadde =

∫
L
√
−gd4x (2.7)

Einstein-Hilbert eyleminden elde etmek mümkündür. Burada L Lagrange yo§unlu§u

L = LG + Lmadde (2.8)
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³eklinde kütle-çekim Lagrange yo§unlu§u ve uzay-zamandaki di§er alanlar�n Lagrange yo§un-

luklar�n�n toplam� olarak yazabiliriz. Burada LG = 1
κ
R ve κ = 8πG

c4
ile verilir. Bu Lagrange

yo§unlu§unun bu eylemin bir maksimumu olma ³art�, eylemin varyasyonunun s�f�r olmas�d�r.

Bu eylemin metri§e göre varyasyonu sonucu Einstein denklemleri elde edilmekte, eylemin

di§er alanlara göre varyasyonu da o alanlar�n (örne§in Maxwell alan�) sa§lamas� gereken

alan denklemlerini (örne§in Maxwell denklemlerini) vermektedir. Einstein çekim kuram�n�n

temel varsay�mlar�, 3 + 1 boyutlu bir kar³�t-Riemann (Pseudo-Riemann) uzay-zaman�nda

ya³ad�§�m�z ve bu uzay-zamandaki toplam madde ve enerji ile uzay-zaman�n geometrisinin

Einstein denklemleri;

Gab =
8πG

c4
Tab (2.9)

arac�l�§�yla belirlendi§idir. Bu kuram�n di§er bir sonucu da bir d�³ alan�n mevcut olmad�§�

durumlarda test parçac�klar�n�n herhangi bir kuvvet hissetmeyecekleri ve kendi do§al yollar�

olan

u̇a + Γabcu
buc = 0 (2.10)

ile tan�mlanan jeodezikler boyunca hareket edecekleridir. Burada

ua =
dxa

dτ
(2.11)

parçac�§�n dörtlü h�z�d�r. Yukar�daki ifadede nokta mutlak zaman τ 'ya göre türevi ifade et-

mektedir ve dτ 2 = −ds2'dir. E§er bir d�³ alan mevcut ise, bu test parçac�klar� bu d�³ alandan

kaynaklanan kuvvetlerden dolay� jeodeziklerden sapacaklard�r. Örne§in bir elektromanyetik

alan mevcut ise e yüküne ve m kütlesine sahip test parçac�klar�

u̇a + Γabcu
buc =

e

m
F a

bu
b (2.12)

denklemlerinin sa§layaca§� yörüngelerde hareket edeceklerdir. Bu denklem klasik elektromag-

netizmadaki Lorentz kuvvetinin e§ri uzaylara genelle³tirilmesidir. Bu tezde uzay-zamanda

kaynak olarak elektromanyetik alan yani Maxwell alan� gözönüne alaca§�z. Bu alana ait La-

grange yo§unlu§u

Lmadde = − 1

4
√
κ
FabF

ab (2.13)

ve bu alana ait enerji momentum tensörü

Tab =
1

κ

(
F c

aF
c
b −

1

4
gabFcdF

cd

)
(2.14)

ile verilmektedir. Bu alandaki yüklü test parçac�klar� ise (2.12) denklemi ile tan�mlanan

hareket denklemlerinin belirleyece§i yörüngeleri izleyeceklerdir.
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2.1.1 Ortonormal Taban

Bu tezde özellikle e§rilikle ilgili tensörlerin hesaplanmas�nda geleneksel koordinat yöntemleri

yerine modern di�eransiyel geometrik yöntemler kullanaca§�z. Koordinat tabanda indisler için

kullan�lan Latin har�er (a, b, c, ....) yerine, ortonormal tabanda Yunan har�eri (µ, ν, λ, ....) ve

koordinat tabanda (t, r, z, φ, xi) olarak kullan�lan koordinatlar yerine ortonormal tabanda

s�ras�yla (0, 1, 2, 3, ...) say�lar� kullan�lacakt�r. θµ, (µ = 0, 1, 2, 3, ..., d − 1) ortonormal taban

bir-formlar�n� temsil etsin. Buna dual olan ortonormal vektör alan�n� ise eµ ile verilsin. Bu

büyüklükler için iç çarp�m,

< θµ, eν >= δµν (2.15)

e³itli§ini sa§lamaktad�r. Ortonormal taban vektörleri ile koordinat taban vektörleri aras�nda

θµ = θµadx
a (2.16)

ve

eµ = e a
µ

∂

∂xa
(2.17)

ili³kisi vard�r. Ortonormal tabanda uzay-zaman metri§i

ds2 = ηµνθ
µ ⊗ θν (2.18)

ile verilir. Bu taban bir-formlar�n�n metrik ile uyumlu olduklar�n� yaniD = d+ω d�³ kovaryant

türev operatörü olmak üzere

Dθµ = dθµ + ωµν ∧ θν = 0 (2.19)

oldu§unu göz önüne alal�m. Bu ko³ul bize Cartan'�n birinci yap� denklemi olan;

dθµ + ωµν ∧ θν = 0 (2.20)

e³itli§ini vermektedir. Burada ba§lant� bir-formlar� ωµν antisimetriktir, yani

ωµν + ωνµ = 0. (2.21)

Bu ba§lant� bir formlar�n� ortonormal tabanda

ωµν = ωµνλθ
λ (2.22)
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³eklinde açmak mümkündür.

Cartan'�n ikinci yap� denklemi ise

Ωµ
ν = dωµν + ωµλ ∧ ω

λ
ν (2.23)

³eklindedir. Burada Ωµ
ν e§rilik iki-formlar� olup bunlarla Riemann tensörü aras�nda

Ωµ
ν =

1

2
Rµ

νλκθ
λ ∧ θκ (2.24)

ba§�nt�s� mevcuttur. Bu ba§�nt� yard�m�yla (ortonormal tabanda) Riemann tensörünün bile³en-

leri, Ricci tensörü ve Ricci skaleri ile

Gµν = Rµν −
1

2
ηµνR (2.25)

Einstein tensörünü ortonormal tabanda elde edebiliriz (Carroll 2004).

2.1.2 Einstein-Maxwell Denklemleri

Elektromanyetik alana sahip bir madde da§�l�m�n� tan�mlayan Einstein-Maxwell denklemleri;

Gµν = κTµν ,

dF = 0,

d*F = *J (2.26)

olarak ifade edilir. Burada F Faraday iki-formu, *F Faraday iki-formunun Hodge duali ve *J

ise yük-ak�m bir-formu J'nin Hodge duali olarak tan�mlan�r. n-boyutlu uzay-zamanda, Hodge

dual operatörü (∗), p-formunu (n-p)-forma götüren lineer bir operatördür ve α p-formunun

Hodge duali;

∗α =
1

p!(n− p)!
εν1...νp µ1...µn−pα

ν1...νpθµ1 ∧ ... ∧ θµn−p (2.27)

olarak ifade edilmektedir. Burada ε hacim formudur ve metrik tensörünün determinant�n�n

karekökü ve Levi-civita sembolü ile;

ε =
1

n!

√
|g|εµ1...µnθµ1 ∧ ... ∧ θµn (2.28)

³eklinde gösterilmektedir (Grøn ve ark. 2007).

Yük yo§unlu§u ρ ve ak�m yo§unluklar� ji (i=1,2,3) olmak üzere dörtlü ak�m vektörü J =

jµ∂µ'nün bile³enleri J = (ρ, j1, j2, j3) ³eklindedir. Faraday iki-formu ortonormal tabanda

F =
1

2
Fµνθ

µ ∧ θν (2.29)
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³eklinde yaz�lmaktad�r. Burada Faraday 2-formunun bile³enleri olan Fµν 'ye Faraday tensörü

denir. Bu tensörün bile³enleri, içinde bulunulan elektromanyetik alan� tan�mlamaktad�r. Düz

Minkowski uzay� için Faraday tensörünün bile³enleri

Fµν =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 B3 −B2

E2 −B3 0 B1

E3 B2 −B1 0

 (2.30)

³eklinde ifade edilir. Buradaki Ei ve Bi büyüklükleri i yönündeki elektrik ve manyetik alanlar�

temsil etmektedir. Ayn� zamanda, Faraday 2-formunun d�³ türevi (dF = 0) s�f�r oldu§undan,

bu tensör kapal�d�r. Bu durumda Poincaré lemmas�na göre Faraday iki-formu F = dA ³eklinde

yaz�labilir. BuradaA elektromanyetik bir-formudur. φ skaler elektrik alan potansiyeli, Ai vek-

törel manyetik alan potansiyeli olmak üzere, lokal tabanda A = Aidx
i ve A = (φ,A1, A2, A3)

³eklinde ifade edilir.

Uzay-zamanda verilen herhangi bir elektromanyetik alanlara ait enerji-momentum tensörü

ortonormal tabanda

Tµν =
1

κ

(
Fα

µFαν −
1

4
ηµνFαβF

αβ

)
(2.31)

olarak ifade edilir. Bu tezde radyal yönde elektrik alan içeren silindirsel simetriye sahip uzay-

zaman için (2.31)'de verilen enerji-momentum tensörü elde edilerek, Einstein-Maxwell den-

klemleri çözülecektir.
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III

MATERYAL ve YÖNTEM

3.1 4 Boyutlu Silindirsel Simetrik Uzay-Zaman

Einstein denklemlerinin silindirsel simetriye sahip uzay-zaman çözümleri genel görelilik alan�nda

çok yayg�n olarak çal�³�lmaktad�r. Bu çözümler, kütle-çekim dalgalar�, kozmolojik modeller,

küresel kütle da§�l�m�na sahip olmayan cisimlerin kütle-çekimsel çökü³ü gibi baz� �ziksel

olaylar�n aç�klanmas�nda rol oynamaktad�r. Statik, silindirsel simetrik vakum çözümleri Levi-

Civita (LC) taraf�ndan (Levi-Civita 1919), dura§an çözüm ise Lewis taraf�ndan bulunmu³tur

(Lewis 1932). Bu metri§in statik olmayan çözümleri ise Einstein-Rosen tipi dalga çözümler-

ine kar³�l�k gelmektedir (Beck 1925, Einstein ve ark. 1937). Einstein denklemlerinin silindirsel

simetrik çözümleri için, öncelikle silindirsel simetriye sahip yeterince genel bir uzay-zaman

metri§i belirlenmelidir. Silindirsel simetri, bir tanesi (ζ = ∂z) eksen boyunca öteleme simetri-

sine, di§eri de (η = ∂φ) eksen etraf�ndaki dönme simetrisine kar³�l�k gelen iki Killing vektörü

ile tan�mlanabilir. Bu durumda en genel silindirsel simetrik çizgi eleman�;

ds2 = e−2U(γMNdx
MdxN +W 2dφ2) + e2U(dz + Adφ)2 (3.1)

olarak yaz�labilir (Stephani ve ark. 2003). Burada U,W,A, γMN metrik fonksiyonlar�, ihmal

edilebilir koordinatlar olan z ve φ d�³�ndaki koordinatlar�n birer fonksiyonlar�d�r. γMN metri§i

2 boyutta ;

γMNdx
MdxN = e2K(dr2 − dt2) (3.2)

³eklinde seçilebilir ( Kompaneets 1958, Stephani ve ark. 2003). Ayn� zamanda, düzenli bir

eksene sahip, silindirsel simetrik uzay-zaman� tan�mlayan metrik, eksen boyunca ηaηa =

e−2UW 2 + e2UA2 = 0 ³art�n� sa§lamal�d�r.

En genel durumda silindirsel simetrik çizgi eleman� radyal koordinat r ve zaman koordinat�

t'ye ba§l�d�r. E§er üçüncü bir Killing vektör olarak ξ = ∂t al�n�rsa, dura§an silindirsel simetrik

uzay zaman elde edilir. Bu durumda çizgi eleman�;

ds2 = e−2U [e2K(dr2 − dt2) +W 2dφ2] + e2U(dz + Adφ)2, (3.3)

³eklinde yaz�labilir ve metrik sadece radyal koordinata ba§l�d�r. Silindirsel simetrik vakum

çözümünü t→ iz, z → it, A→ iA kompleks dönü³ümleriyle;

ds2 = e−2U [e2K(dr2 + dz2) +W 2dφ2]− e2U(dt+ Adφ)2 (3.4)
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³eklinde de yazmak mümkündür. Statik, silindirsel simetrik metrik A = 0 durumuna kar³�l�k

gelmektedir ve bu durumda çizgi eleman�

ds2 = e−2U [e2K(dr2 + dz2) +W 2dφ2]− e2Udt2 (3.5)

olarak kö³egen hale gelir. Tezimizde, ilk olarak 4 boyutlu uzay-zamanda bu metri§in vakum ve

Einstein-Maxwell çözümlerini elde ederek daha sonraki bölümlerde bu çözümleri N boyutlara

genelleyece§iz.

3.1.1 Vakum Çözümleri

Levi-Civita Çözümü

Silindirsel simetrik, statik, vakum çözümü 1919 y�l�nda Levi-Civita taraf�ndan bulunmu³tur.

Küresel simetriden farkl� olarak, silindirsel simetri için Birkho� teoremi bulunmad�§�ndan,

dura§an ve zamana ba§l� vakum çözümleri de mevcuttur (Lewis 1932, Einstein ve ark. 1937).

Öte yandan, LC metri§i silindirsel simetrik, statik tek vakum çözümüdür.

Denklem (3.5)'teki statik, silindirsel simetrik çizgi eleman�nda (t, r, z, φ) silindirik koordi-

natlar� −∞ < t < ∞, −∞ < z < ∞ , r ≥ 0 , 0 ≤ φ ≤ 2π aral�klar�nda tan�ml�d�rlar.

Ortonormal tabanda çizgi eleman� ds2 = ηµνθ
µ ⊗ θν ve ηµν = diag(−1, 1, 1, 1)'dir. Yukar�daki

(3.5) metri§i için Einstein tensörünün s�f�rdan farkl� bile³enleri;

G00 = −e2(U(r)−K(r))

[
U ′(r)2 − 2

U ′(r)W ′(r)

W (r)
+K ′′(r)− 2U ′′(r) +

W ′′(r)

W (r)

]
,

G11 = −e2(U(r)−K(r))

[
U ′(r)2 − K ′(r)W ′(r)

W (r)

]
,

G22 = e2(U(r)−K(r))

[
U ′(r)2 − K ′(r)W ′(r)

W (r)
+
W ′′(r)

W (r)

]
,

G33 = e2(U(r)−K(r))
[
U ′(r)2 +K ′′(r)

]
(3.6)

³eklindedir. Burada kesme i³areti (′) r'ye göre türevi ifade etmektedir.

Vakum Einstein denklemi Gµν = 0'dan

W ′′(r) = 0, (3.7)

rK ′′(r) +K ′(r) = 2[rU ′(r) + U ′′(r)], (3.8)

U ′′(r) +
U ′(r)

r
= 0 (3.9)

di�erensiyel denklemleri elde edilir. Bu denklemler çözülürse, integrasyon sabitleri uygun
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³ekilde seçilerek, metrik fonksiyonlar�

W (r) = W0r,

K(r) = 4σ2 ln r,

U(r) = 2σ ln r (3.10)

³eklinde bulunur. Bu durumda statik, silindirsel simetrik vakum LC çözümü ,

ds2 = −r4σdt2 + r4σ(2σ−1)(dr2 + dz2) +W 2
0 r

2−4σdφ2 (3.11)

³eklinde yaz�l�r (Levi-Civita 1919, Bonnor 1979).

Parametrelerin Fiziksel Anlam�

Elde edilen bir vakum çözümünün �ziksel anlamlar�n� belirlemenin bir yolu bu çözümü �ziksel

olarak anlaml� iç çözümler ile e³le³tirmektir. Bu yöntem sayesinde iç çözümün �ziksel parame-

treleri (kütle, yük, vs.) yard�m� ile d�³ çözümün parametrelerini yorumlamak mümkündür.

Bu amaçla çe³itli mükemmel ak�³kan (Gautreau ve ark. 1969, Bonnor 1992, Philbin 1996)

ve ince kabuk tipi (Wang ve ark. 1997, B�çak ve ark. 2002, Ar�k ve ark. 2003, 2005) çözüm-

ler gözönüne al�nm�³t�r. Marder, statik, silindirsel simetrik vakum çözümünün iki ba§�ms�z

parametreye sahip oldu§unu göstermi³tir (Marder 1958). Bu parametrelerden birincisi olan

σ, uzunluk ba³�na kütle miktar�yla ilgili iken, ikincisi olan W0 koniklik parametresi olarak

tan�mlan�r ve uzay-zaman�n global topolojisi ile ilgilidir (Bonnor 1979). σ'n�n hangi de§er-

lerde LC için anlaml� bir çözüm olaca§� tart�³�lagelen bir konudur. Gautreau ve Ho�man

mükemmel ak�³kan ³eklindeki bir iç çözümü LC vakum çözümüyle düzgünce e³le³tirerek, σ

parametresinin 0 ≤ σ ≤ 1
4
aral�§�nda, birim uzunluk ba³�na dü³en kütle olarak yorumlanabile-

ce§ini göstermi³lerdir (Gautreau ve ark. 1969). Ayn� yöntem ile Bonnor ve Philbin çal�³malar�

σ'n�n 0 ≤ σ ≤ 1
2
aral�§� için geni³letilebilece§ini göstermi³tir (Bonnor ve ark. 1992, Philbin

1996). Wang ve arkada³lar� σ'y� kütle parametresi olarak tan�mlam�³lar, de§erinin 0 ≤ σ ≤ 1

aral�§�nda olabilece§ini ve σ = 1/2'de birim uzunluk ba³�na dü³en kütle miktar�n�n maximum

olaca§�n� göstermi³lerdir (Wang ve ark. 1997).

Baz� özel σ de§erleri için LC metri§ine bak�l�rsa;

• σ = 0 oldu§u durumda (3.11) metri§i;

ds2 = −dt2 + dr2 + dz2 +W 2
0 r

2dφ2 (3.12)
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düz uzay-zamana kar³�l�k gelmektedir. E§er W0 = 1 olursa metrik silindirik koordinat-

larda Minkowski uzay zaman�na indirgenir, W0 6= 1 için düz sonsuz uzun kozmik sicim

metri§idir (Vilenkin ve ark 1994).

• σ = 1/2 oldu§u durumda LC metri§i;

ds2 = −r2dt2 + dr2 + dz2 +W 2
0 dφ

2 (3.13)

Rindler metri§ine dönü³mektedir (Rindler 1977). t̄ = r sinh t, x̄ = r cosh t, ȳ = W0φ, z̄ =

z dönü³ümleri yap�larak, bu metrik

ds2 = −dt̄2 + dx̄2 + dȳ2 + dz̄2 (3.14)

³eklinde Minkowski koordinatlar�nda yaz�labilir. Gautreau, Ho�man ve Bonnor, bu düz

uzay�n, ȳ, −∞,∞ aral�§�nda kabul edildi§inde, pozitif kütle yo§unluklu, sonsuz düzlem-

sel bir tabakan�n, kütleçekimsel alan�n�n metri§i oldu§unu ifade etmi³lerdir (Gautreau

ve ark. 1969, Bonnor ve ark. 1992, Philbin 1996).

Tekillikler

Einstein denklemlerinin herhangi çözümüne kar³�l�k gelen uzay-zaman metri§inin tekilliklerini

bulabilmek için, metri§in e§rilik bile³enlerinden olu³an baz� skaler büyüklüklere bak�lmal�d�r.

Bu skalerlerden baz�lar�, Ricci Skaleri (R), Ricci tensörünün kendisiyle kontraksiyonu (Rµν

Rµν) ve Riemann tensörünün kendisiyle kontraksiyonudur (Rµνλκ R
µνλκ). Ele ald�§�m�z çözüm

bir vakum çözümü oldu§u için, bunlar�n ilk ikisi s�f�rd�r. Bu durumda Kretcshmann skaleri

yani Riemann tensörünün kendisiyle kontraksiyonu hesaplan�rsa

K = RµνλκR
µνλκ = 64σ2(4σ2 − 2σ + 1)(2σ − 1)2r−16σ

2+8σ−4 (3.15)

elde edilir (Richterek ve ark. 2000). Kretcshmann skalerinden aç�kça görüldü§ü gibi metri§in

r = 0'da bir uzay-zaman tekilli§i vard�r. Ancak σ'n�n 0 ve 1/2 de§erlerinde Kretcshmann

skaleri s�f�r olmakta, yani bu de§erlerde metrikte herhangi bir tekillik bulunmamaktad�r. Bu

özel de§erlerin düz uzaya kar³�l�k geldi§i önceki bölümde belirtilmi³ti.

3.1.2 Einstein-Maxwell Çözümleri

Bir yük ve ak�m yo§unlu§unun çevresinde olu³turdu§u elektromanyetik alan için Maxwell den-

klemleri dF = 0 ve d ∗F = 0 olmaktad�r. Elektromanyetik alan, yüklü bir statik, silindirsel

kaynak taraf�ndan üretiliyorsa, elektromanyetik bir-formu A = f(r)dt = f(r)e−U(r)θ0 olarak
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yaz�labilir ve bu durumda elektromanyetik alan tensörünün ve enerji-momentum tensörünün

ortonormal tabanda s�f�rdan farkl� bile³enleri

F01 = −F10 = −e−K(r)f ′(r),

T00 = −T11 = T22 = T33 =
1

2
e−2K(r)f ′2(r) (3.16)

olarak elde edilir. Bu elektromanyetik alana sahip uzay-zaman metri§ini ve dolay�s�yla A'y�

belirlemek için Einstein ve Maxwell denklemleri (Gµν = κTµν) çözülmelidir. Einstein tensörü

bile³enleri (3.6) ve enerji-momentum tensörü bile³enleri (3.16) denklemlerinden W (r)′′ = 0

olmas� gerekti§i görülür. W(r)'nin radyal yönde lineer olarak artt�§� ve sabit kald�§� durumlar

için iki farkl� çözüm elde edilir.

• Birinci durum için W (r) = w0r yaz�l�r ve uygun integrasyon sabitleri seçilerek, metrik

fonksiyonlar�

U(r) = ln

(
r2σ

a+ br4σ

)
,

K(r) = 4σ2 ln r (3.17)

olarak bulunur. Böylece (3.5)'teki çizgi eleman�

ds2 = − r4σ

(a+ br4σ)2
dt2 + (a+ br4σ)2

[
r4σ(2σ−1)(dr2 + dz2) + w2

0r
2(1−2σ)dφ2

]
, (3.18)

ve

f(r) =

√
−a
b

√
2

(a+ br4σ)
(3.19)

³eklinde elde edilir. Enerji yo§unlu§u T00'�n pozitif olmas� gereklili§i sonucu

ab < 0 (3.20)

olmal�d�r. Bu durumu daha iyi görebilmek için koordinatlar dt
a

= dt̃, adr = dr̃, adz =

dz̃, ³eklinde yeniden ölçeklendirilip b
a

= −C2 ve aw0 = w̃0 seçildi§inde çizgi eleman�;

ds2 = − r4σ

(1− C2r4σ)2
dt̃2 + (1− C2r4σ)2

[
r4σ(2σ−1)(dr̃2 + dz̃2) + w̃0

2r2(1−2σ)dφ2
]
,(3.21)

olarak elde edilmektedir. Bu durumda;

A =

√
2

C(1− C2r4σ)
dt, (3.22)

F01 = −F10 = −4
√

2Cr−(1−2σ)
2
σ

(1− C2r4σ)2
(3.23)

sonuçlar� elde edilir.
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• �kinci durum daha özel bir çözüm içermektedir ve W (r) = w0 (sabit) seçilerek metrik

fonksiyonlar�;

U(r) = − ln(r − u0),

K(r) = k0r (3.24)

³eklinde bulunur. Sonuç olarak, çizgi eleman�

ds2 = −dt2 1

(r − u0)2
+ (r − u0)2[e2k0r(dr + dz)2 + w2

0dφ
2] (3.25)

elektromanyetik potansiyel

A =

√
2

r − u0
dt (3.26)

olarak elde edilir.

Tekillikler

Göz önüne ald�§�m�z genel çözümün (3.21) metri§inin elektromanyetik alan tensörünün s�f�r-

dan farkl� bile³enleri e³itlik (3.23) ³eklindedir. Bunlar� kullanarak elektromanyetik de§i³mez

olarak adland�r�lan elektromanyetik alan tensörünün kendisi ile kontraksiyonlar�n� hesaplaya-

biliriz:

FµνF
µν = −64C2σ2r2(−1+4σ−4σ2)

(1− C2r4σ)4
≤ 0, (3.27)

Fµν ∗ F µν = 0. (3.28)

(3.27) e³itli§inin beklenildi§i gibi s�f�rdan küçük olmas� elektromanyetik alan�n�n elektriksel

tipte oldu§unu gösterir.

(3.21) metri§inin tekillikleri için bak�lmas� gereken skaler büyüklüklerden birisi Ricci ten-

sörünün kendisiyle kontraksiyonudur ve

RµνR
µν =

1024C4σ4

r4(1−2σ)2(1− C2r4σ)8
(3.29)

olarak elde edilir. Öte yandan tekilliklerin belirlenmesi için önemli bir büyüklük olan Krescht-

man skaleri;

K =
64σ2

r4−8σ+16σ2(1− C2r4σ)8[
(1− 2σ)2(1− 2σ + 4σ2)− 12σC2r4σ(1− 2σ)2 − 2C4r8σ(1− 48σ2 + 16σ4)

+ 12σC6r12σ(1 + 2σ)2 + C8r16σ(1 + 2σ)2(1 + 2σ + 4σ2)

]
(3.30)
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olarak bulunur. Bu üç skalerden de görüldü§ü gibi r = 0 ve r = 1
C1/2σ = rs'de olmak üzere

iki tekillik mevcuttur. Bu tekillikler �ziksel olup koordinat dönü³ümleri ile yok edilemezler.

Ancak, σ = 0 ve σ = 1
2
de§erlerinde r = 0'daki tekillik yok olmaktad�r. r > rs için uzay-zaman

ve elektromanyetik alan düzgün davranmaktad�r. Bu durum, söz konusu elektromanyetik

alan�n r = rs yar�çapl�, silindirsel yük da§�l�m�ndan kaynakland�§� ³eklinde yorumlanabilir.

Önceki bölümde daha özel durum olan (3.24) metrik fonksiyonlar� kullan�larak;

f(r) =

√
2

r − u0
, (3.31)

F01 = −F10 =

√
2e−k0r

(r − u0)2
(3.32)

olarak bulunur. Bu durum için elektromanyetik de§i³mez skaleri;

FµνF
µν = − 4e−2k0r

(r − u0)4
(3.33)

olarak elde edilirken, Kreschtmann skaleri ve Ricci tensörünün kendisiyle kontraksiyonu;

K =
8e−4k0r

(r − u0)8
{7 + 2k0(r − u0) [3 + k0(r − u0)]} , (3.34)

RµνR
µν =

4e−4k0r

(r − u0)8
(3.35)

olur. Bu skalerlerden, (3.25) metri§inin r = u0'da bir tekilli§e sahip oldu§u görülür. Bu durum

genel çözüme benzer olarak r = u0 yar�çapl� bir silindirsel yük da§�l�m�n�n elektromanyetik

alan kayna§� oldu§u ³eklinde dü³ünülebilir.
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IV

ARA�TIRMA BULGULARI ve TARTI�MA

4.1 5 Boyutlu Statik Silindirsel Simetrik Uzay-Zaman

Bölüm 3'de 4-boyutlu uzay-zamanda simetri ekseni (z) boyunca öteleme simetrisine ve bu

eksen etraf�nda dönme simetrisi ile zaman içerisinde dura§anl�k simetrisine sahip olan, statik,

silindirsel simetrik çe³itli bilinen çözümleri incelemi³tik. Bu k�s�mda, Bölüm 3'te göz önüne al�-

nan (3.5) metri§ine bir ekstra uzaysal boyut daha ekleyerek ve metri§in bu yönde bir simetriye

sahip yani bu fazla boyuttan ba§�ms�z oldu§unu dü³ünerek, 5-boyutlu uzay-zamanda statik,

silindirsel simetrik uzay-zaman metri§ini

ds2 = −e2Udt2 + e2K−2U(dr2 + dz2) + e−2UW 2dφ2 +X2dx2 (4.1)

³eklinde yazabilece§imizi varsay�yoruz. K�saca burada metrik fonksiyonlar� U,K,W,X sadece

radyal koordinat r'ye ba§l�d�r.

4.1.1 Alan Denklemleri

Einstein alan denklemleri Gµν = κTµν olarak verilmektedir. (4.1) metri§i için Einstein ten-

sörünü Bölüm 2'de verilen Cartan'�n yap� denklemleri kullanarak hesaplayayaca§�z. Bu metri§in

ortonormal taban bir-formlar�

θ0 = eU(r)dt, θ1 = eK(r)−U(r)dr, θ2 = eK(r)−U(r)dz, θ3 = W (r)e−U(r)dφ, θ4 = X(r)dx,

³eklinde seçilerek ve (2.20)'de verilen Cartan'�n 1. yap� denklemi kullan�larak,

ω0
1 = U ′(r)eU(r)−K(r)θ0, (4.2)

ω1
2 = [U ′(r)−K ′(r)] eU(r)−K(r)θ2, (4.3)

ω1
3 =

[
U ′(r)− W ′(r)

W (r)

]
eU(r)−K(r)θ3, (4.4)

ω1
4 = −X

′(r)

X(r)
eU(r)−K(r)θ4 (4.5)

³eklinde ba§lant� bir-formlar�n�n s�f�rdan farkl� bile³enleri elde edilir. (2.23)'de verilen Car-

tan'�n 2. yap� denklemi kullan�larak e§rilik 2-formlar�n�n s�f�rdan farkl� bile³enleri a³a§�daki

gibi elde edilir:
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Ω0
1 =

[
U ′′(r) + 2U ′(r)2 − U ′(r)K ′(r)

]
e2[U(r)−K(r)] θ1 ∧ θ0, (4.6)

Ω0
2 =

[
U ′(r)2 − U ′(r)K ′(r)

]
e2[U(r)−K(r)] θ0 ∧ θ2, (4.7)

Ω0
3 =

[
U ′(r)2 − U ′(r)W ′(r)

W (r)

]
e2[U(r)−K(r)] θ0 ∧ θ3, (4.8)

Ω0
4 = −X

′(r)U ′(r)

X(r)
e2[U(r)−K(r)] θ0 ∧ θ4, (4.9)

Ω1
2 = [U ′′(r)−K ′′(r)] e2[U(r)−K(r)] θ1 ∧ θ2, (4.10)

Ω1
3 =

[
U ′′(r)− U ′(r)K ′(r) +

W ′(r)U ′(r)

W (r)
− W ′′(r)

W (r)

+
W ′(r)K ′(r)

W (r)

]
e2[U(r)−K(r)] θ1 ∧ θ3, (4.11)

Ω1
4 =

[
−X

′′(r)

X(r)
− X ′(r)U ′(r)

X(r)
+
X ′(r)K ′(r)

X(r)

]
e2[U(r)−K(r)] θ1 ∧ θ4, (4.12)

Ω2
3 =

[
U ′(r)K ′(r)− W ′(r)K ′(r)

W (r)
− U ′(r)2 +

W ′(r)U ′(r)

W (r)

]
e2[U(r)−K(r)] θ2 ∧ θ3, (4.13)

Ω2
4 =

[
X ′(r)U ′(r)

X(r)
− X ′(r)K ′(r)

X(r)

]
e2[U(r)−K(r)] θ2 ∧ θ4, (4.14)

Ω3
4 =

[
X ′(r)U ′(r)

X(r)
− W ′(r)X ′(r)

W (r)X(r)

]
e2[U(r)−K(r)] θ3 ∧ θ4. (4.15)

Ayr�ca (2.24) denkleminden yararlanarak Riemann tensörünün s�f�rdan farkl� bile³enleri

R0
101 =

[
−U ′′(r)− 2U ′(r)2 + U ′(r)K ′(r)

]
e2[U(r)−K(r)], (4.16)

R0
202 =

[
U ′(r)2 − U ′(r)K ′(r)

]
e2[U(r)−K(r)], (4.17)

R0
303 =

[
U ′(r)2 − U ′(r)W ′(r)

W (r)

]
e2[U(r)−K(r)], (4.18)

R0
404 = −X

′(r)U ′(r)

X(r)
e2[U(r)−K(r)], (4.19)

R1
212 = [U ′′(r)−K ′′(r)] e2[U(r)−K(r)], (4.20)

R1
313 =

[
U ′′(r)− U ′(r)K ′(r) +

W ′(r)U ′(r)

W (r)
− W ′′(r)

W (r)
+
W ′(r)K ′(r)

W (r)

]
e2[U(r)−K(r)], (4.21)

R1
414 =

[
−X

′′(r)

X(r)
− X ′(r)U ′(r)

X(r)
+
X ′(r)K ′(r)

X(r)

]
e2[U(r)−K(r)], (4.22)

R2
323 =

[
U ′(r)K ′(r)− W ′(r)K ′(r)

W (r)
− U ′(r)2 +

W ′(r)U ′(r)

W (r)

]
e2[U(r)−K(r)], (4.23)

R2
424 =

[
X ′(r)U ′(r)

X(r)
− X ′(r)K ′(r)

X(r)

]
e2[U(r)−K(r)], (4.24)

R3
434 =

[
X ′(r)U ′(r)

X(r)
− W ′(r)X ′(r)

W (r)X(r)

]
e2[U(r)−K(r)] (4.25)

olarak bulunur. Ricci tensörünün s�f�rdan farkl� bile³enleri Rµν = Rα
µαν e³itli§i kullan�larak;

17



R00 =

[
U ′′(r) +

W ′(r)U ′(r)

W (r)
+
X ′(r)U ′(r)

X(r)

]
e2[U(r)−K(r)], (4.26)

R11 =

[
U ′′(r)− 2U ′′(r)2 −K ′′(r) +

W ′(r)U ′(r)

W (r)
− W ′′(r)

W (r)

+
W ′(r)K ′(r)

W (r)
− X ′′(r)

X(r)
− X ′(r)U ′(r)

X(r)
+
X ′(r)K ′(r)

X(r)

]
e2[U(r)−K(r)], (4.27)

R22 =

[
U ′′(r)−K ′′(r) +

W ′(r)U ′(r)

W (r)
− W ′(r)K ′(r)

W (r)
+
X ′(r)U ′(r)

X(r)

− X ′(r)K ′(r)

X(r)

]
e2[U(r)−K(r)], (4.28)

R33 =
[
U ′′(r) +

W ′(r)U ′(r)

W (r)
− W ′′(r)

W (r)
+
W ′(r)X ′(r)

W (r)X(r)
+
X ′(r)U ′(r)

X(r)

]
e2[U(r)−K(r)], (4.29)

R44 =

[
−X

′′(r)

X(r)
− X ′(r)W ′(r)

X(r)W (r)

]
e2[U(r)−K(r)] (4.30)

³eklindedir. Ricci skaleri ise

R = 2

[
U ′′(r)− U ′(r)2 −K ′′(r)− W ′′(r)

W (r)
− X ′′(r)

X(r)
+
W ′(r)U ′(r)

W (r)

−W
′(r)X ′(r)

W (r)X(r)

]
e2[U(r)−K(r)] (4.31)

olarak elde edilir. Sonuç olarak (4.1) metri§i için s�f�rdan farkl� Einstein tensörü bile³enleri;

G00 = −
[
W ′(r)X ′(r)

W (r)X(r)
− 2W ′(r)U ′(r)

W (r)
+
W
′′
(r)

W (r)
− X ′(r)U ′(r)

X(r)
+ U

′
(r)2 +K

′′
(r)

−2U
′′
(r) +

X
′′
(r)

X(r)

]
e2[U(r)−K(r)],

G11 =

[
− U ′(r)2 +

W ′(r)K ′(r)

W (r)
+
X ′(r)K ′(r)

X(r)
− X ′(r)U ′(r)

X(r)
+
W ′(r)X ′(r)

W (r)X(r)

]
e2[U(r)−K(r)],

G22 =

[
U ′(r)2 − W ′(r)K ′(r)

W (r)
+
W ′′(r)

W (r)
− X ′(r)K ′(r)

X(r)
+
X ′(r)U ′(r)

X(r)
+
W ′(r)X ′(r)

W (r)X(r)

+
X ′′(r)

X(r)

]
e2[U(r)−K(r)],

G33 =

[
U ′(r)2 +K ′′(r) +

X ′(r)U ′(r)

X(r)
+
X
′′
(r)

X(r)

]
e2[U(r)−K(r)],

G44 =

[
U ′(r)2 +K ′′(r)− W ′(r)U ′(r)

W (r)
− U ′′(r) +

W ′′(r)

W (r)

]
e2[U(r)−K(r)] (4.32)

³eklinde bulunur.

4.1.2 Einstein-Maxwell Çözümleri

Bölüm 3'de 4-boyutlu uzay-zamanda bir yük ve ak�m da§�l�m�n�n çevresinde olu³an elektro-

manyetik alan için Maxwell denklemleri dF = 0 ve d ∗ F = 0 olarak verilmi³ti. Elektro-

manyetik alan bir-formunu 5-boyutlu uzay zaman için A = f(r)dt = f(r)e−U(r)θ0 olarak
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seçiyoruz. Bu durumda elektromanyetik alan ve enerji-momentum tensörünün s�f�rdan farkl�

bile³enleri

F01 = F10 = −e−K(r)f ′(r) (4.33)

T00 = −T11 = T22 = T33 = T44 =
1

2
e−2K(r)f ′(r)2 (4.34)

olmaktad�r. Ayn� zamanda ilk Maxwell denklemi;

dF = d[f ′(r)dr ∧ dt] = 0 (4.35)

do§rudan sa§lanmaktad�r. Di§er Maxwell denklemi d ∗ F = 0;

d
[
f ′(r)W (r)X(r)e−2U(r)

]
= 0 (4.36)

di�eransiyel denklemini vermektedir. Einstein alan denklemleri i³lem kolayl�§� aç�s�ndanGµν−

κTµν = 0 olarak ifade edilirse

−e2U(r)−2K(r)

[
W
′
(r)X ′(r)

W (r)X(r)
− 2U ′(r)W ′(r)

W (r)
+
W
′′
(r)

W (r)
− U ′(r)X ′(r)

X(r)
+ U

′
(r)2 +K

′′
(r)

−2U
′′
(r) +

X
′′
(r)

X(r)

]
− 1

2
e−2K(r)f ′(r)2 = 0, (4.37)

e2U(r)−2K(r)

[
− U ′(r)2 +

K
′
(r)W

′
(r)

W (r)
+
K ′(r)X ′(r)

X(r)
− U ′(r)X ′(r)

X(r)
+
W ′(r)X ′(r)

W (r)X(r)

]
+

1

2
e−2K(r)f ′(r)2 = 0, (4.38)

e2U(r)−2K(r)

[
U
′
(r)2 − K

′
(r)W

′
(r)

W (r)
+
W
′′
(r)

W (r)
− K ′(r)X ′(r)

X(r)
+
U ′(r)X ′(r)

X(r)
+
W ′(r)X ′(r)

W (r)X(r)

+
X
′′
(r)

X(r)

]
− 1

2
e−2K(r)f ′(r)2 = 0, (4.39)

e2U(r)−2K(r)

[
U
′
(r)2 +K

′′
(r) +

U ′(r)X ′(r)

X(r)
+
X
′′
(r)

X(r)

]
− 1

2
e−2K(r)f ′(r)2 = 0, (4.40)

e2U(r)−2K(r)

[
U
′
(r)2 +K

′′
(r)− U ′(r)W ′(r)

W (r)
− U ′′(r) +

W
′′
(r)

W (r)

]
− 1

2
e−2K(r)f ′(r)2 = 0 (4.41)

e³itlikleri elde edilir. Bu e³itliklerden yararlanarak (4.38) ve (4.39) e³itliklerinin toplam�ndan

e−2K(r)+U(r)2W
′(r)X ′(r) +X(r)W ′′(r) +W (r)X ′′(r)

X(r)W (r)
= 0 (4.42)

bulunur ve bu sonuçtan [W (r)X(r)]′′ = 0 oldu§u kolayca görülebilir. Bu di�eransiyel denklem

için üç farkl� çözüm önerilebilir.

1. En genel halde çözüm

W (r) =
w0r + w1

X(r)
dir. (4.43)
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2. (4.43) denkleminin özel bir durumu olarak w0 = 0 durumunda genel çözümden farkl�

bir özel çözüm elde ediyoruz

W (r) =
w1

X(r)
. (4.44)

3. Ayr�ca W (r) = w0 (sabit), X(r) = x0 (sabit) durumunda da bu denklem sa§lanmak-

tad�r.

Bu 3 farkl� sonuç için Einstein-Maxwell denklemlerinin çözümleri ve bu çözümlerin �ziksel

olarak ifade ettikleri s�ras�yla tart�³�lacakt�r.

• W (r)X(r) = w0r + w1 durumu

Bu durumda, genelli§i bozmadan w1 = 0 seçebiliriz. Einstein alan denklemlerini (4.37-

4.41) kullan�larak metrik fonksiyonlar�n� belirleyece§iz. (4.40) ve (4.41) e³itliklerinin

fark�;

e−2K(r)+2U(r)

{
−2rX ′(r)2 +X(r)2 [U ′(r) + rU ′′(r)] + 2X(r) [X ′(r) + rX ′′(r)]

rX(r)2

}
= 0

(4.45)

e³itli§ini ve dolay�s�yla [rU ′(r)]′ = −2[rX
′(r)

X(r)
]′ sonucunu verir. Bu sonuç 2 kez integre

edilerek metrik fonksiyonu X(r)'�

X(r) = e
−U(r)

2 rx0 (4.46)

olarak buluruz. (4.38) ve (4.40) e³itliklerini toplarsak

1

2r
e−2K(r)+2U(r) [2K ′(r)− U ′(r) + 2rK ′′(r)− rU ′′(r)] = 0, (4.47)

yani 2[rK ′(r)]′ = [rU ′(r)]′ elde edilir ve bu e³itlikten

K(r) =
U(r)

2
+ k0 ln r (4.48)

olarak bulunur. (4.37) ve (4.38) e³itlikleri toplanarak

U(r) = ln
r2σ

a+ br4σ
(4.49)

sonucuna ula³�l�r. Burada 2σ = 2√
3

√
k0 + x0 − x20 olarak seçilmi³tir. Bu e³itlikten k0 =

3σ2 + x0 − x20 de§eri bulunur. Ayr�ca p1 = x0 − σ seçerek metrik fonksiyonlar�n�

X(r) = rp1
√
a+ br4σ,

W (r) = w0
r1−p1√
a+ br4σ

,

K(r) = ln
r4σ

2−p1(1−2σ−p1)
√
a+ br4σ

,

U(r) = ln
r2σ

a+ br4σ
(4.50)
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olarak elde etmek mümkündür. Bu metrik fonksiyonlar� için çizgi eleman�

ds2 = − r4σ

(a+ br4σ)2
dt2 + (a+ br4σ)

[
r2[2σ(2σ−1)−p1(1−2σ−p1)](dr2 + dz2)

+w2
0r

2(1−p1−2σ)dφ2 + r2p1dx2
]

(4.51)

³eklinde yaz�l�r. (4.37-4.41) e³itliklerinde metrik fonksiyonlar�n� yazarak;

−24r8σabσ2 − r2(a+ br4σ)4f ′(r)2 = 0 (4.52)

denklemi elde edilir ve buradan

f(r) =

√
−3a
2b

(a+ br4σ)
(4.53)

ve elektromanyetik potansiyel bir formu

A =

√
−3a
2b

(a+ br4σ)
dt (4.54)

olarak bulunur. Ayn� zamanda elektromanyetik alan ve enerji-momentum tensörlerinin

s�f�rdan farkl� bile³enleri

F01 = −F10 =
2σ
√
−6 a b r−1−4σ(σ−1)+p1(1−2σ−p1)

(a+ br4σ)
3
2

, (4.55)

T00 = −T11 = T22 = T33 = T44 = −12σ2 a b r2[−1−4σ(σ−1)+p1(1−2σ−p1)]

(a+ br4σ)3
(4.56)

olur. Enerji yo§unlu§unun pozitif olmas�

a b < 0 (4.57)

³art�n� getirmektedir.

Tekillikler

5-boyutlu uzay-zamanda statik, silindirsel simetrik, elektromanyetik yük da§�l�m�n�n�n

çevresinde metrik fonksiyonuW (r) = w0r
X(r)

olarak seçildi§inde çizgi eleman� e³itlik (4.51)

³eklinde elde edilir. Bu durumda elektromanyetik de§i³mez skaleri ve Ricci tensörünün

kendisiyle kontraksiyonu;

FµνF
µν = 48

a b r−2[1+4σ(σ−1)−p1(1−2σ−p1)]σ2

(a+ br4σ)3
, (4.58)

Fµν ∗ F µν = 0, (4.59)

RµνR
µν = 704

r−4[1+4σ(σ−1)−p1(1−2σ−p1)]σ4 a2 b2

(a+ br4σ)6
, (4.60)
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olarak elde edilir. Öte yandan, Kretschman skaleri ;

K =
16

(a+ br4σ)6r4[1+2σ(2σ−1)−p1(1−2σ−p1)]

{
(a+ br4σ)4p21(a+ br4σ)(p1 − 1)2(1− p1 + p21)

+ σ x1(a+ br4σ)4(2− 9p1 + 16p21 − 15p31 + 6p41)

+ 2σ2(a+ br4σ)2
[
a2(2− 9p1 + 21p21 − 24p31 + 12p41)

+ 2 a b r4σ(−1− 3p1 + 12p21 − 18p31 + 9p41) + b2 r8σ(2− 9p1 + 21p21 − 24p31 + 12p41)

]
+ 4σ3(a+ br4σ)

[
2a3(−3 + 8p1 − 12p21 + 7p31) + 3a2br4σ(3 + 3p1 − 11p21 + 10p31)

+ 3 a b2 r8σ(−5 + 11p1 − 19p21 + 10p31) + 2b3 r12σp1(5− 9p1 + 7p21)

]
+ 4σ4

[
2a4(8− 15p1 + 12p21) + 2a3 b r4σ(−10− 21p1 + 30p21)

+ a2 b2 r8σ(79− 72p1 + 72p21) + 2 a b3 r12σ(−1− 39p1 + 30p21)

+ 2 b4 r16σ(5− 9p1 + 12p21)

]
+ 48σ5(a+ br4σ)

[
2a3(p1 − 1) + a2 b r4σ(3 + 2p1) + a b2 r8σ(2p1 − 5) + 2b3r12σp1

]
+ 64σ6(a+ br4σ)2(a2 − a b r4σ + b2r8σ)

}
(4.61)

olmaktad�r. (4.58), (4.60) ve (4.61) skalerlerine bak�larak (4.51) metri§inin r = 0 ve

r = (−a
b
)

1
4σ 'te tekilliklere sahip oldu§u görülmektedir. Ancak, p1 = 0 oldu§unda σ = 0

ve σ = 1
2
de§erlerinde r = 0'daki tekillik yok olmaktad�r. Daha önce belirtildi§i gibi

a b < 0 olmal�d�r. E§er a < 0, b > 0 ise 5-boyutta (4.51) uzay-zaman�, 4-boyutlu

uzay-zamandaki duruma benzer olarak, r = (−a
b
)

1
4σ yar�çapl� silindirsel yük kayna§�n�n

sadece d�³�nda düzgün davran�r. Ancak a > 0, b < 0 oldu§u durumda (4.51) çizgi

eleman�n�n uzay-zaman�nda r = (−a
b
)

1
4σ yar�çapl� silindirin sadece iç k�sm�nda düzgün

davran�r.

• W(r)X(r) = w1 durumu

Bu durum için di§er integral sabitlerine göre 2 farkl� sonuç elde edilir.

i. Metrik fonksiyonlar�n�;

U(r) = −2 lnX(r) + u0r,

K(r) = − lnX(r) + k0r (4.62)

olarak seçildi§i durumda

X(r) = e
u0r
2

√
cos

[
u0(2r − 3x0)

2
√

3

]
(4.63)
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³eklinde elde edilir ve çizgi eleman�;

ds2 = − sec

[
u0(2r − 3x0)

2
√

3

]2
dt2

+ cos

[
u0(2r − 3x0)

2
√

3

] [
er(2k0−u0)(dr2 + dz2) + w2

1e
−ru0dφ2 + eru0dx2

]
(4.64)

olarak elde edilir. Bu durumda elektromanyetik alan bir formu

A =

√
3√
2

sin

[
u0(2r − 3x0)

2
√

3

]
dt (4.65)

olur. Ancak bu tezde bu ³ekildeki özel çözüm daha fazla incelenmeyecektir.

ii. Metrik fonksiyonlar� ,

U(r) = −2 lnX(r) + u0,

K(r) = − lnX(r) + k0, (4.66)

olarak belirlendi§inde ise

X(r) =
√
r − x0 (4.67)

olmaktad�r. Bu durumda çizgi eleman�;

ds2 = − e2u0

(r − x0)2
dt2 + (r − x0)

[
e2(k0−u0)(dr2 + dz2) + e−2u0w2

1dφ
2 + dx2

]
(4.68)

olarak elde edilir. Buradan elektromanyetik alan bir formu;

A =

√
3

2

eu0

r − x0
dt (4.69)

olmaktad�r. Ayn� zamanda Kretschman skaleri ise;

K = 508
e−4(k0−u0)

(r − x0)6
(4.70)

de§erine sahip olur ve metri§in r = x0'da bir tekilli§e sahip oldu§u görülmektedir.

• W(r) = w0/x0 durumu

E³itlik (4.42)'ten elde edilen ifade de metrik fonksiyonlar�ndan W (r) ve X(r) sabit

olarak seçildi§inde, di§er metrik fonksiyonlar�;

U(r) = u0, (4.71)

K(r) = k0 + k1r, (4.72)

olarak elde edilmektedir. Bu durum için, çizgi eleman�;

−e2u1dt2 + e2(k1+k0r−u1)(dr2 + dz2) + e−2u1w2
0dφ

2 + x20dx
2, (4.73)

³eklinde olur. Bu metrik için Riemann tensörünün tüm bile³enleri s�f�r olmakta ve

dolay�s�yla bu metrik 5-boyutlu Minkowski uzay�n� vermektedir.
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4.1.3 Vakum Çözümleri

Elde edilen (4.32) Einstein tensörünün bile³enleri kullan�larak vakum Einstein alan denklem-

leri çözüldü§ünde, metrik fonksiyonlar� uygun integrasyon sabitleri seçilerek;

U(r) = ln r2σ (4.74)

K(r) = ln rp1(p1−1)+2σ(p1+2σ) (4.75)

W (r) = w0r
1−p1 (4.76)

X(r) = rp1 (4.77)

olarak elde edilir. Bu durumda çizgi eleman�;

ds2 = −r4σdt2 + r2[2σ(2σ−1)−p1(1−2σ−p1)](dr2 + dz2) + w2
0r

2(1−p1−2σ)dφ2 + r2p1dx2 (4.78)

olur. Elde edilen çizgi eleman�n�n zaman k�sm�n� 1
(a+br4σ)2

ile, uzaysal k�sm�n� ise (a + br4σ)

ile çarp�larak, elektromanyetik alan çizgi eleman� (4.51) elde edilebilece§i görülmektedir.

Bu metri§in sahip oldu§u tekillikleri belirlemek için bak�lmas� gereken Kretschman skaleri

K =
16

r4[2σ(2σ−1)−p1(1−2σ−p1)]

[
p21(p1 − 1)2(1− p1 + p21) + σp1(2− 9p1 + 16p21 − 15p31)

+2σ2(2− 9p1 + 21p21 − 24p31 + 12p41) + 8σ3(−3 + 8p1 − 12p21 + 7p31)

+8σ4(8− 15p1 + 12p21) + 96σ5(p1 − 1) + 64σ6

]
(4.79)

olarak elde edilir. Bu durumda r = 0'da uzay-zaman�n gerçek tekilli§e sahiptir. Ancak, p1 = 0

oldu§unda σ = 0 ve σ = 1
2
de§erlerinde bu tekillik yok olmaktad�r.
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4.2 N Boyutlu Statik Silindirsel Simetrik Uzay-Zaman

Önceki k�s�mda statik, silindirsel simetrik 5-boyutlu uzay-zaman için çizgi eleman�n� e³itlik

(4.1) olarak varsaym�³t�k. Bu bölümde, N -boyutlu uzay-zaman için, 4-boyutlu uzay-zaman

metri§i (3.5)'e ekstra uzaysal boyutlar eklenerek ve metri§in bu koordinatlardan ba§�ms�z

oldu§u varsay�larak, çizgi eleman�;

ds2 = −e2Udt2 + e2K−2U(dr2 + dz2) + e−2UW 2dφ2 +
n∑
i

X2
i dx

2
i (4.80)

³eklinde seçilmi³tir. Böylece U,K,W,Xi metrik fonksiyonlar� radyal koordinat r d�³�ndaki

tüm koordinatlardan ba§�ms�zd�r. Burada N = n + 4 ve n ekstra boyut olmak üzere, Car-

tan'�n yap� denklemleri ve Einstein alan denklemleri kullan�larak ortonormal tabanda Einstein

tensörünün s�f�rdan farkl� bile³enleri;

G00 = G
(4)
00 + e2[U(r)−K(r)]

n∑
i,j=1
j 6=i

[
U ′(r)X ′i(r)

Xi(r)
− W ′(r)X ′i(r)

W (r)Xi(r)
− 1

2

X ′i(r)X
′
j(r)

Xi(r)Xj(r)

− X ′′i (r)

Xi(r)

]
, (4.81)

G11 = G
(4)
11 + e2[U(r)−K(r)]

n∑
i,j=1
j 6=i

[
− U ′(r)X ′i(r)

Xi(r)
+
W ′(r)X ′i(r)

W (r)Xi(r)
− 1

2

X ′i(r)X
′
j(r)

Xi(r)Xj(r)

+
K ′(r)X ′i(r)

Xi(r)

]
, (4.82)

G22 = G
(4)
22 + e2[U(r)−K(r)]

n∑
i,j=1
j 6=i

[
U ′(r)X ′i(r)

Xi(r)
+
W ′(r)X ′i(r)

W (r)Xi(r)
+

1

2

X ′i(r)X
′
j(r)

Xi(r)Xj(r)

− K ′(r)X ′i(r)

Xi(r)
+
X ′′i (r)

Xi(r)

]
, (4.83)

G33 = G
(4)
33 + e2[U(r)−K(r)]

n∑
i,j=1
j 6=i

[
U ′(r)X ′i(r)

Xi(r)
+

1

2

X ′i(r)X
′
j(r)

Xi(r)Xj(r)
+
X ′′i (r)

Xi(r)

]
, (4.84)

Gii = e2[U(r)−K(r)]

[
U ′(r)2 − U ′(r)W ′(r)

W (r)
+K ′′(r)− U ′′(r) +

W ′′(r)

W (r)

+
n∑

i,j,k=1
i 6=j 6=k

(
W ′(r)X ′j(r)

W (r)Xj(r)
+

1

2

X ′k(r)X
′
j(r)

Xk(r)Xj(r)
+
X ′′j (r)

Xj(r)

)]
(4.85)

olarak bulunur. Burada küçük latin har�eri i, j, k = {1, 2, 3, ....n} ekstra uzaysal boyutlar�

tan�mlamaktad�r ve G(4)
µν ise 4-boyutlu uzay zamanda elde edilen (3.6) e³itlikleridir.
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4.2.1 Vakum Çözümleri

N -boyutlu uzay-zaman için en genel haliyle (4.81-4.85) denklemlerinde ifade edilen Einstein

tensör bile³enleri vakum için çözüldü§ünde metrik fonksiyonlar�;

W (r) = w0r
1−p, (4.86)

K(r) =
(
4σ2 − p+ p′ + p2 + 2σp

)
ln r, (4.87)

U(r) = 2σ ln r, (4.88)

Xi(r) = rpi (4.89)

olmaktad�r. Burada; p =
∑n

i pi, p
′ =

∑n
i,j
i 6=j

1
2
pipj ve p2 =

∑n
i p

2
i olarak k�salt�lm�³t�r. Bu

durumda vakum N -boyutlu uzay-zaman metri§i;

ds2 = −r4σdt2 + r2(4σ
2−2σ−p+p′+p2+2σp)(dr2 + dz2)

+w2
0r

2(1−2σ−p)dφ2 +
n∑
i

rpidx2i (4.90)

haline gelir. Burada σ, w0 ve pi metri§in N − 2 tane ba§�ms�z parametresidir.

4.2.2 Einstein-Maxwell Çözümleri

N -boyutlu uzay-zamanda radyal do§rultuda bir elektrik alan için elektromanyetik bir formu

A = f(r)dt = f(r)e−U(r)θ0 olarak seçildi§inde, elektromanyetik alan ve enerji-momentum

tensörünün s�f�rdan farkl� bile³enleri;

F01 = F10 = −e−K(r)f ′(r), (4.91)

T00 = −T11 = T22 = T33 = Tii =
1

2
e−2K(r)f ′(r)2, (4.92)

olmaktad�r. Maxwell denklemi dF = 0 için

d[f ′(r)e−K(r)] = 0, (4.93)

olurken di§er Maxwell denklemi d ∗ F = 0 için ise

d
[
f ′(r)e−U(r)W (r)

n∏
i

Xi(r)
]

= 0, (4.94)

e³itli§i elde edilir. Einstein alan denklemleri (4.81-4.85) ve (4.92) e³itlikleri kullan�larak çözüldü§ünde

uygun integral sabitleri seçilerek metrik fonksiyonlar�;
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W (r) = w0r
1−p(a+ br4σ)

4−N
N−3 , (4.95)

K(r) =
(
4σ2 − p+ p′ + p2 + 2σp

)
ln r − ln

(
a+ br4σ

)N−4
N−3 , (4.96)

U(r) = 2σ ln r − ln(a+ br4σ), (4.97)

X(r) = rpi(a+ br4σ)
1

N−3 (4.98)

olarak bulunur. Bu durumda (4.80) metri§i a³a§�daki gibi yaz�l�r;

ds2 = − r4σ

(a+ br4σ)2
dt2

+(a+ br4σ)
2

N−3

[
r2(4σ

2−2σ−p+p′+p2+2σp)(dr2 + dz2)

+w2
0r

2(1−2σ−p)dφ2 +
n∑
i

r2pidx2i

]
. (4.99)

Ayn� zamanda;

f(r) =

√
N − 2

N − 3

√
−a√

b(a+ br4σ)
(4.100)

ve elektromanyetik alan bir formu

A =

√
N − 2

N − 3

√
−a√

b(a+ br4σ)
dt (4.101)

olarak Einstein-Maxwell denklemlerinden elde edilir.N -boyutlu uzay-zamanda (4.91) ve (4.92)

elektromanyetik alan ve enerji momentum tensörleri en genel olarak

F01 = −F10 =

√
N − 2

N − 3

4σ
√
−a b

(a+ br4σ)
N−2
N−3

r−(1−4σ+4σ2−p+p′+p2+2σp) (4.102)

T00 = −T11 = T22 = T33 = Tii = −
(
N − 2

N − 3

)
8 σ2 a b

(a+ br4σ)2
N−2
N−3

r−2(1−4σ+4σ2−p+p′+p2+2σp) (4.103)

³eklinde elde edilir. Burada yine, enerji yo§unlu§u ρ = T00'�n pozitif olmas� gereklili§i a b < 0

olmas� gerekti§ini gösterir. Ayn� zamanda (4.99) çizgi eleman�

D�³ çözüm; σ > 0 ise a < 0, b > 0,

σ < 0 ise a > 0, b < 0,

�ç çözüm; σ > 0 ise a > 0, b < 0,

σ < 0 ise a < 0, b > 0,
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durumlar�nda düzgün davranmaktad�r. Bu tezde d�³ çözümler üzerinde durulmaktad�r. Bununla

birlikte N -boyutlu uzay-zamanda Ricci skaleri;

R =

(
N − 4

N − 3

)
16 σ2 a b

(a+ br4σ)2
N−2
N−3

r−2(1−4σ+4σ2−p+p′+p2+2σp) (4.104)

olarak ve elektromanyetik de§i³mez skaleri ise;

FµνF
µν =

(
N − 2

N − 3

)
32 σ2 a b

(a+ br4σ)2
N−2
N−3

r−2(1−4σ+4σ2−p+p′+p2+2σp) (4.105)

³eklinde genelle³tirilebilir. Bu skalerlerden (4.99) metri§i, 4 ve 5-boyutlu uzay-zamanlara ben-

zer ³ekilde r = 0 ve r = rs =
(
−a
b

)1/(4σ)
'da uzay-zaman tekilliklerine sahiptir. Ancak σ'n�n 0

ve 1
2
oldu§u durumlarda r = 0'daki tekillik yok olmaktad�r.

Birim Uzunluk Ba³�na Yük ve Kütle Yo§unlu§u

N -boyutlu statik, silindirsel simetrik uzay-zaman�n çizgi eleman� (4.99) uzay-zaman�nda sabit

yar�çapta birim koordinat uzunlu§undan geçen elektrik ak�s�n� veren Gauss Yasas�;∫ 2π

0

∫ 1

0

F tr
√
−g dzdφ = 4πλ (4.106)

³eklindedir. Burada g metrik tensörünün determinant� ve λ birim uzunluk ba³�na yük yo§un-

lu§udur. Metrik tensörünün determinant�

g = −w2
0(a+ br4σ)

4
N−3 r2+16σ2−8σ−4p+4p′+4p2+8σ p (4.107)

olarak elde edilir. Elektromanyetik alan tensörünün bile³eni ise;

F tr = −
4σ
√

(−a b)N−2
N−3

(a+ br4σ)
2

N−3

r−1−2(4σ
2−2σ−p+p′+p2+2σp) (4.108)

olmaktad�r. Bu e³itlikler kullan�larak birim uzunluk ba³�na dü³en yük yo§unlu§u

λ = −2woσ

√
(−ab)N − 2

N − 3
(4.109)

olarak N -boyutlu uzay-zamanda elde edilir. 4-boyutlu uzay-zamanda ise birim uzunluk ba³�na

dü³en yük yo§unlu§u

λ(4) = −2
√

2Cσw0 (4.110)

olmaktad�r.

Bu uzay-zamanda kütle-çekimsel ak�y� veren Gauss yasas�;

−
∫ 2π

0

∫ 1

0

d2r

dτ 2
√
−g dzdφ = 4πµ(r) (4.111)
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ile ifade edilir. Burada d2r
dτ2

bu uzay-zamana sabit bir yar�çapta serbest halde b�rak�lan yüksüz

bir test parçac�§�na etkiyen radyal kuvvettir ve

d2r

dτ 2
= −2σ

(a− br4σ)

(a+ br4σ)
N−1
N−3

r−1−8σ
2+4σ+2p−2p′−2p2−4σp (4.112)

olmaktad�r. (Bir sonraki bölümde daha ayr�nt�l� olarak gösterilecektir.) Bu durumda N -

boyutlu uzay-zamanda birim uzunluk ba³�na kütle miktar�;

µ(r) =
w0σ(a− br4σ)

a+ br4σ
(4.113)

olarak elde edilir. Elde edilen bu sonuçlar Bonnor'un N = 4 için buldu§u sonuçlar ile de

uyu³maktad�r (Bonnor 2007).
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4.3 Yüklü-Yüksüz Parçac�k Hareketleri

4.3.1 4-Boyutlu Uzay-Zamanda Parçac�k Hareketleri

Herhangi bir uzay-zamanda hareket eden parçac�klar için jeodezik denklemleri (2.12) e³itli§in-

den elde edilir. Bu denklemleri elde etmek için gerekli olan Christo�el sembollerinin 4-boyutlu

uzay-zamanda statik, silindirsel simetrik çizgi eleman� için, s�f�rdan farkl� bile³enleri

Γtrt = U ′(r), (4.114)

Γrtt = e−2K(r)+4U(r)U ′(r), (4.115)

Γrrr = K ′(r)− U ′(r), (4.116)

Γrzz = −K ′(r) + U ′(r), (4.117)

Γrφφ = e−2K(r)W (r) (W (r)U ′(r)−W ′(r)) , (4.118)

Γzrz = K ′(r)− U ′(r), (4.119)

Γφrφ = −U ′(r) +
W ′(r)

W (r)
(4.120)

³eklindedir. Yüksüz parçac�klar için jeodezik denklemleri;

d2t

dτ 2
+ 2Γtrt

dt

dτ

dr

dτ
= 0, (4.121)

d2r

dτ 2
+ Γrtt(

dt

dτ
)2 + Γrrr

(
dr

dτ

)2

+ Γrzz

(
dz

dτ

)2

+ Γrφφ

(
dφ

dτ

)2

= 0, (4.122)

d2z

dτ 2
+ 2Γzrz

dr

dτ

dz

dτ
= 0, (4.123)

d2φ

dτ 2
+ 2Γφrφ

dr

dτ

dφ

dτ
= 0 (4.124)

olurken (4.114-4.120) Christo�el sembolleri kullan�larak (4.121-4.122) denklemlerinin ilk in-

tegralleri;

dt

dτ
= Ee−2U(r), (4.125)

dz

dτ
= z0e

2[U(r)−K(r)], (4.126)

dφ

dτ
=

φ0

W (r)2
e2U(r) (4.127)

³eklinde elde edilir. Burada E, z0, φ0 integral sabitleridir. Ancak (4.122) e³itli§i karma³�k

oldu§undan onun yerine (3.5) çizgi eleman�ndan(
dr

dτ

)2

= εe2[U(r)−K(r)] + E2e−2K(r) − z20e4[U(r)−K(r)] − φ2
0

W (r)2
e4U(r)−2K(r) (4.128)
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ifadesini kullanabiliriz. Burada ε = ( ds
dτ

)2 büyüklü§ünü ifade eder ve −1, 0, 1 de§erlerini al�r

ve bu de§erler uzay-zaman�n s�ras�yla uzay-tipi, �³�k-tipi ve zaman-tipi oldu§unu gösterir.

Elektromanyetik alan içinde e elektrik yükü ve m kütlesine sahip parçac�klar�n jeodezik

denklemi (2.12)'den

d2t

dτ 2
+ 2Γtrt

dt

dτ

dr

dτ
=

e

m
F t

r

dr

dτ
(4.129)

d2r

dτ 2
+ Γrtt

(
dt

dτ

)2

+ Γrrr

(
dr

dτ

)2

+ Γrzz

(
dz

dτ

)2

+ Γrφφ

(
dφ

dτ

)2

=
e

m
F r

t

dt

dτ
(4.130)

d2z

dτ 2
+ 2Γzrz

dr

dτ

dz

dτ
= 0 (4.131)

d2φ

dτ 2
+ 2Γφrφ

dr

dτ

dφ

dτ
= 0 (4.132)

olarak yaz�l�r. Burada elektromanyetik alan tensörünün bile³enleri;

F t
r = e2U(r)f ′(r), (4.133)

F r
t = e2U(r)−2K(r)f ′(r) (4.134)

³eklindedir. Jeodezik denklemlerin ilk integrallerinden,

dt

dτ
=

e

m
f(r)e−2U(r) − Ee−2U(r) = Ẽ(r), (4.135)

dz

dτ
= Z0e

−2[K(r)−U(r)], (4.136)

dφ

dτ
=

φ0

W 2(r)
e2U(r) (4.137)

olarak elde edilir. BuradaE, φ0, z0 integral sabitleri olarak seçilmi³tir. Ancak (4.130) e³itli§inin

integralini karma³�k oldu§undan (3.5) çizgi eleman�ndan(
dr

dτ

)2

= e−2K(r)
( e
m
f(r)− E

)2
− e−4[K(r)−U(r)]Z2

0 − e−2K(r)+4U(r) φ2
0

W 2(r)

εe−2[K(r)−U(r)] (4.138)

ifadesini kullanabiliriz.

Elde edilen bu jeodezik denklemlerden dairesel, radyal ve simetri ekseni boyunca hareket

eden yüklü ve yüksüz test parçac�§�n�n davran�³�n� ayr�nt�l� olarak inceleyelim.
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Dairesel Jeodezikler

A. Vakumda Yüksüz Parçac�k

Bölüm 3'de vakum alanlar için elde edilen çizgi eleman� (3.11)'in uzay-zaman�nda hareket

eden nötr bir test parçac�§�n�n jeodezik denklemlerini elde etmek için (3.10) metrik fonksiy-

onlar� (4.125-4.128) e³itliklerinde yerine koyularak;

dt

dτ
= Er−4σ, (4.139)

dz

dτ
= z0r

4σ(1−2σ), (4.140)

dφ

dτ
=

φ0

w2
0

r−2+4σ, (4.141)(
dr

dτ

)2

= εr−4σ(2σ−1) + E2r−8σ
2 − z20r8σ−16σ

2 − φ2
0

w2
0

r−2+8σ−8σ2

. (4.142)

elde edilir. Test parçac�§�n�n simetri ekseni boyunca sabit bir noktada (z=sabit) ve sabit bir

yar�çapta (r=sabit) dairesel hareket etti§ini varsayarsak, dr
dτ

= 0, d
2r
dτ2

= 0, dz
dτ

= 0 durumlar�

göz önünde bulundurmal�d�r. Bu durumda,(
dφ

dτ

)2

=
2σ

1− 2σ

E2

w2
0

r−2 (4.143)

denklemi (4.122) e³itli§inden elde edilir ve (3.11) çizgi eleman�;(
ds

dt

)2

= r4σ(W 2 − 1) (4.144)

olur. Burada W 2 = 2σ
1−2σ 'd�r. Böylece nötr test parçac�§�n�n dairesel jeodezikleri

W < 1 (0 ≤ σ <
1

4
) zaman-tipi

W > 1 (σ >
1

4
) uzay-tipi

W = 1 (σ =
1

4
) �³�k-tipi

olurlar (da Silva 1995). Yani kütleli parçac�klar 0 ≤ σ < 1
4
dairesel jeodeziklerde hareket

edibilir iken fotonlar sadece σ = 1
4
durumunda hareket edebilirler. σ > 1

4
de§erlerinde dairesel

jeodezik hareketi mevcut de§ildir.

B. Elektromanyetik Alanda Yüksüz Parçac�k

Nötr test parçac�§� radyal yönde elektrik alan�n oldu§u durumda elde edilen (3.21) çizgi

eleman�n�n uzay-zaman�nda hareket etti§i durumda (4.125-4.128) denklemlerinden;
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dt

dτ
= Er−4σ(1− C2r4σ)2, (4.145)

dz

dτ
= z0

r4σ(1−2σ)

(1− C2r4σ)2
, (4.146)

dφ

dτ
=

φ0

w2
0(1− C2r4σ)2

r−2+4σ, (4.147)(
dr

dτ

)2

= ε
r4σ(1−2σ)

(1− C2r4σ)2
+ E2r−8σ

2 − z20
r8σ(1−2σ)

(1− C2r4σ)4
− φ2

or
−2(1−2σ)2

w2
0(1− C2r4σ)4

(4.148)

elde edilir. Nötr test parçac�§�n (3.21) çizgi eleman�n�n uzay-zaman�ndaki dairesel jeodezik-

lerini elde etmek için dr
dτ

= 0, d
2r
dτ2

= 0, dz
dτ

= 0 olarak seçilmelidir. Bu durumda (4.122) e³itli§in-

den; (
dφ

dτ

)2

=
2σr−2+8σ(1 + C2r4σ)

(1− C2r4σ)4 [1− 2σ − C2r4σ(1 + 2σ)]w2
0

(
dt

dτ

)2

(4.149)

elde edilerek (3.21) çizgi eleman�nda kullan�ld�§�nda,(
ds

dt

)2

=
r4σ

(1− C2r4σ)2

{
− 1 +

2σ(1 + C2r4σ)

[1− 2σ − C2r4σ(1 + 2σ)]

}
(4.150)

sonucuna ula³�l�r. Bu e³itlikten parçac�§�n dairesel jeodeziklerinin

r

rs
>

(
1− 4σ

1 + 4σ

) 1
4σ

için uzay-tipi,

r

rs
=

(
1− 4σ

1 + 4σ

) 1
4σ

için �³�k-tipi,

r

rs
<

(
1− 4σ

1 + 4σ

) 1
4σ

için zaman-tipi

oldu§u söylenir. Burada rs = frac1C
1
2σ silindirsel yük kayna§�n�n yar�çap�d�r. r

rs
de§eri pozitif

olaca§�ndan 0 < σ < 1
4
olmas� gerekir. Ayn� zamanda, burada d�³ çözümler incelendi§inden

r
rs
> 1 olmal�d�r. Fakat parçac�k hareketlerinde herzaman 1−4σ

1+4σ
< 1 olaca§�ndan elektro-

manyetik alanda yüksüz parçac�k hareketi mevcut de§ildir.

C. Elektromanyetik Alanda Yüklü Parçac�k

Yüklü bir test parçac�§� (3.21) çizgi eleman�n�n uzay-zaman�nda hareket etti§i dü³ünülürse

jeodezik denklemler

dt

dτ
=

e

m

√
2r−4σ(1− C2r4σ)

C
− Er−4σ(1− C2r4σ)2 = Ẽ(r), (4.151)

(4.152)
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d2r

dτ 2
+

2σr−1+8σ−8σ2
(1 + C2r4σ)

(1− C2r4σ)5

(
dt

dτ

)2

− 2σ [1− 2σ + C2r4σ(1 + 2σ)]

r(1− C2r4σ)

(
dr

dτ

)2

+
2σ [1− 2σ + C2r4σ(1 + 2σ)]

r(1− C2r4σ)

(
dz

dτ

)2

+r1−8σ
2

w2
0

[−1 + 2σ + C2r4σ(1 + 2σ)]

(1− C2r4σ)

(
dφ

dτ

)2

=
e

m

4Cσ
√

2

(1− C2r4σ)4
r−1+8σ−8σ2 dt

dτ
, (4.153)

dz

dτ
=

Z0

(1− C2r4σ)2
r4σ(1−2σ), (4.154)

dφ

dτ
=

φ0

w2
0(1− C2r4σ)2

r−2+4σ (4.155)

olmaktad�r. e elektrik yüküne ve m kütlesine sahip parçac�§�n (3.21) çizgi eleman�n�n uzay-

zaman�nda dairesel hareket edebilmesi için, dr
dτ

= 0, d
2r
dτ2

= 0, dz
dτ

= 0 olmal�d�r. (4.153) e³itli§in-

den; (
dφ

dτ

)2

=
2σẼ(r)2

w2
0(1− C2r4σ)4

[1 + C2r4σ − 2
√

2 e
Ẽ(r)m

C(1− C2r4σ)

1− 2σ − C2r4σ(1 + 2σ)

]
r−2+8σ (4.156)

elde edilerek ve (3.21) çizgi eleman� kullan�larak(
ds

dt

)2

=
r4σ

(1− C2r4σ)2

{
− 1 + 2σ

[
1 + C2r4σ − 2C

√
2 e
E(r)m

(1− C2r4σ)

1− 2σ − C2r4σ(1 + 2σ)

]}
(4.157)

olarak bulunur. Bu durumda parçac�§�n dairesel jeodezikleri;

r

rs
>

[
1− 4σ(1 + C

√
2 e
E(r)m

)

1 + 4σ(1− C
√

2 e
Ẽ(r)m

)

] 1
4σ

için uzay-tipi,

r

rs
=

[
1− 4σ(1 + C

√
2 e
E(r)m

)

1 + 4σ(1− C
√

2 e
Ẽ(r)m

)

] 1
4σ

için �³�k-tipi,

r

rs
<

[
1− 4σ(1 + C

√
2 e
E(r)m

)

1 + 4σ(1− C
√

2 e
Ẽ(r)m

)

] 1
4σ

için zaman-tipi,

olmaktad�r. Yüksüz parçac�k hareketlerine benzer ³ekilde r
rs
oran�n�n herzaman birden büyük

olmas� gerekti§i için parçac�§�n zaman-tipi hareketi söz konusu olamaz bu nedenle daire-

sel jeodezikler mevcut de§ildir. Ayr�ca do§rulu§unun test edilmesi aç�s�ndan e = 0 s�f�r

seçildi§inde bu denklemlerin yüksüz parçac�k hareket denklemlerine indirgendi§i kolayca

görülür.
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Simetri Ekseni Boyunca Jeodezikler

A. Vakumda Yüksüz Parçac�k

Nötr test parçac�§�n�n (3.11) çizgi eleman�n�n uzay-zaman�nda, sabit bir aç� ve yar�çapta,

simetri ekseni boyunca hareket edebilmesi için dr
dτ

= 0, dφ
dτ

= 0 ve d2r
dτ2

= 0 olmal�d�r. Bu

durumda (4.122) ve (4.139) e³itliklerinden ;(
dz

dτ

)2

= −E2 r
−8σ2

1− 2σ
(4.158)

elde edilmektedir. Buna göre (3.11) çizgi eleman�;(
ds

dt

)2

= r4σ
(
−1 +

1

2σ − 1

)
(4.159)

haline gelmektedir. Böylece, nötr test parçac�§�n�n simetri ekseni boyunca jeodezik denklem-

leri;

1

2σ − 1
> 1 ise uzay-tipi,

1

2σ − 1
= 1 ise �³�k-tipi,

1

2σ − 1
< 1 ise zaman-tipidir.

Zaman-tipi jeodezikler ancak kütle parametresi σ'n�n 1'den büyük oldu§u durumlarda

gerçekle³ir. Ancak, σ parametresinin yap�lan çal�³malar ile 0 ≤ σ ≤ 1 aral�§�nda de§erler ala-

bilece§i gösterilmi³ oldu§undan (Wang ve ark. 1997), nötr test parçac�§�n�n bu uzay-zamanda

simetri ekseni boyunca zaman-tipi hareketinin mevcut olmad�§� sonucu elde edilir. I³�k-tipi

parçac�klar için ise σ = 1 de§erinde bu tip hareket mümkündür.

B. Elektromanyetik Alanda Yüksüz Parçac�k

Nötr test parçac�§�n�n (3.21) çizgi eleman�n�n uzay-zaman�nda simetri ekseni boyunca

jeodezikleri için dr
dτ

= 0, dφ
dτ

= 0 ve d2r
dτ2

= 0 olarak yaz�labilir. Bu durumda (4.122) e³itli§inden;(
dz

dτ

)2

= E2r−8σ
2 1 + C2r4σ

2σ − 1− C2r4σ(1 + 2σ)
(4.160)

yaz�l�r. (3.21) çizgi eleman�ndan ise;(
ds

dt

)2

=
r4σ

(1− C2r4σ)

[
−1 +

1 + C2r4σ

−1 + 2σ − C2r4σ(1 + 2σ)

]
(4.161)
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e³itli§i elde edilir. Buradan test parçac�§�n�n simetri ekseni boyunca jeodeziklerinin

r

rs
>

(
σ − 1

σ + 1

) 1
4σ

ise uzay-tipi,

r

rs
=

(
σ − 1

σ + 1

) 1
4σ

ise �³�k-tipi,

r

rs
<

(
σ − 1

σ + 1

) 1
4σ

ise zaman-tipi,

oldu§u söylenir. Buna göre; ele ald�§�m�z çözüm d�³ çözüm oldu§undan r
rs
> 1 olmal�d�r.

Ancak e³itli§in sa§ taraf� her zaman 1'den küçüktür. Bu nedenle nötr bir test parçac�§� için

simetri ekseni boyunca zaman-tipi jeodezik mevcut de§ildir.

C. Elektromanyetik Alanda Yüklü Parçac�k

Elektrik yüküne ve kütleye sahip bir test parçac�§�n�n (3.21) çizgi eleman�n�n uzay-zaman�nda,

simetri ekseni boyunca hareket edebilmesi için dr
dτ

= 0, dφ
dτ

= 0 ve d2r
dτ2

= 0 olmal�d�r. Buna

göre (4.153) e³itli§inden;

(
dz

dτ

)2

=
Ẽ(r)2r−8σ(σ−1)

(1− C2r4σ)4

 −2√2eCmẼ(r)
(1− C2r4σ) + 1 + C2r4σ

2σ − 1− C2r4σ(1 + 2σ)

 (4.162)

elde edilirken (3.21)çizgi eleman�ndan;

(
ds

dt

)2

=
r4σ

(1− C2r4σ)2

−1 +

−2
√
2eC

mẼ(r)
(1− C2r4σ) + 1 + C2r4σ

2σ − 1− C2r4σ(1 + 2σ)

 (4.163)

sonucuna ula³�l�r. Bu durumda, test parçac�§�n�n simetri ekseni boyunca jeodezikleri

r

rs
>

σ − 1 + eC
√
2

mẼ(r)

σ + 1 + eC
√
2

mẼ(r)

 1
4σ

ise uzay-tipi,

r

rs
=

σ − 1 + eC
√
2

mẼ(r)

σ + 1 + eC
√
2

mẼ(r)

 1
4σ

ise �³�k-tipi,

r

rs
<

σ − 1 + eC
√
2

mẼ(r)

σ + 1 + eC
√
2

mẼ(r)

 1
4σ

ise zaman-tipi,

olmaktad�r. Bu durumda da d�³ çözümler için, yüklü test parçac�§�n�n zaman-tipi jeodezikleri

mevcut de§ildir.
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Radyal Kuvvet

A. Vakumda Yüksüz Parçac�k

Nötr test parçac�§�n�n durgun halde (3.11) çizgi eleman�n�n uzay-zaman�na b�rak�ld�§�n�

varsayal�m. Bu durumda ba³lang�ç ko³ullar� dr
dτ

= 0, dz
dτ

= 0 ve dφ
dτ

= 0 olmaktad�r. Buna göre

(4.122) e³itli§i

d2r

dτ 2
= −E2U ′(r)e−2K(r) (4.164)

olur. Bununla birlikte çizgi eleman�ndan ds2 = −dτ 2 e³itli§i yaz�larak E = eU(r) olmas�

gerekti§i görülür. (3.10) metrik fonksiyonlar� kullan�larak;

d2r

dτ 2
= −2σr−1+4σ−8σ2

(4.165)

elde edilir. Bu e³itli§e göre r'nin tüm de§erleri için;

σ > 0 için parçac�k kütle-çekimsel kuvvet taraf�ndan çekilir,

σ < 0 için parçac�k kütle-çekimsel kuvvet taraf�ndan itilir.

B. Elektromanyetik Alanda Yüksüz Parçac�k

(3.21) çizgi eleman�n�n uzay-zaman�na herhangi bir t an�nda durgun halde b�rak�lan nötr

test parçac�§� için ba³lang�ç ko³ullar� dr
dτ

= 0, dz
dτ

= 0 ve dφ
dτ

= 0 ³eklindedir. Bu parçac�§�n

üzerine etki eden radyal kuvveti belirlemek için, (4.122) e³itli§inden;

d2r

dτ 2
= −Γrtt

(
dt

dτ

)2

= −E2U ′(r)e−2K(r) (4.166)

elde edilir. Ayn� zamanda ds2 = −dτ 2 oldu§undan E = eU(r) olmas� gerekir. Metrik fonksiy-

onlar� kullan�larak e³itlik;

d2r

dτ 2
= −2σ(1 + C2r4σ)

(1− C2r4σ)3
r−1+4σ−8σ2

(4.167)

olmaktad�r. Ayn� zamanda bu ifade;

d2r

dτ 2
= −

2σ

[
1 +

(
r
rs

)4σ]
[
1−

(
r
rs

)4σ]3 r−1+4σ−8σ2

(4.168)

olarak yaz�labilir. Bu durumda;

σ > 0 ise
r

rs
< 1 oldu§unda kütle-çekimsel kuvvet parçac�§� çeker,

r

rs
> 1 oldu§unda kütle-çekimsel kuvvet parçac�§� iter,

σ < 0 ise
r

rs
< 1 oldu§unda kütle-çekimsel kuvvet parçac�§� çeker,

r

rs
> 1 oldu§unda kütle-çekimsel kuvvet parçac�§� iter.
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Yap�lan elektromanyetik çözümde elde edilen sonuç r > rs içindir. Bu nedenle her zaman
r
rs
> 1 durumuna bak�yoruz. Buna göre elektromanyetik alanda, yüksüz parçac�k silindirsel

yük da§�l�m�n�n d�³�nda kütle çekimsel kuvvet taraf�ndan her zaman itilir (Bonnor 2007).

C. Elektromanyetik Alanda Yüklü Parçac�k

Elektrik yükü e ve kütlesi m olan bir test parçac�§�n�n (3.21) çizgi eleman�n�n uzay-

zaman�na durgun halde b�rak�ld�§�n� varsayarsak, dr
dτ

= 0, dz
dτ

= 0 ve dφ
dτ

= 0 ³eklinde alabiliriz.

Bu durumda (4.130) e³itli§i

d2r

dτ 2
=

e

m
f ′(r)e−2K(r)+2U(r) dt

dτ
− U ′(r)e−2K(r)+4U(r)

(
dt

dτ

)2

(4.169)

olmaktad�r. (3.21) çizgi eleman� için ds2 = −dτ 2 yaz�ld�§�nda ( dt
dτ

)2 = e−2U(r) olarak elde

edilir. Böylece;

d2r

dτ 2
=

2σ

(1− C2r4σ)3

[
2
√

2 C e r2σ

m
− (1 + C2r4σ)

]
r−1+4σ−8σ2

(4.170)

olur. Ayn� zamanda (4.110) e³itli§inde 4-boyutlu uzay-zaman için elde edilen birim uzunluk

ba³�na yük yo§unlu kullan�larak

d2r

dτ 2
= − 2

(1− C2r4σ)3

[
λ(4) e r2σ

m w0

+ σ(1 + C2r4σ)

]
r−1+4σ−8σ2

(4.171)

elde edilir. Bu e³itli§in sa§ taraf�ndaki ikinci terim nötr test parçac�§�n�n elektromanyetik alan-

daki radyal kuvveti için bulunan sonucu vermektedir. Bu kuvvetin herzaman itici olaca§�n� bir

önceki bölümde elde etmi³tik. Buradaki birinci terim ise yüklü parçac�k ile elektromanyetik

alan etkile³mesidir ve parçac�§�n elektrik yükü e ile elektromanyetik alan�n birim uzunluk

ba³�na yük yo§unlu§u λ(4)'ün çarp�mlar�n�n i³aretine göre farkl� davran�³ göstermektedir.

E§er eλ(4) çarp�m� pozitif ise parçac�§a etkiyen kuvvet itici, bu çarp�m negatif oldu§unda ise

etki eden kuvvet çekici olur. Parçac�§a elektromanyetik alandan dolay� etkiyen kuvvetin çe-

kici oldu§u yani eλ(4) çarp�m�n�n negatif oldu§u durum için, parçac�§a etki eden net kuvvetin

s�f�ra e³it olaca§� özel de§erleri mevcuttur. Bu noktalarda d2r
dτ2

= 0 oldu§unda parçac�k nötr

denge durumundad�r. Bu durum ancak (4.170) denkleminde;

2
√

2|e C|r2σ

m
= 1 + C2r4σ (4.172)

e³itli§i sa§land�§� zaman gerçekle³ir. Buna göre

r = rs

(√
2|e|
m
±
√
−1 +

2e2

m2

) 1
2σ

(4.173)
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oldu§u durumda parçac�k üzerine etki eden kuvvetler dengededir. Bu ifadenin �ziksel an-

lam�n�n olmas� için kök içindeki ifadelerin pozitif olmas� gerekmektedir. Bu durumda
√

2|e| >

m olmal�d�r (Bonnor 2007).

Bu bölümde bahsedilen 4-boyutlu uzay-zamanda test parçac�§�n�n dairesel ve simetri ek-

seni boyunca hareketlerini ve radyal yöndeki kuvvetin davran�³�n� k�saca a³a§�daki tablodaki

gibi ifade edebiliriz.

Jeodezikler Vakumda Yüksüz Elektromanyetik Alanda Elektromanyetik Alanda

Parçac�k Yüksüz Parçac�k Yüklü Parçac�k

Dairesel Var Yok Yok

(0 < σ < 1
4
)

Simetri Ekseni Yok Yok Yok

Boyunca

Radyal Kuvvet Çekici �tici Çekici

veya itici

Çizelge 4.1: 4-boyutlu uzay-zamanda test parçac�§�n�n zaman-tipi jeodezikleri ve radyal

kuvvet
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4.3.2 N-boyutlu uzay-zamanda parçac�k hareketleri

N -boyutlu uzay-zamanda yüklü ve yüksüz parçac�k hareketlerini belirlemek için (2.12) kul-

lan�larak;

d2t

dτ 2
+ 2Γtrt

dt

dτ

dr

dτ
=

e

m
F t

r

dr

dτ
, (4.174)

d2r

dτ 2
+ Γrtt(

dt

dτ
)2 + Γrrr(

dr

dτ
)2 + Γrzz(

dz

dτ
)2 + Γrφφ(

dφ

dτ
)2 +

n∑
i

Γrxixi(
dxi
dτ

)2 =
e

m
F r

t

dt

dτ
, (4.175)

d2z

dτ 2
+ 2Γzrz

dr

dτ

dz

dτ
= 0, (4.176)

d2φ

dτ 2
+ 2Γφrφ

dr

dτ

dφ

dτ
= 0, (4.177)

d2xi
dτ 2

+ 2Γxirxi
dr

dτ

dxi
dτ

= 0 (4.178)

elde edilir. Bu jeodezik denklem çözümleri için gerekliN -boyutlu uzay-zamanda statik silindirsel

simetrik çizgi eleman� için Christo�el sembollerinin s�f�rdan farkl� bile³enleri;

Γtrt = U ′(r), (4.179)

Γrtt = e−2K(r)+4U(r)U ′(r), (4.180)

Γrrr = K ′(r)− U ′(r), (4.181)

Γrzz = −K ′(r) + U ′(r), (4.182)

Γrφφ = e−2K(r)W (r) [W (r)U ′(r)−W ′(r)] , (4.183)

Γzrz = K ′(r)− U ′(r), (4.184)

Γφrφ = −U ′(r) +
W ′(r)

W (r)
(4.185)

Γxirxi =
X ′i(r)

Xi(r)
(4.186)

Γrxixi = −e−2K(r)+2U(r)X ′i(r)Xi(r) (4.187)

³eklindedir. Elektromanyetik alan tensörünün bile³enleri;

F t
r = e2U(r)f ′(r), (4.188)

F r
t = e2U(r)−2K(r)f ′(r) (4.189)

olmaktad�r.
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E§er parçac�k elektrik yüküne sahip de§ilse (e = 0);

dt

dτ
= Ee−2U(r), (4.190)

dz

dτ
= z0e

2[U(r)−K(r)], (4.191)

dφ

dτ
=

φ0

W (r)2
e2U(r) (4.192)

dxi
dτ

=
qi

Xi(r)2
(4.193)

olarak (4.179-4.187) Christo�el sembolleri kullan�larak jeodezik denklemlerinin ilk integralleri

elde edilir. Burada E, z0, φ0, qi integrasyon sabitleridir. Ancak radyal yönde de§i³imi ifade

eden (4.175) e³itli§i yerine, statik, silindirsel simetrik N -boyutlu uzay-zaman çizgi eleman�

(4.80) kullan�larak;(
dr

dτ

)2

= εe2U(r)−2K(r) + E2e−2K(r) − z20e4U(r)−4K(r) − φ2
0

W (r)2
e4U(r)−2K(r)

−
n∑
i

q2i
Xi(r)2

e2U(r)−2K(r) (4.194)

yaz�labilir. Burada ε = ds2

dτ2
'dir.

Öte taraftan e§er parçac�k bir elektrik yüküne sahip ise (e 6= 0) jeodezik denklemlerinin

ilk integralleri ³u ³ekilde olur;

dt

dτ
=

e

m
f(r)e−2U(r) − Ee−2U(r) = Ẽ(r), (4.195)

dz

dτ
= z0e

2U(r)−2K(r), (4.196)

dφ

dτ
=

φ0

W (r)2
e2U(r), (4.197)

dxi
dτ

=
qi

Xi(r)2
. (4.198)

Ancak (4.175) e³itli§inin çözümü karma³�k oldu§undan (4.99) çizgi eleman�ndan;(
dr

dτ

)2

= εe2U(r)−2K(r) +
( e
m
f(r)− E

)2
e−2K(r)

−z20e4U(r)−2K(r) − φ2
0

W (r)2
e4U(r)−2K(r) −

n∑
i

qi
Xi(r)2

e2U(r)−2K(r) (4.199)

olarak bulunur. Bu denklemlerde E, z0, φ0, qi integral sabitleri ve ε = ds2

dτ2
olarak seçilmi³tir.

Bu jeodezik denklemlere göz önünde bulundurularak parçac�§�n baz� özel hareketlerini in-

celeyelim.
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Dairesel Hareket

A. Vakumda Yüksüz Parçac�k

Nötr test parçac�§�n�n (4.90) çizgi eleman�n�n uzay-zaman�nda hareket etti§ini varsay�l�rsa

(4.86-4.89) metrik fonksiyonlar� kullan�larak jeodezik denklemleri;

dt

dτ
= Er−4σ, (4.200)

dz

dτ
= z0r

−2(4σ2−2σ−p+p′+p2+2σp), (4.201)

dφ

dτ
=

φ0

w2
0

r4σ−2+p, (4.202)

dxi
dτ

= qir
−2pi , (4.203)

(
dr

dτ

)2

= εr−2(4σ
2−2σ−p+p′+p2+2σp) + E2r−2(4σ

2−p+p′+p2+2σp)

− z20r
−4(4σ2−2σ−p+p′+p2+2σp) − φ2

0

w2
0

r−2(1+4σ2−2σ−p+p′+p2+2σp)

− q2i r
−2(4σ2−2σ−p+p′+p2+2σp) (4.204)

olarak elde edilir. Parçac�§�n simetri ekseni etraf�nda dairesel hareket etti§i dü³ünüldü§ünde
dr
dτ

= 0, d2r
dτ2

= 0, dz
dτ

= 0 ve dxi
dτ

= 0 olmaktad�r. Böylece e³itlik (4.175)'dan(
dφ

dτ

)2

=
2σ

w2
0(1− 2σ − p)

r8σ−2+2p

(
dt

dτ

)2

(4.205)

elde edilmektedir. (4.99) metri§i;(
ds

dt

)2

= r4σ
(

2σ

1− 2σ − p
− 1

)
(4.206)

haline gelir. Bu durumda nötr test parçac�§�n�n dairesel jeodezikleri

0 < σ +
p

4
<

1

4
için zaman-tipi,

σ +
p

4
>

1

4
için uzay-tipi,

σ +
p

4
=

1

4
için �³�k-tipi

olmaktad�r. Bu sonuçlar�n 4-boyutlu vakum çözümünden fark�, ekstra boyutlara ait parame-

trelerin (pi) de bu jeodeziklerin davran�³lar�n� etkilemesidir.
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B. Elektromanyetik Alanda Yüksüz Parçac�k

Nötr test parçac�§�n�n elektromanyetik alan çizgi eleman� (4.99)'in uzay-zaman�nda hareket

etti§i dü³ünüldü§ünde (4.190-4.194) jeodezik denklemleri;

dt

dτ
= Er−4σ(a+ br4σ)2, (4.207)

dz

dτ
= z0r

−2(4σ2−2σ−p+p′+p2+2σp)(a+ br4σ)
−2
N−3 , (4.208)

dφ

dτ
=

φ0

w2
0

r−2(1−2σ−p)(a+ br4σ)
−2
N−3 , (4.209)

dxi
dτ

= qir
−2pi(a+ br4σ)

−2
N−3 , (4.210)(

dr

dτ

)2

= εr−2(4σ
2−2σ+−p+p′+p2+2σp)(a+ br4σ)

−2
N−3

+ E2r−2(4σ
2−p+p′+p2+2σp)(a+ br4σ)

2(N−4)
N−3

− z20r
−4(4σ2−2σ−p+p′+p2+2σp)(a+ br4σ)

−4
N−3

− φ2
0

w2
0

r−2(1+4σ2−4σ−p+p′+p2+2σp)(a+ br4σ)
−4
N−3

−
n∑
i

q2i r
−2(4σ2−2σ−p+p′+p2+2σp)(a+ br4σ)

−6
N−3 (4.211)

olarak elde edilmektedir. Bu parçac�§�n simetri ekseni etraf�nda dairesel hareket etti§i du-

rumda, dr
dτ

= 0, d2r
dτ2

= 0, dz
dτ

= 0 ve dxi
dτ

= 0 olmaktad�r. Bu e³itlikler göz önünde tutularak

(4.175) jeodezik denklemi tekrar incelendi§inde;

(
dφ

dτ

)2

= − 2σ(a− br4σ)(a+ br4σ)−4+2N−4
N−3

w2
0

{
a (−1 + 2σ + p) + br4σ

[
−1 + p− 2σ(1− 2N−4

N−3)
]}r2(−1+4σ+p)

(
dt

dτ

)2

(4.212)

elde edilir. Bu e³itlik kullan�larak (4.99) çizgi eleman� tekrar düzenlendi§inde;

(
ds

dt

)2

=
r4σ

(a+ br4σ)2

{
−1 +

2σ(br4σ − a)

a(−1 + 2σ + p) + br4σ[−1 + p− 2σ(1− 2N−4
N−3)]

}
(4.213)

olmaktad�r. Buradan yüksüz test parçac�§�n�n dairesel jeodezikleri

r

rs
>

(
1− 4σ − p

1 + 4σ(1− N−4
N−3)− p

) 1
4σ

için uzay-tipidir,

r

rs
=

(
1− 4σ − p

1 + 4σ(1− N−4
N−3)− p

) 1
4σ

için �³�k-tipidir,

r

rs
<

(
1− 4σ − p

1 + 4σ(1− N−4
N−3)− p

) 1
4σ

için zaman-tipidir.
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Burada r = rs yar�çapl� silindirsel yük kayna§�n�n d�³�ndaki çözümleri ele ald�§�m�zdan
r
rs
> 1 olmal�d�r. Bu durum için yukar�da elde edilen sonuçlara göre elektromanyetik alanda

yüksüz parçac�klar için dairesel jeodezikler mevcut de§ildir.

C. Elektromanyetik Alanda Yüklü Parçac�k

Yüklü bir test parçac�§�n N -boyutlu elektromanyetik alan çizgi eleman� (4.99)'in uzay-

zaman�nda hareket etti§i varsay�ld�§�nda (4.86-4.89) metrik fonksiyonlar� kullan�larak jeodezik

denklemler;

dt

dτ
=

(
N − 2

N − 3

)
e

m

√
−a
b

(a+ br4σ)r−4σ − E(a+ br4σ)r−4σ = Ẽ(r), (4.214)

dz

dτ
= z0r

−2(4σ2−2σ−p+p′+p2+2σp)(a+ br4σ)
−2
N−3 , (4.215)

dφ

dτ
=

φ0

w2
0

r−2(1−2σ−p)(a+ br4σ)
−2
N−3 , (4.216)

dxi
dτ

= qir
−2pi(a+ br4σ)

−2
N−3 (4.217)

³eklinde elde edilmektedir. Ancak (4.175) e³itli§i yerine (4.99) çizgi eleman�ndan;(
dr

dτ

)2

= εr−2(4σ
2−2σ−p+p′+p2+2σp)(a+ br4σ)

−2
N−3

+ Ẽ(r)2r−2(4σ
2−p+p′+p2+2σp)(a+ br4σ)

2(N−4)
N−3

− z20r
−4(4σ2−2σ−p+p′+p2+2σp)(a+ br4σ)

−4
N−3

− φ2
0

w2
0

r−2(1+4σ2−4σ−p+p′+p2+2σp)(a+ br4σ)
−4
N−3

−
n∑
i

q2i r
−2(4σ2−2σ−p+p′+p2+2σp)(a+ br4σ)

−6
N−3 (4.218)

ifadesi kullan�labilir. Bu denklemlerde E, z0, φ0, qi integral sabitleri ve ε = ds2

dτ2
olarak

seçilmi³tir. Bu uzay-zamanda dairesel hareket yapan e yükü m kütlesine sahip test parçac�§�

için, dr
dτ

= 0, dz
dτ

= 0, d2r
dτ2

, dxi
dτ

= 0 olur. Bu durumda (4.175) jeodezik denkleminden;

(
dφ

dτ

)2

=
−2σẼ(r)2r−2+8σ+2p

w2
0(a+ br4σ)2

N−2
N−3


e

Ẽ(r)m
2
√

(−a b)(N−2
N−3)(a+ br4σ) + (a− br4σ)

a(−1 + 2σ + p) + br4σ
[
−1− 2σ(1− 2

N−3) + p
]
 (4.219)

elde edilerek (4.99) çizgi eleman�nda yerine koyulursa;

(
ds

dt

)2

=
r4σ

(a+ br4σ)2

−1− 2σ

 e
Ẽ(r)m

2
√

(−a b)(N−2
N−3)(a+ br4σ) + (a− br4σ)

a(−1 + 2σ + p) + br4σ
[
−1− 2σ(1− 2

N−3) + p
]
(4.220)

olarak bulunur. Bu e³itlikten N -boyutlu uzay-zamanda elektromangetik alan çizgi eleman�
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(4.99)'in uzay-zaman�nda yüklü parçac�§�n dairesel jeodezikleri;

r

rs
>

[ 1− 4σ
(

1− e
mẼ(r)

√
(−ab)N−2

N−3

)
− p

1 + 4σ
(

1− N−4
N−3 + e

mẼ(r)

√
(−ab)N−2

N−3

)
− p

] 1
4σ

ise uzay-tipi,

r

rs
=

[ 1− 4σ
(

1− e
mẼ(r)

√
(−ab)N−2

N−3

)
− p

1 + 4σ
(

1− N−4
N−3 + e

mẼ(r)

√
(−ab)N−2

N−3

)
− p

] 1
4σ

ise �³�k-tipi,

r

rs
<

[ 1− 4σ
(

1− e
mẼ(r)

√
(−ab)N−2

N−3

)
− p

1 + 4σ
(

1− N−4
N−3 + e

mẼ(r)

√
(−ab)N−2

N−3

)
− p

] 1
4σ

ise zaman-tipidir.

Bu e³itlikler daha önceki elde etti§imiz sonuçlar� do§rulamakta ve parçac�§�n dairesel hareke-

tinin N -boyutlu uzay-zamanda da mevcut olmad�§�n� desteklemektedir.

Simetri Ekseni Boyunca Jeodezikler

A. Vakumda Yüksüz Parçac�k

Nötr test parçac�§�n�n (4.90) çizgi eleman�n�n uzay-zaman�nda simetri ekseni boyunca

hareket etmesi için dr
dτ

= 0, dφ
dτ

= 0, d2r
dτ2

= 0 ve dxi
dτ

= 0 olmal�d�r. Bu durumda (4.175)

e³itli§inden;(
dz

dτ

)2

=
2σ

4σ2 − 2σ − p+ p′ + p2 + 2σp
r−2(4σ

2−4σ−p+p′+p2+2σp)
(
dt

dτ

)2

(4.221)

elde edilir. (4.90) çizgi eleman�ndan ise(
ds

dt

)2

= r4σ
(
−1 +

2σ

4σ2 − 2σ − p+ p′ + p2 + 2σp

)
(4.222)

e³itli§ine ula³�l�r. Bu denklemden test parçac�§�n�n simetri ekseni boyunca jeodeziklerinin

2σ

4σ2 − 2σ − p+ p′ + p2 + 2σp
> 1 ise uzay-tipi,

2σ

4σ2 − 2σ − p+ p′ + p2 + 2σp
= 1 ise �³�k-tipi,

2σ

4σ2 − 2σ − p+ p′ + p2 + 2σp
< 1 ise zaman-tipi,

olduklar� söylenir. Bu e³itliklerden yüksüz parçac�§�n vakum,N -boyutlu uzay-zamanda zaman-

tipi jeodeziklerinin

2σ (2σ − 2 + p)− p+ p′ + p2 > 0 (4.223)

de§erini sa§lad�§�nda olaca§� görülmektedir.
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B. Elektromanyetik Alanda Yüksüz Parçac�k

Nötr test parçac�§�n�n elektromanyetik alan çizgi eleman� (4.99)'in uzay-zaman�nda hareket

etti§inde simetri ekseni boyunca sabit bir yar�çap ve aç�daki jeodezikleri için dr
dτ

= 0, dφ
dτ

= 0,
d2r
dτ2

= 0 ve dxi
dτ

= 0 olmal�d�r. (4.175) e³itli§inden;(
dz

dτ

)2

= r−2(4σ
2−4σ−p+p′+p2+2σp)

2σ(a− br4σ)(a+ br4σ)−2−
2

N−3

a (4σ2 − 2σ − p+ p′ + p2 + 2σp) + br4σ
(

4σ2 − 2σ(N−5)
N−3 − p+ p′ + p2 + 2σp

) ( dt
dτ

)2

(4.224)

elde edilir. (4.99) çizgi eleman� ise;(
ds

dt

)2

=
r4σ

(a+ br4σ)2

[
− 1

+
2σ(a+ br4σ)

a (4σ2 − 2σ − p+ p′ + p2 + 2σp) + br4σ
(

4σ2 − 2σ(N−5)
N−3 − p+ p′ + p2 + 2σp

)] (4.225)

haline gelir. Bu durumda nötr test parçac�§�n�n simetri ekseni boyunca jeodezikleri;

r

rs
>

[
4σ2 − 4σ − p+ p′ + p2 + 2σp

4σ2 + 2σ
(
1− N−5

N−3

)
− p+ p′ + p2 + 2σp

] 1
4σ

ise uzay-tipi,

r

rs
=

[
4σ2 − 4σ − p+ p′ + p2 + 2σp

4σ2 + 2σ
(
1− N−5

N−3

)
− p+ p′ + p2 + 2σp

] 1
4σ

ise �³�k-tipi,

r

rs
<

[
4σ2 − 4σ − p+ p′ + p2 + 2σp

4σ2 + 2σ
(
1− N−5

N−3

)
− p+ p′ + p2 + 2σp

] 1
4σ

ise zaman-tipidir

Bu e³itlikler radyal yönde elektrik alana sahipN -boyutlu uzay-zamanda yüksüz test parçac�§�n�n

simetri ekseni boyunca zaman-tipi jeodeziklere sahip olmad�§�n� göstermektedir.

C. Elektromanyetik Alanda Yüklü Parçac�k

Yüklü bir test parçac�§�n�n (4.99) çizgi eleman�n�n uzay-zaman�nda simetri ekseni boyunca

sabit aç� ve yar�çapta jeodezikleri için dr
dτ

= 0, dφ
dτ

= 0, d2r
dτ2

= 0 ve dxi
dτ

= 0 olmal�d�r. (4.175)

e³itli§inden;(
dz

dτ

)2

=
2σẼ(r)2r−2(4σ

2−4σ−p+p′+p2+2σp)

(a+ br4σ)2+
2

N−3 2e
mẼ(r)

√
(−a b)N−2

N−3(a+ br4σ) + (a− br4σ)

a (4σ2 − 2σ − p+ p′ + p2 + 2σp) + br4σ
(
4σ2 − 2σN−5

N−3 − p+ p′ + p2 + 2σp
)
 (4.226)

elde edilirken çizgi eleman�nda yerine kondu§unda(
ds

dt

)2

=
r4σ

(a+ br4σ)2

[
− 1

+

4σe
mẼ(r)

√
(−a b)N−2

N−3(a+ br4σ) + 2σ(a− br4σ)

a (4σ2 − 2σ − p+ p′ + p2 + 2σp) + br4σ
(
4σ2 − 2σN−5

N−3 − p+ p′ + p2 + 2σp
) (4.227)
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denklemine ula³�l�r. Yüklü test parçac�§�n�n simetri ekseni boyunca olan jeodeziklerinin

r

rs
>

 4σ2 − 4σ − 4σe
mẼ(r)

√
(−a b)N−2

N−3 − p+ p′ + p2 + 2σp

4σ2 + 2σ
(
1− N−5

N−3

)
− 4σe

mẼ(r)

√
(−a b)N−2

N−3 − p+ p′ + p2 + 2σp


1
4σ

ise uzay-tipi

r

rs
=

 4σ2 − 4σ − 4σe
mẼ(r)

√
(−a b)N−2

N−3 − p+ p′ + p2 + 2σp

4σ2 + 2σ
(
1− N−5

N−3

)
− 4σe

mẼ(r)

√
(−a b)N−2

N−3 − p+ p′ + p2 + 2σp


1
4σ

ise �³�k-tipi,

r

rs
<

 4σ2 − 4σ − 4σe
mẼ(r)

√
(−a b)N−2

N−3 − p+ p′ + p2 + 2σp

4σ2 + 2σ
(
1− N−5

N−3

)
− 4σe

mẼ(r)

√
(−a b)N−2

N−3 − p+ p′ + p2 + 2σp


1
4σ

ise zaman-tipi

oldu§u söylenir. Bu e³itlikler test parçac�§�n�n N -boyutlu, radyal yönde elektrik alana sahip

uzay-zamanda simetri ekseni boyunca zaman-tipi jeodeziklerinin olmad�§�n� göstermektedir.

Radyal Kuvvet

A. Vakumda Yüksüz Parçac�k

N -boyutlu uzay-zamanda (4.90) çizgi eleman�n�n uzay-zaman�na durgun halde nötr bir

test parçac�§� b�rak�ld�§�nda, ba³lang�ç ko³ullar�ndan dr
dτ

= 0, dz
dτ

= 0, dφ
dτ

= 0 ve dxi
dτ

= 0

olmaktad�r. Bu durumda (4.175) e³itli§i kullanarak;

d2r

dτ 2
= −ΓrttE

2e−4U(r) = −U ′(r)E2e−2K(r) (4.228)

yaz�l�r. ds2 = −dτ 2 denkleminden E = eU(r) olarak elde edilir. Bu durumda (4.86-4.89) metrik

fonksiyonlar� kullan�larak;

d2r

dτ 2
= −2σr−1−2

(
4σ2−2σ−p+p′+p2+2σp

)
(4.229)

haline gelir. Bu e³itli§e göre r'nin tüm de§erleri için

σ > 0 ise kütle-çekimsel kuvvet parçac�§� çeker,

σ < 0 ise kütle-çekimsel kuvvet parçac�§� iter.

B. Elektromanyetik Alanda Yüksüz Parçac�k

Nötr bir test parçac�§� (4.99) uzay-zaman�na durgun halde b�rak�ld�§�nda ba³lang�ç ko³ullar�na

göre dr
dτ

= 0, dz
dτ

= 0,dφ
dτ

= 0 ve dxi
dτ

= 0 olur. Bu durum için (4.175) jeodezik denkleminden;

d2r

dτ 2
= −Γrtt

(
dt

dτ

)2

= −E2U ′(r)e−2K(r) (4.230)
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ve (4.99) çizgi eleman�ndan E = eU(r) elde edilir. Bu durumda metrik fonksiyonlar� kul-

lan�larak e³itlik;

d2r

dτ 2
=
−2σ(a− br4σ)

(a+ br4σ)
N−1
N−3

r−1−2
(
4σ2−2σ−p+p′+p2+2σp

)
(4.231)

haline gelir. Bu ifadeyi ;

d2r

dτ 2
= −2σ a


1 +

(
r
rs

)4σ
(−a)

N−1
N−3

[
−1 +

(
r
rs

)4σ]N−1
N−3

 r−1−2
(
4σ2−2σ−p+p′+p2+2σp

)
(4.232)

³eklinde yazmak mümkündür. Bu durumda;

σ > 0,
r

rs
> 1 (d�³ çözüm) radyal kuvvet parçac�§� iter,

r

rs
< 1 (iç çözüm) radyal kuvvet parçac�§� çeker,

σ < 0,
r

rs
> 1 (d�³ çözüm) radyal kuvvet parçac�§� iter,

r

rs
< 1 (iç çözüm) radyal kuvvet parçac�§� çeker.

Elde edilen bu sonuca göre, silindirsel yük kayna§�n�n d�³ k�sm� için r
rs
> 1 olan çözümlerde

tüm σ de§erleri için parçac�k radyal kuvvet taraf�ndan itilir. Bu durum (4.113) e³itli§inde

elde edilen birim uzunluk ba³�na kütle miktar�yla da uyu³maktad�r. Elektromanyetik alana

sahip uzay-zamanda kütle negatif de§er almaktad�r.

C. Elektromanyetik Alanda Yüklü Parçac�k

N boyutlu elektromanyetik alan çizgi eleman� (4.99)'in uzay-zaman�na durgun halde

b�rak�lan yüklü test parçac�§� için ba³lang�ç ko³ullar� dr
dτ

= 0, dz
dτ

= 0, dφ
dτ

= 0 ve dxi
dτ

= 0

oldu§undan;

d2r

dτ 2
=

e

m
F r

t

dt

dτ
− Γrtt

(
dt

dτ

)2

=
e

m
f ′(r)e2U(r)−K(r)E(r)− E(r)2U ′(r)e4U(r)−2K(r) (4.233)

olur. (4.99) çizgi eleman� için ds2 = −dτ 2 yaz�ld�§�nda E(r)2 = e−2U(r) olarak elde edilir. Bu

durumda metrik fonksiyonlar� kullan�larak e³itlik;

d2r

dτ 2
=

−2σ

(a+ br4σ)
N−1
N−3

[
er2σ

m
2

√
N − 2

N − 3
(−a b) + (a− br4σ)

]
r−1−2(4σ

2−2σ−p+p′+p2+2σp) (4.234)

haline gelir. Bu e³itli§i (4.109) birim uzunluk ba³�na yük yo§unlu§u ile

d2r

dτ 2
=

2r−1−2(4σ
2−2σ−p+p′+p2+2σp){

−a
[
−1 +

(
r
rs

)4σ]}N−1
N−3

{
eλr2σ

mw0

− σa

[
1 +

(
r

rs

)4σ
]}

(4.235)
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³eklinde yazmak mümkündür. Bu e³itlik için parantez içindeki ikinci terim bir önceki k�s�mda

elde edilen yüksüz parçac�§a etki eden kuvveti ifade etmektedir ve bu nedenle bu terim

itici kuvvettir. Bununla birlikte ilk terimin itici ve çekici olmas� e yükü ve λ birim uzunluk

ba³�na yük yo§unlu§unun çarp�m�na ba§l� olarak de§i³ir. E§er λe çarp�m� pozitif ise test

parçac�§� radyal kuvvet taraf�ndan itilir. Ancak λe çarp�m� negatif ise parçac�k radyal kuvvet

taraf�ndan çekilir. λe çarp�m�n�n negatif oldu§u durumda parçac�§a etki eden kütle-çekimsel

ve elektromanyetik kuvvetlerin toplam�n�n s�f�r olmas� durumu olu³abilir. Bu durumda d2r
dτ2

= 0

olur ve (4.234) e³itli§inden,

r = rs

[
|e|
m

√
N − 2

N − 3
±
√

e2

m2

N − 2

N − 3
− 1

] 1
2σ

(4.236)

elde edilir. Buna göre parçac�§�n konumunun (4.236) oldu§u durumda üzerine etkiyen net

kuvvet s�f�rd�r. Yani bu konumda bu elektromanyetik alana durgun b�rak�lan cisim kütle-

çekimsel ve elektromanyetik kuvvetler birbirini yok etti§i için hareketsiz kal�r. Ayn� zamanda,

(4.236) e³itli§inde karaköklü ifadenin s�f�rdan büyük olmas� gerekti§inden
√

N−2
N−3 |e| ≥ m

olmal�d�r.

N -boyutlu uzay-zamanda parçac�§�n hareketinin mümkün olan ve olmayan yörüngelerini

ve radyal kuvvetin davran�³�n� k�saca a³a§�daki tablodaki gibi gösterebiliriz.

Jeodezikler Vakumda Yüksüz Elektromanyetik Alanda Elektromanyetik Alanda

Parçac�k Yüksüz Parçac�k Yüklü Parçac�k

Dairesel Var Yok Yok

(0 < σ + p
4
< 1

4
)

Simetri Ekseni Var

Boyunca
[
2σ (2σ − 2 + p) Yok Yok

−p+ p′ + p2 > 0
]

Radyal Kuvvet Çekici �tici Çekici

σ > 0 veya itici

Çizelge 4.2: N -boyutlu uzay-zamanda test parçac�§�n�n zaman-tipi jeodezikleri ve radyal

kuvvet
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V

SONUÇ

Bu tezde, N -boyutlu, statik, silindirsel simetriye sahip, radyal bir elektrik alana kar³�l�k ge-

len Einstein-Maxwell denklemleri elde edilip genel ve özel çözümleri bulunmu³tur. Bulunan

bu çözümler, 4-boyutta bilinen bu çözümlerin yüksek boyutlara genelle³tirilmesine olanak

sa§lam�³t�r. Ayr�ca, elde edilen bu çözümler için test parçac�klar�n�n hareketleri de dahil ol-

mak üzere çe³itli özellikleri incelenmi³tir.

Tezin giri³ bölümünde literatür özeti ve bu çal�³man�n öneminden bahsedildikten sonra ik-

inci bölümde tezin üzerine oturdu§u kuramsal temeller ele al�nm�³t�r. Tezin üçüncü bölümü bu

konuda daha önce ilk olarak Bonnor (Bonnor 1953) taraf�ndan bulunmu³ olan 3+1 boyutta

silindirsel simetrik durgun bir yük ve madde da§�l�m�n� tan�mlayan ve radyal yönde elek-

trik alana sahip genel ve özel uzay-zaman çözümleri kulland�§�m�z notasyona uygun ³ekilde

yeniden elde edilmi³, çözüm parametrelerinin �ziksel anlamlar� ve uzay-zaman çizgi eleman�

ile elektromanyetik alan�n tekillik yap�s� tart�³�lm�³t�r. Bu çözümleri incelemek, daha sonraki

bölümde elde edilecek olan çözümlerin özelliklerini anlamak aç�s�ndan önemlidir.

Tezde yüksek boyutlu yeni çözümleri elde etti§imiz k�s�m olan dördüncü bölümde ilk

olarak N = 5 için Einstein-Maxwell denklemlerini elde etmek için gerekli olan e§rilik bile³en-

leri ortonormal tabanda Cartan yöntemi kullan�larak hesaplanm�³t�r. Daha sonra bu den-

klemlerin genel ve özel çözümleri bulunmu³tur. Elde edilen 5-boyutlu genel çözüm için e§rilik

ve Faraday tensörlerinden elde edilen skaler büyüklüklerin incelenmesi sonucu, birisi simetri

ekseni üzerinde di§eri de r = rs =
(
−a
b

) 1
4σ olmak üzere iki adet tekilli§in mevcut oldu§u

görülmü³tür. r > rs için uzay-zaman düzgün davranmaktad�r. Bu çözümler b = 0 limitinde

vakum çözümünü vermektedir.

Tezin Einstein-Maxwell çözümlerinin elde edildi§i son bölümdeN -boyutlu statik, silindirsel

simetriye sahip çözümü ele al�nm�³t�r. Bu çözümlerin bulunabilmesi için gerekli olan e§ri-

lik tensör bile³enleri ve enerji-momentum tensörü ortonormal tabanda hesaplan�p Einstein-

Maxwell denklemleri elde edilerek genel çözüm bulunmu³tur. Metri§in ve elektromanyetik

alan�n boyut say�s� N ile olan ili³kileri belirlenmi³tir. Bu çözümler σ, pi, w0, ve a, b'den birisi

olmak üzere N − 1 parametreye sahiptir. Burada w0 koniklik parametresi, σ ve pi silindirsel

simetrik çözüme ait parametre ve a, b de yük da§�l�m� ile ilgili parametredir. σ = 0 oldu§unda

elektromanyetik alan da s�f�r olmaktad�r. N -boyutlu çözüm, 4 ve 5 boyutlu çözümler ile ayn�

tekillik özelli§ine sahiptir.
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Yeni çözümler elde edilip özellikleri tart�³�ld�ktan sonra son olarak elde edilen 4 ve N

boyutlu uzay-zaman geometrileri için test parçac�klar�n�n hareketleri incelenmi³tir. Bu du-

rumlar için genel hareket denklemleri elde edilerek ilk integralleri bulunmu³tur. 4-boyutlu

statik, silindirsel simetrik vakum uzay-zaman�nda hareket eden nötr test parçac�§�n�n

0 ≤ σ ≤ 1
4
aral�§�nda dairesel jeodeziklerinin oldu§u bilinmektedir. Elektromanyetik alanda

nötr ve yüklü test parçac�klar� için ise dairesel jeodeziklerin mevcut olmad�§� gösterilmi³tir.

Bununla birlikte, yüklü ve yüksüz test parçac�klar�n�n vakumda ve elektromanyetik alanda

simetri ekseni boyunca jeodeziklerinin olmad�§� bulunmu³tur. Test parçac�klar�n�n üzerine

etki eden radyal kuvvetin ise, nötr test parçac�§� için sadece kütle-çekimsel kuvvet oldu§unda

çekici, hem kütle-çekimsel hem de elektromanyetik kuvvet oldu§unda itici oldu§u daha önceki

çal�³malarda elde edilmi³tir. Yüklü parçac�§a etkiyen radyal kuvvetin ise yüklü parçac�k ile

elektromanyetik alan�n etkile³mesi sonucu olu³an bir kuvvet ve kütle-çekimsel kuvvet olarak

iki kuvvetten olu³tu§u gösterilmi³tir.

N -boyutlu uzay-zaman için elde edilen jeodezik denklemler biraz karma³�k ve bir çok

parametreye ba§l� oldu§undan, sadece jeodeziklerin hangi durumlarda uzay-tipi, �³�k-tipi

ve zaman-tipi olduklar� belirtilmi³tir. Bununla birlikte 4-boyutlu uzay-zamandaki dairesel

ve simetri ekseni boyunca jeodezikler ile benzer sonuçlar elde edilmi³tir. N -boyutlu uzay-

zamanda da nötr test parçac�§�n�n vakumda 0 < σ + p
4
< 1

4
aral�§�nda dairesel jeodeziklerin

oldu§u, elektromanyetik alanda yüksüz ve yüklü parçac�klar için ise dairesel jeodeziklerin ol-

mad�§� bulunmu³tur. Vakumda yüksüz test parçac�§�n�n simetri ekseni boyunca hareket ede-

bilmesi için, 2σ(2σ−2+p)−p+p0+p
2 > 0 olmal� iken, elektormanyetik alanda yüksüz ve yüklü

parçac�klar için simetri ekseni boyunca hareketin mümkün olmad�§� gösterilmi³tir. N -boyutlu

uzay-zamanda test parçac�klar� üzerine etki eden radyal kuvvet ise, yüksüz parçac�k için

vakumda çekici, elektromanyetik alanda iticidir. Elektromanyetik alanda bulunan yüklü test

parçac�§� üzerine etki eden radyal kuvvet kütle-çekimsel ve parçac�k ile elektromanyetik alan

etkile³me kuvvetlerinden olu³maktad�r. Elektromanyetik alan etkile³mesiyle olu³an kuvvetin

parçac�k ve elektromanyetik alan�n yüklerinin i³aretlerinin ayn� ya da z�t olmas�na göre çekici

veya itici davran�³ gösterdi§i belirlenmi³tir.

Bu tezde, N -boyutlu, statik, silindirsel simetrik radyal do§rultuda elektrik alana sahip

bir uzay-zaman�n d�³ k�sm� için çözümler elde edilmi³tir. Di§er taraftan, ele al�nan elektro-

manyetik alan�n, çe³itli yönlerdeki manyetik alanlar içerdi§i veya elektrik alan�n simetri ekseni

boyunca oldu§u gibi de§i³ik durumlarda göz önüne al�nabilir. Ayr�ca, çal�³�lan uzay-zaman�n

dura§an ve statik olmayan çözümleri ya da bu d�³ alana kaynak olabilecek yüklü ak�³kan-

51



lar gibi iç çözümler ara³t�r�labilir. Bu konulardaki çal�³malar�m�z devam etmektedir. Yüksek

boyutlu silindirsel simetrik Einstein-Maxwell çözümleri ile ilgili bildi§imiz tek çal�³ma Gib-

bons ve arkada³lar� taraf�ndan yap�lm�³t�r (Gibbons ve ark. 1987). Burada N − 2 boyutlu bir

düz alt uzay-zaman�n N boyutlu bir Melvin evrenine gömülebilece§i gösterilmi³tir. Melvin

manyetik evreni, silindirsel, statik ve simetri ekseni boyunca bir manyetik alana sahip genel

çözümün, bu çözüm parametrelerinin özel bir de§erine kar³�l�k gelmektedir. Bu çözüm, bu

tip çözümler aras�nda herhangi bir tekillik içermeyen tek çözümdür. Bizim tezimizde elde et-

ti§imiz çözümlerin bir uygulamas� olarak, herhangi bir Minkowski alt uzay�n�n bu N -boyutlu

evrene gömülüp gömülemeyece§i ve bu durumun �ziksel etkileri incelenilmeye devam edilmek-

tedir. Bulunan sonuçlar ayr�ca, yük ta³�yan kozmik sicimlerin yüksek boyutlu çe³itli kuramlar

kapsam�nda genelle³tirilmeleri konusunda yararl� olabilece§ine inan�yoruz.
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