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Fen Bilimleri Enstitiist
Fizik Anabilim Dali
Damsman: Yrd. Doc. Dr. DILEK KAZICI
Es Damisman: Doc. Dr. OZGUR DELICE

Bu tezde, N boyutlu, statik, silindirsel simetrik uzay-zaman icin bazi yeni Einstein-Maxwell
¢oziimleri bulundu. Bulunan c¢oziimler, bu uzay-zamanda radyal yondeki bir elektrik alani
tanimlayan genel bir c¢izgi-elemani ile Maxwell alanini tanmimlamaktadir. Bu ¢oziimlere ait
cesitli skaler degigsmezler incelenerek tekillik yapisi tartigildi. Ayrica, bu uzay-zaman i¢in notr
ve yiikli test parcaciklarinin hareket denklemleri ve bu denklemlerin ilk integralleri hesap-
landi. Baz 6zel yoriingeler icin elektrik alanin parcacigin hareketini nasil etkiledigi tartisildi.
Ozellikle vakum c¢oziimiiniin aksine, elektrik alan mevcut iken yiiklii ve yiiksiiz parcacik-
larinin dairesel yoriingeler izleyemedigi bulundu. Ayni zamanda, elektrik alanin varliginin

test parcacig iizerine etkiyen radyal yondeki kuvvetin karakterini degistirdigi belirlendi.

Anahtar Kelimeler: Einstein alan denklemleri, silindirsel simetri, N-boyutlu uzay-zaman,

jeodezik denklemleri

2011, 55 sayfa



ABSTRACT

MSc. Thesis
EINSTEIN-MAXWELL SOLUTIONS IN HIGHER DIMENSIONAL, STATIC,
CYLINDRICALLY SYMMETRIC SPACE-TIMES

Pmar KIREZLI
Namik Kemal University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Physics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. DILEK KAZICI
Supervisor: Assist. Prof. Dr. OZGUR DELICE

In this thesis, we found some new Einstein-Maxwell solutions for N-dimensional, static, cylin-
drically symmetric space-time. These solutions describe a general line element and Maxwell
field for radially oriented electrical field. Some scalar invariants are investigated to determine
the singularity structure of this space-time. Moreover, the geodesic equations and their first
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GIRIS

Dogadaki dort temel kuvvetten birisi olan kiitle-cekim etkilesmesi Einstein’in genel gorelilik
kurami ile aciklanmaktadir. Bu kuram uzay-zamandaki madde ve enerji dagilimini, uzay-
zamanin geometrisiyle iligkilendirmektedir. Genel goreliligin diisiik hiz, zayif alan, durgun
uzay-zaman limiti bize Newton kiitle-cekimi denklemlerini vermektedir. Bu kuramin 6ngorii-
leri Giineg sisteminde Newton kiitle-cekiminin aciklayamadigi, Merkiir’iin yoriingesindeki
yalpalanmasi, 15181n Giines tarafindan saptirilmasi ve kiiresel konumlama uydu (GPS) veri-
lerindeki diizeltmeler gibi bir takim astrofiziksel olaylar1 bagari ile aciklayabilmektedir. Ayrica
kuvvetli kiitle-cekim alanlari i¢in verdigi sonuclar yildizlarin evrimi ve karadelikler ile evrenin
dinamigini anlamamiza 151k tutmustur.

Genel gorelilik kuraminin temellerini olusturan Einstein alan denklemleri 4-boyutlu uzay-
zamanda lineer olmayan 10 denklemden olugmaktadir (Einstein 1915). Birbirine bagh ve
karmagik olan bu denklemlerin 6zellikle simetri Ozellikleri kullanilarak bircok coziimii elde
edilmigtir (Stephani ve ark. 2003). Einstein denklemlerinin ilk ¢oziimii Karl Schwarzchild
tarafindan kiiresel simetri i¢in elde edilmigtir (Schwarzchild 1916). Bu ¢6ziim Newton mekaniginin
agiklayamadigi, Merkiir’iin yoriingesindeki yalpalanmasi ve Giineg’in 15181 biikmesi gibi du-
rumlara 1g1k tutmustur. Bunun yaninda biraz daha karmagik olan statik, silindirsel simetrik
vakum ¢oziim Levi-Civita tarafindan yayinlanmigtir (Levi-Civita 1919). Ancak kiiresel simetrik
vakum c¢ozlimiinden farkh olarak silindirsel simetrik metrik i¢in duragan ve statik olmayan
¢oziimlerde meveuttur. Tlk 6nce Beck (Beck 1925) ve daha sonra Einstein ve Rosen tarafindan
silindirsel simetriye sahip, gercek kiitle-cekim dalga ¢oziimlerinin mevcut oldugu (Einstein-
Rosen dalgalari) gosterilmigtir (Einstein ve ark. 1937). Ayrica, son yillarda silindirsel simetrik
uzay-zamanlar, evrenin erken donemlerindeki faz gegisleri sirasinda meydana gelmis olabile-
cekleri diigliniilen kozmik sicimlerin geometrisi (Vilenkin ve ark. 1994) ve kiitle-cekimsel
¢okiigler (Pereira ve ark. 2000) gibi konulara ac¢iklik getirdigi i¢in ¢ok g¢aligilan alanlardan
biri olmustur. Bu tezde statik, silindirsel simetrik uzay-zamanlarda radyal yonde elektrik
alan icin coziimler ele alinacaktir.

Einstein denklemlerinde ifade edilen madde ve enerji dagihmina kaynak olarak bir elek-
tromanyetik alan gézoniine alindiginda elde edilen denklemlere Einstein-Maxwell denklemleri
denir. Ornegin, yiiklii, kiiresel simetrik bir madde dagilimimin elektromanyetik ve kiitle-cekim

alani, Einstein-Maxwell denklemlerin ¢oziilmesi sonucu Reissner-Nordstrém tarafindan ver-



ilmigtir (Reissner 1916, Nordstrom 1918). Benzer gekilde silindirsel simetriye sahip elektrik ve
manyetik alan dagihimlarinin Einstein-Maxwell ¢oziimleri 1950’lerden sonra elde edilmigtir.
[k olarak Bonnor (Bonnor 1953) simetri ekseni boyunca uzanan bir manyetik alan dagilimin
tanimlayan genel ¢6ziimii daha sonra da Raychaudhuri (Raychaudhuri 1960) radyal bir elek-
trik alana ait genel ¢oziimii vermiglerdir. Ayrica bu ¢oziimlere ait cesitli 6zellikler Witten
(Witten 1960), Miguelote ve arkadaglariin (Miguelote ve ark. 2001) ¢aligmalarinda ve Brans-
Dicke kuramindaki ¢oziimler (Baykal ve ark. 2009) caliymasinda incelenmigtir. Silindirsel
simetrik vakum ve elektromanyetik alan c¢oziimleri 6zellikle yiik veya akim tasiyan kozmik
sicimlerin (Witten 1985) dig elektromanyetik ve kiitle-cekim alanini (Moss ve ark. 1987, Linet
1989, Peter 1993) tanimladiklarindan dolay: dikkat ¢ekmiglerdir. Kozmik sicimlerin evrendeki
galaksi olusumunda énemli rol oynadiklar1 1980’lerden sonra diigiiniilmekteydi (Vilenkin ve
ark. 1994). Ancak son yillarda kozmik arka alan igimasini inceleyen gozlemler, kozmik sicim-
lerin evrendeki yap1 olusumundaki katkisinin %10’dan daha fazla olamayacagin gostermistir
(Pogosian ve ark. 2003, Bevis ve ark. 2004). Bu durum, bu konudaki ilgiyi azaltmasina rag-
men kozmik sicimler, gézlemlerle uyumlu olan tek topolojik kirlilik cinsidirler. Bu bakimdan
Einstein-Maxwell denklemlerinin silindirsel simetrik ¢oztimlerini incelemek 6nemlidir.

Diger taraftan yiiksek boyutlu uzay-zamanlar son yillarda en ¢ok ilgi ceken ve caligilan
konulardan biridir. Yiiksek boyutlu uzay-zaman fikri dogada bulunan temel kuvvetleri bir-
lestirmek amaciyla dogmustur. Ilk olarak 1914 yilinda Gunnar Nordstrém dérdiincii bir boyut
kullanarak elektromagnetizmay1 ve kiitle-cekimini birlestirilebilecegini gostermigtir (Nord-
strom, 1914). Ancak bu ¢aligmanin 6ngoriileri genel gorelilik kurami ile ¢eligmektedir. Theodor
Kaluza ve Oscar Klein yapmis olduklari caligmalarda 4 boyutlu uzay-zamana ¢ok kiiciik, ka-
pali (kompakt) bir uzaysal boyut daha ekleyerek, 5 boyutlu uzay-zamanda vakum ¢6ziimiiniin
4 boyutlu uzay-zamanin Einstein-Maxwell denklemlerini verdigini ve dolayisiyla bu iki ku-
ramin sadece bir boyut ekleyerek birlegtirilebilecegini gostermiglerdir (Kaluza 1921, Klein
1926). Fakat kisa bir siire sonra bu teorinin gecerliligi kanitlanmig teorilerle birlegtirilemedigi
farkedilmis ve bu nedenle yiiksek boyutlu kuramlara ilgi azalmigtir.

Ancak bu durum 1960’lardan sonra degigmistir. Temel etkilegmeleri birlegtirmek ve dolayisiyla
kiitle-cekimi kuramini elde edebilmek iimidiyle ortaya atilan sicim kuraminin tutarh ¢éziim-
leri, uzay-zaman boyut sayisinin dortten fazla olmasini gerektirmektedir. Ornegin, bozonik
sicim kurami1 N = 26 boyuta, siipersicim kurami ise N = 10 boyuta ihtiya¢ duymaktadir. Petr
Horava and Edward Wittenin ortaya attigi M-teorisine gore ise evren 11 boyutlu olmalidir

(Horava ve ark. 1996).



Yiiksek boyutlu kuramlarin 6neminin artmasinda énemli rol oynayan ve son yillarda Nima
Arkani-Hamed, Savas Dimopoulos and Georgi Dvali tarafindan ortaya atilan ADD modeli
(Arkani-Hamed ve ark. 1998) ve Lisa Randall and Raman Sundrum’un RS modelleri (Randall
ve ark. 1999-a, 1999-b) gibi yeni fikirler fazla boyutlarin kiigiik olamayabilecegini 6ngormek-
tedirler. Ornegin, ADD modeli, Kaluza-Klein fazla boyutunun biiyiikliigiiniin Planck uzun-
luguna gore ¢ok biiyiik (~ 1mm) olabilecegini ve i¢inde yagsadigimiz evrenin bu uzay-zaman
icerisine gomiilmiig (3 + 1) boyutlu bir zar olabilecegini iddia etmektedir. Daha sonra ortaya
atilan RS modeli ise benzer fakat sonsuz biiyiikliikte fazla boyuta sahip iki farkli model ortaya
atmigtir. Ayrica Einstein’in kiitle-cekim kuraminin matematiksel yapisini daha iyi anlamak
icin de yiiksek boyutlu ¢éziimler incelenmigtir. Bu baglamda yiiksek boyutlu, silindirsel vakum
¢Ozlimii 2009’da Ponce de Leon tarafindan bulunmustur (Ponce de Leon 2009).

Tiim bunlardan hareketle, bu tezde 4-boyutlu ¢oziimleri N-boyuta genelleyen silindirsel
simetrik, statik Einstein-Maxwell ¢oziimleri elde edilecek ve bunlarin cesitli 6zellikleri ince-
lenecektir. Bu tezde elde edilecek sonuclarin yukarida bahsettigimiz konulara katk: saylaya-
bilecegine inaniyoruz.

Tezin icerigi ise su sekildedir:

Boliim 2’de, bu tezde kullanicak olan Einstein alan denklemleri, Einstein-Maxwell den-
klemleri ve uzay-zamanlarda parcacik hareketleri ile Cartan denklemleri hakkinda bilgiler
verilmig ve kullanilacak olan notasyondan da bahsedilmistir. Boliim 3’te, silindirsel simetri,
4-boyutlu uzay-zamanda statik, silindirsel simetrik vakum ve radyal bir elektrik alana karsilik
gelen bilinen genel ve 6zel Einstein-Maxwell denklem ¢oziimleri yeniden ele alinarak incelen-
migtir. Bu ¢oziimlerde bulunan parametrelerin fiziksel anlamlar: irdelenmis ve bu metriklerin
tekillik yapisi tartigilmigtir. Boliim 4 tezin orijinal ¢oziimlerinin elde edildigi boliimiidiir. Bu
boliimde ilk olarak 5-boyutlu statik, silindirsel simetrik uzay-zamanda radyal dogrultuda
bir elektrik alan icin Einstein-Maxwell ¢céziimleri genel ve 6zel durumlar icin bulunmus, genel
¢Oziimiin vakum ¢Oziimii ile olan iligkisi incelenmis ve tekillik yapisi tartigilmigtir. Daha sonra,
elde edilen bu c¢oziimler goz O6nlinde bulundurularak N-boyutlu statik, silindirsel simetrik
uzay-zaman i¢in genellestirme yapilmigtir. Bu béliimde ayrica tezde tartigilan 4 ve N-boyutlu
uzay zaman geometrileri i¢cin genel hareket denklemleri ve bu denklemlerin ilk integralleri elde
edilmigtir. Bu sonuclar kullanilarak test parcaciklarinin bazi 6zel yoriingelerdeki hareketleri

incelenmigtir.



IT

KURAMSAL TEMELLER

2.1 Einstein Alan Denklemleri

Bu tezde N-boyutlu (N > 4) ve (—,+,+,...,+) isaretine sahip Pseudo-Riemann tipi bir

manifold goz oniline alinacaktir. Bu manifold iizerinde
ds® = gapda®da® (2.1)

seklinde bir ¢izgi elemani ve bu metrik tensorii ile uyumlu bir baglanti

ad(

1
e = 59" (Gvde + Gaep — Geb,d) (2.2)

2

(Levi-Civita baglantis1) goz oniine alalim. Burada T'%, katsayilaria Christoffel sembolleri

denir. Bu manifold i¢in Riemann tensorii ,
Ryeq = 01 g — Ol + T, T g = 1914 (2.3)

ifadesi ile tanimlanir. Bu tensor kullamilarak Ricei tensorii

Rab = Rcacb (24)
ve Ricci skaleri
R =R", (2.5)
ile
1
Gab - Rab - §gabR (26)

Einstein tensorini elde etmek mimkindiir.

Einstein’in ¢ekim kuramini tamimlayan alan denklemlerini;

S = 5¢ + Shadde = /L\/—gd4$ (2.7)
Einstein-Hilbert eyleminden elde etmek miimkiindiir. Burada L Lagrange yogunlugu

L=Ls+ Lmadde (28)



seklinde kiitle-cekim Lagrange yogunlugu ve uzay-zamandaki diger alanlarin Lagrange yogun-
luklarinin toplami olarak yazabiliriz. Burada Lg = %R ve K = 82—4G ile verilir. Bu Lagrange
yogunlugunun bu eylemin bir maksimumu olma sarti, eylemin varyasyonunun sifir olmasidir.
Bu eylemin metrige gore varyasyonu sonucu Einstein denklemleri elde edilmekte, eylemin
diger alanlara gore varyasyonu da o alanlarin (6rnegin Maxwell alan1) saglamasi gereken
alan denklemlerini (6rnegin Maxwell denklemlerini) vermektedir. Einstein ¢ekim kuraminin
temel varsayimlari, 3 + 1 boyutlu bir karsit-Riemann (Pseudo-Riemann) uzay-zamaninda

yvasadigimiz ve bu uzay-zamandaki toplam madde ve enerji ile uzay-zamanin geometrisinin

Einstein denklemleri;
T, (2.9)

araciligiyla belirlendigidir. Bu kuramin diger bir sonucu da bir dig alanin mevcut olmadig:
durumlarda test parcaciklarinin herhangi bir kuvvet hissetmeyecekleri ve kendi dogal yollar1

olan
u® + D% ulu® =0 (2.10)

ile tamimlanan jeodezikler boyunca hareket edecekleridir. Burada
_dx®
S odr

ua

(2.11)

parcacigin dortlii hizadir. Yukaridaki ifadede nokta mutlak zaman 7’ya gore tiirevi ifade et-
mektedir ve d7? = —ds?’dir. Eger bir dig alan mevcut ise, bu test parcaciklar: bu dis alandan
kaynaklanan kuvvetlerden dolayi jeodeziklerden sapacaklardir. Ornegin bir elektromanyetik

alan mevcut ise e yiikiine ve m kiitlesine sahip test parcaciklar
e
u® + T ulu = —F%u° (2.12)
m

denklemlerinin saglayacagi yoriingelerde hareket edeceklerdir. Bu denklem klasik elektromag-
netizmadaki Lorentz kuvvetinin egri uzaylara genellestirilmesidir. Bu tezde uzay-zamanda
kaynak olarak elektromanyetik alan yani Maxwell alan1 gozoniine alacagiz. Bu alana ait La-
grange yogunlugu

1

Lmadde = _mFabFQb (2-13)

ve bu alana ait enerji momentum tensorii

1 1
Tab = - (FCaFCb - ZgachdFCd> (214)
KR

ile verilmektedir. Bu alandaki yiikli test parcaciklar ise (2.12) denklemi ile tanimlanan

hareket denklemlerinin belirleyecegi yoriingeleri izleyeceklerdir.

3



2.1.1 Ortonormal Taban

Bu tezde 6zellikle egrilikle ilgili tensorlerin hesaplanmasinda geleneksel koordinat yontemleri
yerine modern differansiyel geometrik yontemler kullanacagiz. Koordinat tabanda indisler i¢in
kullanilan Latin harfler (a, b, ¢, ....) yerine, ortonormal tabanda Yunan harfleri (u, v, A, ....) ve
koordinat tabanda (¢, r, z, ¢, x;) olarak kullanilan koordinatlar yerine ortonormal tabanda
sirasiyla (0,1,2,3,...) sayilart kullanilacaktir. 0, (u = 0,1,2,3,...,d — 1) ortonormal taban
bir-formlarini temsil etsin. Buna dual olan ortonormal vektor alanini ise e, ile verilsin. Bu

biiyiikliikler i¢in i¢ carpim,
<0 e, >=0Y (2.15)

esitligini saglamaktadir. Ortonormal taban vektorleri ile koordinat taban vektorleri arasinda

o" = 0" da” (2.16)
ve
I,
Cn =€ 5 (2.17)

iligkisi vardir. Ortonormal tabanda uzay-zaman metrigi
ds® = n,,0" @ 0" (2.18)

ile verilir. Bu taban bir-formlarinin metrik ile uyumlu olduklarini yani D = d+w dis kovaryant

tiirev operatorii olmak iizere
DO" = do" + W', NO” =0 (2.19)
oldugunu gdz 6niine alalim. Bu kogul bize Cartan’in birinci yapi denklemi olan;
dor + W, N0" =0 (2.20)
esitligini vermektedir. Burada baglant1 bir-formlar1 w*, antisimetriktir, yani
Wy + wyy = 0. (2.21)
Bu baglant1 bir formlarini ortonormal tabanda

wh, = wh 0 (2.22)



seklinde acmak miimkiindiir.

Cartan’in ikinci yap1 denklemi ise
O = dwt, + Wt Aw?, (2.23)
seklindedir. Burada Q*, egrilik iki-formlar: olup bunlarla Riemann tensérii arasinda
o, = LR0 A 2.24
v 5 VAK N ( : )

bagintist mevcuttur. Bu bagint1 yardimiyla (ortonormal tabanda) Riemann tensoriiniin bilegen-

leri, Ricci tensorii ve Ricci skaleri ile

1
G/u/ = R,uu - 577/LVR (225)

Einstein tensoriinii ortonormal tabanda elde edebiliriz (Carroll 2004).

2.1.2 Einstein-Maxwell Denklemleri

Elektromanyetik alana sahip bir madde dagilimimi tanimlayan Einstein-Maxwell denklemleri;

G = K,

dF = 0,
I*F = *J (2.26)

olarak ifade edilir. Burada F Faraday iki-formu, *F Faraday iki-formunun Hodge duali ve *J
ise yiik-akim bir-formu J’nin Hodge duali olarak tanimlanir. n-boyutlu uzay-zamanda, Hodge
dual operatorii (x), p-formunu (n-p)-forma gotiiren lineer bir operatérdiir ve « p-formunun

Hodge duali;

1
*O = m@lmyp ey QPO N N Qe (2.27)

olarak ifade edilmektedir. Burada e hacim formudur ve metrik tensériinin determinantinin

karekokii ve Levi-civita sembolii ile;

1
€= m\/ 9leps. a0 A NG (2.28)

seklinde gosterilmektedir (Grgn ve ark. 2007).
Yiik yogunlugu p ve akim yogunluklart j° (i=1,2,3) olmak iizere dortlii akim vektorii J =

J#0,/niin bilegenleri J = (p, j', 7%, 7°) seklindedir. Faraday iki-formu ortonormal tabanda

1
F = S Fub" A0 (2.29)



seklinde yazilmaktadir. Burada Faraday 2-formunun bilegenleri olan F),,’ye Faraday tensorii
denir. Bu tensoriin bilesenleri, icinde bulunulan elektromanyetik alan1 tanimlamaktadir. Diiz

Minkowski uzay1 icin Faraday tensoriiniin bilegenleri

0 -E  -BE D
Ei 0 B -B
F,=|"" ’ ? (2.30)
E2 —Bg 0 Bl
Es, B, -B 0

seklinde ifade edilir. Buradaki E; ve B; biiyiikliikleri ¢z yoniindeki elektrik ve manyetik alanlari
temsil etmektedir. Aym zamanda, Faraday 2-formunun dig tiirevi (dF = 0) sifir oldugundan,
bu tensor kapalidir. Bu durumda Poincaré lemmasina gore Faraday iki-formu F = dA geklinde
yazilabilir. Burada A elektromanyetik bir-formudur. ¢ skaler elektrik alan potansiyeli, A* vek-
torel manyetik alan potansiyeli olmak iizere, lokal tabanda A = A;dx’ ve A = (¢, A1, A%, A3)
seklinde ifade edilir.

Uzay-zamanda verilen herhangi bir elektromanyetik alanlara ait enerji-momentum tensorii

ortonormal tabanda

1 1
T = — (Fa W Fow — ZWFMJ«"W) (2.31)

K

olarak ifade edilir. Bu tezde radyal yonde elektrik alan iceren silindirsel simetriye sahip uzay-
zaman i¢in (2.31)’de verilen enerji-momentum tensorii elde edilerek, Einstein-Maxwell den-

klemleri c¢oziilecektir.



IT1

MATERYAL ve YONTEM

3.1 4 Boyutlu Silindirsel Simetrik Uzay-Zaman

Einstein denklemlerinin silindirsel simetriye sahip uzay-zaman ¢oziimleri genel gorelilik alaninda
cok yaygin olarak calisilmaktadir. Bu ¢oziimler, kiitle-cekim dalgalari, kozmolojik modeller,
kiiresel kiitle dagihimina sahip olmayan cisimlerin kiitle-cekimsel ¢okiisii gibi bazi fiziksel
olaylarin aciklanmasinda rol oynamaktadir. Statik, silindirsel simetrik vakum c6ziimleri Levi-
Civita (LC) tarafindan (Levi-Civita 1919), duragan ¢oziim ise Lewis tarafindan bulunmugtur
(Lewis 1932). Bu metrigin statik olmayan ¢oziimleri ise Einstein-Rosen tipi dalga ¢oziimler-
ine karsilik gelmektedir (Beck 1925, Einstein ve ark. 1937). Einstein denklemlerinin silindirsel
simetrik c¢oziimleri i¢in, Oncelikle silindirsel simetriye sahip yeterince genel bir uzay-zaman
metrigi belirlenmelidir. Silindirsel simetri, bir tanesi (¢ = 0,) eksen boyunca 6teleme simetri-
sine, digeri de (n = 0,) eksen etrafindaki dénme simetrisine kargilik gelen iki Killing vektorii

ile tanimlanabilir. Bu durumda en genel silindirsel simetrik ¢izgi elemanz;
ds? = eV (ypryda™ da™ + W2dp?) + 2V (dz + Adg)? (3.1)

olarak yazilabilir (Stephani ve ark. 2003). Burada U, W, A, v,y metrik fonksiyonlari, ihmal
edilebilir koordinatlar olan z ve ¢ digindaki koordinatlarin birer fonksiyonlaridir. v,y metrigi

2 boyutta ;
YundrMde™ = e (dr? — dt?) (3.2)

seklinde secilebilir ( Kompaneets 1958, Stephani ve ark. 2003). Ayni zamanda, diizenli bir
eksene sahip, silindirsel simetrik uzay-zamani tanimlayan metrik, eksen boyunca n%n, =
e U2 + 2V A% = () sartim1 saglamalidir.

En genel durumda silindirsel simetrik ¢izgi elemani radyal koordinat r ve zaman koordinati
t’ye baghdir. Eger iiciincii bir Killing vektor olarak & = 0, alinirsa, duragan silindirsel simetrik

uzay zaman elde edilir. Bu durumda ¢izgi elemani;
ds® = e VX (dr? — dt?*) + W?d¢?] + €2V (dz + Adg)?, (3.3)

seklinde yazilabilir ve metrik sadece radyal koordinata baghdir. Silindirsel simetrik vakum

¢Oziimiinii t — iz, z —it, A — iA kompleks doniisiimleriyle;
ds® = e 2[R (dr* + d2?) + W?d¢?] — 2V (dt + Adg)* (3.4)
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seklinde de yazmak miimkiindiir. Statik, silindirsel simetrik metrik A = 0 durumuna kargilik

gelmektedir ve bu durumda ¢izgi elemani
ds® = e 2[R (dr? + d2?) + Wd¢?] — eV dt? (3.5)

olarak kogegen hale gelir. Tezimizde, ilk olarak 4 boyutlu uzay-zamanda bu metrigin vakum ve
Einstein-Maxwell ¢oziimlerini elde ederek daha sonraki boliimlerde bu ¢éziimleri N boyutlara

genelleyecegiz.

3.1.1 Vakum Coziimleri
Levi-Civita Coziimii

Silindirsel simetrik, statik, vakum ¢o6ziimii 1919 yilinda Levi-Civita tarafindan bulunmustur.
Kiiresel simetriden farkli olarak, silindirsel simetri i¢in Birkhoff teoremi bulunmadigindan,
duragan ve zamana bagh vakum ¢oziimleri de mevcuttur (Lewis 1932, Einstein ve ark. 1937).
Ote yandan, LC metrigi silindirsel simetrik, statik tek vakum coziimiidiir.

Denklem (3.5)’teki statik, silindirsel simetrik ¢izgi elemaninda (¢,r, z, ¢) silindirik koordi-
natlart —oco <t < oo, —co<z<oo , r>0, 0< ¢ <27 araliklarinda tanimhdirlar.
Ortonormal tabanda ¢izgi elemam ds* = 1,0 ® 6" ve n,, = diag(—1, 1, 1,1)’dir. Yukardaki

(3.5) metrigi icin Einstein tensoriiniin sifirdan farkli bilegenleri;

- U'(r)W'(r) W"(r)
G — 2(U(r)—K(r)) U/ 2 [ A ) K// . ZU”
00 e (T) W(T) + (7”) (T) + W(T) )
- K'(r)W'(r)
— _2UM=K@) |7 ()2 — 2\ A
G11 e |:U (7’) W(T’) s
- K'(r)W'(r)  W"(r)
Gy = 2UM=Km) |12 —
w e P )
Gz = EUO-KO) [07(1)2 4 K" (r)] (3.6)
seklindedir. Burada kesme igareti (") r’ye gore tiirevi ifade etmektedir.
Vakum Einstein denklemi G, = 0’dan
W"(r) =0, (3.7)
rK"(r)+ K'(r) =2[rU'(r) + U"(r)], (3.8)
U/
U"(r) + # =0 (3.9)

differensiyel denklemleri elde edilir. Bu denklemler ¢oziiliirse, integrasyon sabitleri uygun
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sekilde secilerek, metrik fonksiyonlar

W(r) = W,
K(r) = 40*Inr,

U(r) = 20lnr (3.10)
seklinde bulunur. Bu durumda statik, silindirsel simetrik vakum LC ¢6ziimii ,
ds® = —r*7dt® + G0 (dr? + d2?) + Wor ™ dg’ (3.11)

seklinde yazilir (Levi-Civita 1919, Bonnor 1979).

Parametrelerin Fiziksel Anlami

Elde edilen bir vakum ¢6ziimiiniin fiziksel anlamlarini belirlemenin bir yolu bu ¢6ziimii fiziksel
olarak anlaml i¢ ¢oziimler ile eglestirmektir. Bu yontem sayesinde i¢ ¢oziimiin fiziksel parame-
treleri (kiitle, yiik, vs.) yardim ile dig ¢oziimiin parametrelerini yorumlamak miimkiindiir.
Bu amagla cesitli miikemmel akigkan (Gautreau ve ark. 1969, Bonnor 1992, Philbin 1996)
ve ince kabuk tipi (Wang ve ark. 1997, Bicak ve ark. 2002, Arik ve ark. 2003, 2005) ¢oziim-
ler gbézoniine alinmigtir. Marder, statik, silindirsel simetrik vakum c¢oziimiiniin iki bagimsiz
parametreye sahip oldugunu gostermistir (Marder 1958). Bu parametrelerden birincisi olan
o, uzunluk bagina kiitle miktariyla ilgili iken, ikincisi olan Wy koniklik parametresi olarak
tanimlanir ve uzay-zamanin global topolojisi ile ilgilidir (Bonnor 1979). ¢’nin hangi deger-
lerde LC icin anlamh bir ¢oéziim olacag: tartisilagelen bir konudur. Gautreau ve Hoffman
miikemmel akigkan geklindeki bir i¢ ¢oziimii LC vakum ¢oziimiiyle diizgiince eslegtirerek, o
parametresinin 0 < o < }L araliginda, birim uzunluk bagina diisen kiitle olarak yorumlanabile-
cegini gostermiglerdir (Gautreau ve ark. 1969). Ayni yontem ile Bonnor ve Philbin ¢aligmalar
ocnn 0 <o < % aralig icin genisletilebilecegini gostermistir (Bonnor ve ark. 1992, Philbin
1996). Wang ve arkadaglar1 o’y1 kiitle parametresi olarak tamimlamiglar, degerinin 0 < o <1
araliginda olabilecegini ve 0 = 1/2’de birim uzunluk bagina diigen kiitle miktarinin maximum
olacagim gostermiglerdir (Wang ve ark. 1997).

Baz1 6zel o degerleri i¢in LC metrigine bakilirsa;

e 0 =0 oldugu durumda (3.11) metrigi;

ds® = —dt* + dr* + d2* + Wirlde® (3.12)
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diiz uzay-zamana karsilik gelmektedir. Eger W, = 1 olursa metrik silindirik koordinat-
larda Minkowski uzay zamanina indirgenir, Wy # 1 i¢in diiz sonsuz uzun kozmik sicim

metrigidir (Vilenkin ve ark 1994).
e 0 =1/2 oldugu durumda LC metrigi;
ds® = —r?dt* + dr* + dz* + Wide? (3.13)

Rindler metrigine doniigmektedir (Rindler 1977). t = rsinht, Z = rcosht, § = Wyo, zZ =

z doniigiimleri yapilarak, bu metrik
ds? = —dt* + dz* + dy* + dz* (3.14)

seklinde Minkowski koordinatlarinda yazilabilir. Gautreau, Hoffman ve Bonnor, bu diiz
uzayin, i, —oo, oo araliginda kabul edildiginde, pozitif kiitle yogunluklu, sonsuz diizlem-
sel bir tabakanin, kiitlecekimsel alaninin metrigi oldugunu ifade etmiglerdir (Gautreau

ve ark. 1969, Bonnor ve ark. 1992, Philbin 1996).

Tekillikler

Einstein denklemlerinin herhangi ¢6ziimiine karsilik gelen uzay-zaman metriginin tekilliklerini
bulabilmek i¢in, metrigin egrilik bilegenlerinden olugan bazi skaler biiyiikliiklere bakilmalidir.
Bu skalerlerden bazilari, Ricci Skaleri (R), Ricci tensoriiniin kendisiyle kontraksiyonu (R,
R") ve Riemann tensoriiniin kendisiyle kontraksiyonudur (R, R***). Ele aldigimiz ¢6ziim
bir vakum ¢6ziimii oldugu i¢in, bunlarin ilk ikisi sifirdir. Bu durumda Kretcshmann skaleri

yani Riemann tensoriiniin kendisiyle kontraksiyonu hesaplanirsa
K = Ry R = 6402 (40 — 20 + 1)(20 — 1)%p 1677 +80—4 (3.15)

elde edilir (Richterek ve ark. 2000). Kretcshmann skalerinden agik¢a goriildiigii gibi metrigin
r = 0’da bir uzay-zaman tekilligi vardir. Ancak o’'nin 0 ve 1/2 degerlerinde Kretcshmann
skaleri sifir olmakta, yani bu degerlerde metrikte herhangi bir tekillik bulunmamaktadir. Bu

0zel degerlerin diiz uzaya karsilik geldigi onceki boliimde belirtilmisti.

3.1.2 Einstein-Maxwell Coziimleri

Bir yiik ve akim yogunlugunun ¢evresinde olugturdugu elektromanyetik alan i¢cin Maxwell den-
klemleri dF' =0 ve dx F = 0 olmaktadir. Elektromanyetik alan, yiiklii bir statik, silindirsel

kaynak tarafindan iiretiliyorsa, elektromanyetik bir-formu A = f(r)dt = f(r)e~V(0° olarak
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yazilabilir ve bu durumda elektromanyetik alan tensoriiniin ve enerji-momentum tensoriiniin

ortonormal tabanda sifirdan farkh bilegenleri

For = —Fyp = —€_K(T)f/(7“),

1
Too = =T =Toy =T33 = 56_2K(T)f,2(7’) (3.16)

olarak elde edilir. Bu elektromanyetik alana sahip uzay-zaman metrigini ve dolayisiyla A’y1
belirlemek icin Einstein ve Maxwell denklemleri (G/w = I{Tw,) ¢Ozllmelidir. Einstein tensorii
bilegenleri (3.6) ve enerji-momentum tensorii bilegenleri (3.16) denklemlerinden W (r)” = 0
olmasi gerektigi goriiliir. W(r)’nin radyal yonde lineer olarak arttigi ve sabit kaldigr durumlar

icin iki farkh ¢6ziim elde edilir.

e Birinci durum i¢in W (r) = wor yazilir ve uygun integrasyon sabitleri secilerek, metrik

fonksiyonlari

7.20
— (-0
utr) N (a + br4°’) ’
K(r) = 4o0*Inr (3.17)

olarak bulunur. Béylece (3.5)’teki ¢izgi elemani

40
d82 — _(_:’T)ZdtQ + (a+ bT’4U)2 [T4U(20_1)(d7”2 + dZ2) _f_ng,Q(l—?o)dng} 7 (318)
a (i

ve

—a V2
f(r) = D (ot b (3.19)

seklinde elde edilir. Enerji yogunlugu Too'in pozitif olmasi gerekliligi sonucu
ab < 0 (3.20)

olmalidir. Bu durumu daha iyi gérebilmek icin koordinatlar % =dt, adr =dr, adz =

dz, seklinde yeniden 6lgeklendirilip % = —(? ve awy = Wy secildiginde ¢izgi elemant;
4o
2 r 2 2, 400\2 [, A0(20—1) (752 2 ~ 2 2(1-20) 7,2
ds® = (1_02T4a)2dt +(1=C**)? [r (di* 4+ dz*) 4 wo*r de?] (3.21)

olarak elde edilmektedir. Bu durumda;

V2

A= ——————dt 3.22
C(1—C?rto) 7 (3.22)
44/2Cy—(1-20) 5

Foy = -l =— (1= Corin) (3.23)

sonuclar1 elde edilir.
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e Ikinci durum daha 6zel bir ¢oziim icermektedir ve W (r) = wq (sabit) secilerek metrik

fonksiyonlari;

Ulr) = —In(r —ug),
K(r) = kor (3.24)

seklinde bulunur. Sonug olarak, ¢izgi elemani

1

ds® = —dt?
° (r —ug)?

+ (r — u)? [ (dr + d2)* + wide?] (3.25)

elektromanyetik potansiyel

4= V2 (3.26)

T — Ug

olarak elde edilir.

Tekillikler

Goz Oniine aldigimiz genel ¢oziimiin (3.21) metriginin elektromanyetik alan tensoriiniin sifir-
dan farkh bilegenleri esitlik (3.23) seklindedir. Bunlar kullanarak elektromanyetik degismez

olarak adlandirilan elektromanyetik alan tensoriiniin kendisi ile kontraksiyonlarini hesaplaya-

biliriz:
, 640202T2(—1+4a—402)
F,F" = — 1 Caoy < 0, (3.27)
EF,xF" = 0. (3.28)

(3.27) esitliginin beklenildigi gibi sifirdan kiigiik olmasi elektromanyetik alaninin elektriksel
tipte oldugunu gosterir.

(3.21) metriginin tekillikleri i¢in bakilmas1 gereken skaler biiyiikliiklerden birisi Ricci ten-
soriiniin kendisiyle kontraksiyonudur ve

) 1024C*0*
R, R" = S5 (] CErin)g (3.29)

olarak elde edilir. Ote yandan tekilliklerin belirlenmesi icin énemli bir biiyiikliik olan Krescht-

man skaleri;

6402
T.4780+1602(1 _ 027“40)8

K =
(1 —20)%*(1 — 20 + 40?) — 120C%r* (1 — 20)* — 20*% (1 — 4807 + 160*)
+ 12005127 (1 4 20)? + C®r'%7 (1 + 20)*(1 + 20 + 40?) (3.30)
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olarak bulunur. Bu ii¢ skalerden de goriildiigii gibi r = 0 ve r = ﬁ = ry'de olmak fiizere
iki tekillik mevcuttur. Bu tekillikler fiziksel olup koordinat doniisiimleri ile yok edilemezler.
Ancak,c =0veo = % degerlerinde » = 0’daki tekillik yok olmaktadir. r > r, i¢in uzay-zaman
ve elektromanyetik alan diizgiin davranmaktadir. Bu durum, séz konusu elektromanyetik
alanin r» = r, yaricapl, silindirsel yiik dagilimindan kaynaklandig: seklinde yorumlanabilir.

Onceki boliimde daha 6zel durum olan (3.24) metrik fonksiyonlar1 kullanilarak;

flr) = , (3.31)

F()l = —Fl(]: (332)

olarak bulunur. Bu durum i¢in elektromanyetik degismez skaleri;

46—2k07‘
F, F¥W=——— 3.33
M (’I“ _ U0)4 ( )

olarak elde edilirken, Kreschtmann skaleri ve Ricci tensoriiniin kendisiyle kontraksiyonu;

86—4k}0T

— o

, 46—4k()r
RMVRM == m (335)

olur. Bu skalerlerden, (3.25) metriginin r = ug’da bir tekillige sahip oldugu goriiliir. Bu durum
genel ¢oziime benzer olarak r = wuy yaricapl bir silindirsel yiik dagiliminin elektromanyetik

alan kaynagi oldugu seklinde diigiiniilebilir.
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IV

ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

4.1 5 Boyutlu Statik Silindirsel Simetrik Uzay-Zaman

Boliim 3’de 4-boyutlu uzay-zamanda simetri ekseni (z) boyunca Gteleme simetrisine ve bu
eksen etrafinda dénme simetrisi ile zaman icerisinde duraganlik simetrisine sahip olan, statik,
silindirsel simetrik cesitli bilinen ¢6ziimleri incelemistik. Bu kisimda, B6liim 3’te gz 6niine ali-
nan (3.5) metrigine bir ekstra uzaysal boyut daha ekleyerek ve metrigin bu yonde bir simetriye
sahip yani bu fazla boyuttan bagimsiz oldugunu diisiinerek, 5-boyutlu uzay-zamanda statik,

silindirsel simetrik uzay-zaman metrigini
dS2 — —€2Udt2 + €2K_2U(d7“2 4 d22) 4 6_2UW2d¢2 + X2dl'2 (41)

seklinde yazabilecegimizi varsayiyoruz. Kisaca burada metrik fonksiyonlar1 U, K, W, X sadece

radyal koordinat r’ye baghdir.

4.1.1 Alan Denklemleri

Einstein alan denklemleri G, = kT),, olarak verilmektedir. (4.1) metrigi icin Einstein ten-
soriinti Boliim 2’de verilen Cartan’in yap1 denklemleri kullanarak hesaplayayacagiz. Bu metrigin

ortonormal taban bir-formlar:
00 =eVMdt, 9t = KU gr 92 = KO-V gy 03 = W(r)e VWdep, 6* = X(r)da,

seklinde secilerek ve (2.20)’de verilen Cartan’in 1. yapi denklemi kullanilarak,

WOy = U/(r)eVM-Kmgo (4.2)
why = [U(r) = K'(r)] eU-Kg2 (4.3)
, W' (r Kl
X'(r) _
1 _ 2\ U(r)—K(r)p4
Wy X0 e 6 (4.5)

seklinde baglant1 bir-formlarmin sifirdan farkh bilegenleri elde edilir. (2.23)’de verilen Car-
tan’in 2. yapi denklemi kullanilarak egrilik 2-formlarinin sifirdan farkh bilegenleri agagidaki

gibi elde edilir:
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QO | = [U//(T) +2U/(7")2 . U/(T’)K/(T’)] 62[U(r)—K(r)} 01 /\90’ (46)

Q0 = [U'(r)? =U'(r)K'(r)] 2VO=EOL g0 A 92, (4.7)
Qy = [U(r)? - LW V=KL g0 A g3, (4.8)
P, — _% K] g0 p gt (4.9)
Q'y = [U'(r) — K"(r)] 2VO-KOL gl A 92 (4.10)
O, = [U”(r) U)K () + W/é;)(g)/(r) - I;/V/((:))

%] UK gl g3 (4.11)
0%y = _U’(T)K’(r) —~ % — U’(ﬂ%%} V=KL g2 A 93 (4.13)
oo = [FOUO DR e g g, i
0, = :X'(Qg)'“") _VVV;EZ;%})}&[UW>—K@H e (4.15)

Ayrica (2.24) denkleminden yararlanarak Riemann tensoriiniin sifirdan farkli bilegenleri

RO 101 — [—UI/(T) — 2UI(7”)2 + U/(’I”)K/(T)} 62[U(T)7K(T)]7 (416)
RO 00y = [U’(T)z . U/(T)K/(T’)} eQ[U(r)—K(r)]7 (4.17)
U'(r)W'(r) -

0 _ 1(oN2 2[U(r)—K(r)] 4.1

R 303 U'(r) W (r) € ) (4.18)
X'(r)U'(r) -

0 _ 2(U(r)—K(r)] 4.1
R” 404 X(T) € ) ( 9)
Rl o1y = [U”(T) . K//(T)] 62[U(T)_K(T”, (4'20)

[ W!(r)u'(r)  W"r)  W(r)K'(r) -
R = |[U"(r)=U'(r)K’ — AU-K(M] (491
313 _ (r) (r)K'(r) + W(r) W) + W (r) € , (4.21)
[ X"(r)  X'(nU'(r) | X'(r)K'(r) -

1 . _ 2[U(r)—K(r)] 4.99

S (7 B (7 R O ’ 2
[ W'(r)K'(r) W'(r)U'(r) -

2 _ VK () — 2 2AU(r)— K (r)] 19

R 323 _U (7”) (T> W(T) U (T) + W(T) € ) ( 3)
(X'(r)U'(r)  X'(r)K'(r) -
2 _ _ 2[U(r)—K(r)]
R” 424 X0 X0 e : (4.24)
(X'(r)U'(r)  W'(r)X"(r) -
R3 _ _ 2[U(r)—K(r)] 4.25
s X T Wexm ¢ )
olarak bulunur. Ricci tensoriiniin sifirdan farkh bilesenleri R, = R®,,, esitligi kullanilarak;
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Ry — {U,,(r)+W/I(/[C)([7{)’(r) X'()Z)(g)'(r)} 2K (4.26)

W' (r)  W"(r)

Ry = {U”(r) —2U"(r)? = K"(r) +

o ) / /W(T) /_ WI/(T)
LI i o S -
Ry — [U”(r) _ KM + W'I(/;)g)’(f) B W';"/)(f)'(r) X/g?(g)/(r)
_ %] (U)K, (4.28)
o - [ Sl
seklindedir. Ricci skaleri ise

R = 2 [U”(r) —U(r)? = K" (r) — VVVVHX)) - );((:)) + W/é%{)/ )

_%} 2V -K ) (4.31)

olarak elde edilir. Sonug olarak (4.1) metrigi igin sifirdan farkli Einstein tensorii bilegenleri;

_ X v >U'<> W XOUC)
Coo = [W(r)X Wi W) - xmy O R
—2U :| 2[U(r)—K(r
r)K’ XK T XOUE)  WEOX0)] swer o
Cu = [ UM e T X T X T weoxo |©
e WOKG) | W) XK | X@UC) | W0XG)
o = [U” Wiy W) X T X@) T WX
X"(r) AU —K(r)]
X0 | ”
Gay = [UW R+ %{)(” v (Ef”;] AUC) K],
_ )2 "y wmnu'(r) ., . W"(r) 2V () K ()]
G {U( )-+ K"(r) —W(T’) U'(r)+ W(T)] (4.32)

seklinde bulunur.

4.1.2 Einstein-Maxwell Coziimleri

Boliim 3’de 4-boyutlu uzay-zamanda bir yiik ve akim dagiliminin ¢evresinde olusan elektro-
manyetik alan icin Maxwell denklemleri dFF = 0 ve d* F' = 0 olarak verilmigti. Elektro-

manyetik alan bir-formunu 5-boyutlu uzay zaman icin A = f(r)dt = f(r)e”V@° olarak
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seciyoruz. Bu durumda elektromanyetik alan ve enerji-momentum tensoriiniin sifirdan farkh

bilegenleri

Fyu = Fy=—e 5O f(r) (4.33)

Too = ~Tu=Ton=Ty="Tu= %e_QK(r) f(r)? (4.34)
olmaktadir. Ayni zamanda ilk Maxwell denklemi;
dF =d[f'(r)dr Ndt] = 0 (4.35)
dogrudan saglanmaktadir. Diger Maxwell denklemi d x F' = 0;
d[f'(rW(r)X(r)e "] =0 (4.36)

differansiyel denklemini vermektedir. Einstein alan denklemleri islem kolayhg: acisindan G, —

kT, = 0 olarak ifade edilirse

20U (r)—2K (r) {W/ET)X/(T) 2U'(r)W'(r) n w"(r) _U(n)X'(r) UK

” W(r)X(r) W (r) W (r) X(r)
—2U"( —% —2K0) ()2 = 0, (4.37)
oo | gy s EOWE) | KOX@)  U0OXE) | WX6)
[ U T xm) Xt WHXm
—|—;e2K(T) f(r)?=o0, (4.38)
o [ KOWE W) K@XG) | UOXG) | WX
[[” ST W W) T X0 T Xy WX
X“(T) U o) o 2
Vo ] SO =0, (4.39)
202K ) {UW FK0)+ T ((:))} L0 1y = (4.40)
UEOW)

20(r)-2K (1) {U/(r)2 + K (r) - U (r) + W )] - 167”{(’"),7“(7“)2 =0 (4.41)

W(r) W(r) 2

esitlikleri elde edilir. Bu egitliklerden yararlanarak (4.38) ve (4.39) esitliklerinin toplamindan

o2k +U(r) 2V (1) X' (r) + X (r)W"(r) + W(r) X"(r)
X(r)W(r)

—0 (4.42)

bulunur ve bu sonugtan [W(r) X (r)]” = 0 oldugu kolayca goriilebilir. Bu differansiyel denklem

icin ti¢ farkh ¢o6ziim Onerilebilir.

1. En genel halde ¢6ziim
W(r) = —/—— dir. (4.43)



2. (4.43) denkleminin 6zel bir durumu olarak wy = 0 durumunda genel ¢oziimden farkh

bir 6zel ¢ozlim elde ediyoruz

(4.44)

3. Ayrica W(r) = wy (sabit), X (r) = o (sabit) durumunda da bu denklem saglanmak-
tadur.

Bu 3 farkli sonug i¢in Einstein-Maxwell denklemlerinin ¢oziimleri ve bu ¢oziimlerin fiziksel

olarak ifade ettikleri sirasiyla tartigilacaktir.
e W(r)X(r) = wor + w; durumu

Bu durumda, genelligi bozmadan w; = 0 segebiliriz. Einstein alan denklemlerini (4.37-

4.41) kullamlarak metrik fonksiyonlarini belirleyecegiz. (4.40) ve (4.41) esitliklerinin

farka;
—exrau [ =2rX () + X()? [U'(r) + rU"(r)] + 2X(r) [X'(r) +7X"(0)] ] _
rX(r)?

(4.45)
esitligini ve dolayisiyla [rU'(r)]" = —2[7");((:))]’ sonucunu verir. Bu sonug 2 kez integre
edilerek metrik fonksiyonu X (7)1

X(r) = e~z g0 (4.46)

olarak buluruz. (4.38) ve (4.40) esitliklerini toplarsak
1

Q—Te’QK(THQU(T) 2K'(r) = U'(r)+2rK"(r) —rU"(r)] = 0, (4.47)
vani 2[rK'(r)] = [rU'(r)]" elde edilir ve bu egitlikten
K(r)= @ + kolnr (4.48)
olarak bulunur. (4.37) ve (4.38) esitlikleri toplanarak
1,.20
U(r) =1 4.49
(r) =In a + brie ( )

sonucuna ulagilir. Burada 20 = \% ko + xo — 2 olarak secilmistir. Bu egitlikten kg =
302 4+ xo — x% degeri bulunur. Ayrica p; = 2y — o secerek metrik fonksiyonlarim

X(r) = ™ Va+brie,

/rl_pl

Va + bric’

402 —p1(1—20—p1)

W(r) = w

r
K(r) = In ,
(r) Va+ brie
7,20’
= 1 4.
utr) Yt orto (4.50)
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olarak elde etmek miimkiindiir. Bu metrik fonksiyonlar: icin ¢izgi elemani

4o
ds? = T +rb i )g-dzf2 + (a+br') {Tm@”‘”‘pl“‘2""”1” (dr® + dz?)
a+ ors?
+w§r2(1—p1—20)d¢2 + r2p1dx2} (4.51)

seklinde yazilir. (4.37-4.41) esitliklerinde metrik fonksiyonlarini yazarak;
—24r% abo? — r?(a + br*?)* f'(r)? = 0 (4.52)

denklemi elde edilir ve buradan

—3a
2b
f(r) = (@t o) (4.53)
ve elektromanyetik potansiyel bir formu
—3a
A == ﬁdt (454)

olarak bulunur. Ayni zamanda elektromanyetik alan ve enerji-momentum tensorlerinin

sifirdan farkli bilegenleri

29 /_6 ab T_1_40(0_1)+p1(1_20_p1)

Foy = —Fyp = , 4.55
01 10 (a+ br4")% ( )
1202 a b T2[—1—40(J—1)+p1(1—20—p1)]
Too=—T11 =T =T33 =Tyy = — 4.56
00 11 22 33 44 (@t brio)3 ( )
olur. Enerji yogunlugunun pozitif olmasi
ab<0 (4.57)

sartin1 getirmektedir.

Tekillikler

5-boyutlu uzay-zamanda statik, silindirsel simetrik, elektromanyetik yiik dagilimininin

wor
X(r)

cevresinde metrik fonksiyonu W (r) = olarak secildiginde ¢izgi elemani egitlik (4.51)
seklinde elde edilir. Bu durumda elektromanyetik degigsmez skaleri ve Ricci tensériiniin

kendisiyle kontraksiyonu;

—2[14+40(c—1)—p1(1-20—p1)] ;2

) abr o
F,F" = 48 (@ + ooy ) (4.58)
F,xF" =0, (4.59)
} p—4l+do(0-1)—p1(1-20-p1)] ;4 42 2
R, R" = 704 (a + ooy ) (4.60)
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olarak elde edilir. Ote yandan, Kretschman skaleri ;

K =

+

_|_

16 do\4, 2 Ao 2 2
(a + brio)6pil+20 1) —pi(1-20—p1)] {(a o) pi(a +br™)(pr — 1)°(1 = p1 +pi)

o x1(a+ br*?)*(2 — 9p, + 16p? — 15p% + 6p7)

20%(a + br?)? {a2(2 — 9py + 21p? — 24p° + 12p])

2 abr*(—1—3p; + 12p7 — 18p; + 9p1) + b r® (2 — 9py + 21p] — 24pT + 12p‘1*)1
40°(a 4 br'?) {QaB(—B + 8py — 12p% 4 Tp%) + 3a%br*” (3 + 3p, — 11p? + 10p?)

3 a b? r* (=5 + 11py — 19p7 + 10p7) + 20° %7 py (5 — 9p + 7p§)]

40 {2@4(8 — 15p; + 12p]) + 2a® b %7 (=10 — 21p; + 30p?)

a® b* 87 (79 — 72py + 72p7) +2 a b® r'*7(—1 — 39p; + 30p?)

2 b* r1%7(5 — 9p; + 12p%)]

480°(a + br'?) {2&3(291 — 1) +a® br* (34 2p1) +a b? r®(2p, —5) + 2b3r12"p1}

640%(a + br'7)2(a® — a b 17 + 03*7) } (4.61)

olmaktadir. (4.58), (4.60) ve (4.61) skalerlerine bakilarak (4.51) metriginin r = 0 ve

r= (—%)i’te tekilliklere sahip oldugu goriilmektedir. Ancak, p; = 0 oldugunda o = 0

ve 0 = % degerlerinde r = 0’daki tekillik yok olmaktadir. Daha once belirtildigi gibi

a b < 0 olmahdir. Eger a < 0, b > 0 ise 5-boyutta (4.51) uzay-zamani, 4-boyutlu

uzay-zamandaki duruma benzer olarak, » = (—%)ﬁ yaricaph silindirsel yiik kaynaginin

sadece diginda diizgiin davranir. Ancak a > 0, b < 0 oldugu durumda (4.51) ¢izgi

elemanimin uzay-zamaninda r = (—%)7 yarigaph silindirin sadece i¢ kisminda diizgiin

davranair.

W(r)X(r) = w; durumu

Bu durum igin diger integral sabitlerine gore 2 farkli sonuc elde edilir.

i. Metrik fonksiyonlarini;

Ulr) = —2InX(r)+ ugr,

K(r) = —InX(r)+ kor (4.62)

X(r) =¥ \/ cos {M} (4.63)



seklinde elde edilir ve ¢izgi elemant;

12— e {M] e
2v/3

+ cos {UO(QQ—\;;%)} [674(2’“0_“0)(@#2 +dz2%) + wie "0 dg? + emodﬁ] (4.64)

olarak elde edilir. Bu durumda elektromanyetik alan bir formu

o —
A= L [l (4.65)
V2 2V/3
olur. Ancak bu tezde bu sekildeki 6zel ¢oziim daha fazla incelenmeyecektir.
ii. Metrik fonksiyonlar ,
Ur) = —2InX(r)+ uo,
K(r) = —InX(r)+ ko, (4.66)

olarak belirlendiginde ise

X(r)=+vr—m (4.67)

olmaktadir. Bu durumda c¢izgi elemant;

€2u0

(r — o)

olarak elde edilir. Buradan elektromanyetik alan bir formu;

3 e%
A=14/= 4,
\/;T — X9 dt ( 69)

olmaktadir. Aym1 zamanda Kretschman skaleri ise;

6—4(k0—u0)

degerine sahip olur ve metrigin » = xy’da bir tekillige sahip oldugu goriilmektedir.

ds® = — 2dt2 + (r — o) [GQ(kO_UO)(d’f‘2 +dz%) + e *owide® + da?] (4.68)

e W(r) = wp/x¢ durumu
Esitlik (4.42)’ten elde edilen ifade de metrik fonksiyonlarmdan W (r) ve X (r) sabit

olarak secildiginde, diger metrik fonksiyonlari;
U(r) = wuo, (4.71)
K(r) = ko+ ki, (4.72)
olarak elde edilmektedir. Bu durum icin, cizgi elemani;
—ePngt? 4 ePhithor—u) (gp? 4 2% 4 emdde? + adda?, (4.73)

seklinde olur. Bu metrik i¢in Riemann tensoriiniin tiim bilegenleri sifir olmakta ve

dolayisiyla bu metrik 5-boyutlu Minkowski uzayini vermektedir.
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4.1.3 Vakum Coziimleri

Elde edilen (4.32) Einstein tensoriiniin bilegenleri kullanilarak vakum Einstein alan denklem-

leri ¢oziildiigiinde, metrik fonksiyonlari uygun integrasyon sabitleri segilerek;

= Inr?

— | pPr(r=D+20(p1+20)

b h
~J ~J
[@)) ot

— rpl

()
()

W(r) = wer'™
(r)

olarak elde edilir. Bu durumda ¢izgi elemana;

ds? = —rlo g 4 r2[20(2o‘—1)—p1(1—20—p1)](dTQ + dz2) + wgr2(1—p1—20)d¢2 4 2P g2 (4.78)

olur. Elde edilen c¢izgi elemaninin zaman kismini m ile, uzaysal kismini ise (a + bri?)

ile garpilarak, elektromanyetik alan ¢izgi elemanm (4.51) elde edilebilecegi goriilmektedir.

Bu metrigin sahip oldugu tekillikleri belirlemek i¢in bakilmasi1 gereken Kretschman skaleri

16
K = —maopisaep |PiPr = (1= pi+p1) + op(2 = 9p1 + 16p; — 15p7)

+202(2 — 9py + 21p? — 24p% + 12p1) + 803(=3 + 8py, — 12p7 + TpP)

+804(8 — 15p; + 12p?) + 960°(py — 1) + 640° 4.79
1

olarak elde edilir. Bu durumda r = 0’da uzay-zamanin gercek tekillige sahiptir. Ancak, p; =0

oldugunda ¢ =0 ve 0 = % degerlerinde bu tekillik yok olmaktadir.
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4.2 N Boyutlu Statik Silindirsel Simetrik Uzay-Zaman

Onceki kisimda statik, silindirsel simetrik 5-boyutlu uzay-zaman icin ¢izgi elemanini esitlik

(4.1) olarak varsaymigtik. Bu boliimde, N-boyutlu uzay-zaman icin, 4-boyutlu uzay-zaman

metrigi (3.5)’e ekstra uzaysal boyutlar eklenerek ve metrigin bu koordinatlardan bagimsiz

oldugu varsayilarak, cizgi elemant;

ds® = —e2Vdt* + K72V (dr? + d2®) + e VW 2dp* + Z XZda?

seklinde secilmistir. Boylece U, K, W, X; metrik fonksiyonlar1 radyal koordinat r digindaki

tiim koordinatlardan bagimsizdir. Burada N = n 4+ 4 ve n ekstra boyut olmak {izere, Car-

tan’in yapi denklemleri ve Einstein alan denklemleri kullanilarak ortonormal tabanda Einstein

tensoriiniin sifirdan farkh bilegenleri;

~ [U'(r)X] W'(r)X] 1.X/(r)X}(r
Goo = Géé)+€2[U(r)K(r)]Z|: (r)Xi(r) (r)X;(r) (r) ]()

X (r) W(r)Xi(r)  2X,(r)X;(r)

i,j=1
JF#i

) Xé’(r)}
XZ(T> ’
Loy e ke y [ UOXI) | WXIr) 1 X)X
Gu = G +el0 (”Z[_ X0 WX T 2X0%0)

iy
<)
o - e S [E0L .
- o]
Gy = Gy + AUVO-KE) i {U '()2?;(7“) + %f(f:;ijg:; n ))((N((:))]
T

W (r)
W(r)

u'(r)W'(r)

W + K"(r) = U"(r) +

G, = AVO-K) lUl(r)Z_

—~ (W'(r)Xj(r)  1Xp(r)Xj(r) Xj(r)
+i,j,zk;1 (W(”Xj(?“) a0 XN")) }
i

olarak bulunur. Burada kiigiik latin harfleri i, 5,k = {1,2,3,....n} ekstra uzaysal boyutlari

tanmmlamaktadir ve Gl ise 4-boyutlu uzay zamanda elde edilen (3.6) esitlikleridir.
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4.2.1 Vakum Coziimleri

N-boyutlu uzay-zaman i¢in en genel haliyle (4.81-4.85) denklemlerinde ifade edilen Einstein

tensor bilegenleri vakum igin ¢oziildiigiinde metrik fonksiyonlari;

W(r) = wor'™, (4.86)
K(r) = (40> —p+p +p*+20p)Inr, (4.87)
U(r) = 20lnr, (4.88)
Xi(r) = P (4.89)

olmaktadir. Burada; p = Y.!'p;, o = Y% spip; ve p* = Y. p? olarak kisaltilmigtir. Bu
1#]
durumda vakum N-boyutlu uzay-zaman metrigi;

ds? — _T4Udt2_|_T2(402—20—p+p/+p2+20p)(dTQ+d22)

+w2 2(1—20—p d¢2 _i_zrpidx? (490)

haline gelir. Burada o, wy ve p; metrigin N — 2 tane bagimsiz parametresidir.

4.2.2 Einstein-Maxwell Coziimleri

N-boyutlu uzay-zamanda radyal dogrultuda bir elektrik alan icin elektromanyetik bir formu
A = f(r)dt = f(r)e"Y™g° olarak secildiginde, elektromanyetik alan ve enerji-momentum

tensoriiniin sifirdan farkh bilegenleri;

Fou = Fro=—e"0f(r), (4.91)

Too = —Tu=Tn="Ts="T;= ; RO (), (4.92)
olmaktadir. Maxwell denklemi dF’ = 0 i¢in
d[f'(r)e %™ =0, (4.93)
olurken diger Maxwell denklemi d x ' = 0 i¢in ise
dlf'(r)e "W (r) HX (4.94)

esitligi elde edilir. Einstein alan denklemleri (4.81-4.85) ve (4.92) esitlikleri kullanilarak ¢oziildiigiinde

uygun integral sabitleri secilerek metrik fonksiyonlari;
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4—N

W(r) = wor'™(a+br*7) =, (4.95)
K(@r) = (4% —p+p +p* +20p) lnr — In (a+ bri) ¥ (4.96)
U(r) = 20lnr —In(a+ br'?), (4.97)
X(r) = 1(a+br'o)vs (4.98)

olarak bulunur. Bu durumda (4.80) metrigi agsagidaki gibi yazilr;
4o
_T—dﬂ
(a + brio)?

+(a+br') s [7“2(40220p+p/+p2+20p) (dr? + d2?)
Fw2r21-20-P) g2 4 Z r2pidx?1 . (4.99)

Ayni1 zamanda;

N -2 v/ —a

f(r) = N—3\/B(a+br4‘7)

(4.100)

ve elektromanyetik alan bir formu

A NZ2 Vma (4.101)
N —=3Vb(a + brio)

olarak Einstein-Maxwell denklemlerinden elde edilir. N-boyutlu uzay-zamanda (4.91) ve (4.92)
elektromanyetik alan ve enerji momentum tensorleri en genel olarak
Fop = —Fyy = |IN—-2 4dov—a 3_2 (14040 —p+p/+p*+20p) (4.102)
N =3 (q 4 brio)~=s
N -2 8o2ab
N-=3) 2853

a + brio) N=s
F2(1-40+40% —p+p/+p?+20p) (4.103)

TOOZ_T11:T22 = T33:Tii:_<

seklinde elde edilir. Burada yine, enerji yogunlugu p = Tyo'1in pozitif olmasi gerekliligi a b < 0

olmasi gerektigini gosterir. Ayn1 zamanda (4.99) ¢izgi eleman

Dig ¢oziim; o >0 ise a<0,b>0,
o<0 ise a>0,b<0,
I¢ coziim; o>0 ise a>0,b<0,
o<0 ise a<0,b>0,
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durumlarinda diizgiin davranmaktadir. Bu tezde dig ¢6ziimler {izerinde durulmaktadir. Bununla

birlikte N-boyutlu uzay-zamanda Ricci skaleri;

R— N—-4 16 0% ab 2040 +40% —p+p/+p*+20p) (4.104)
N=3) (a+ br4a)2%%§
olarak ve elektromanyetik degismez skaleri ise;
2
W — N —2 320 ab T72(174J+4o'2fp+p/+p2+2op) (4105)
. N=3) (a+ 197’4“)2%7:3

seklinde genellegtirilebilir. Bu skalerlerden (4.99) metrigi, 4 ve 5-boyutlu uzay-zamanlara ben-

_2)1/(4

zer gekilde r =0ve r =r, = ( . 7da uzay-zaman tekilliklerine sahiptir. Ancak o’nin 0

ve % oldugu durumlarda r = 0’daki tekillik yok olmaktadir.

Birim Uzunluk Bagina Yiik ve Kiitle Yogunlugu

N-boyutlu statik, silindirsel simetrik uzay-zamanin ¢izgi elemamn (4.99) uzay-zamaninda sabit

yaricapta birim koordinat uzunlugundan gecgen elektrik akisini veren Gauss Yasasi;

2 1
/ / F'"\/—g dzd¢p = 4w\ (4.106)
0 0

seklindedir. Burada g metrik tensoriiniin determinanti ve A birim uzunluk bagina yiik yogun-

lugudur. Metrik tensoriinlin determinanti
g= —w%(a + br4o)ﬁr2+160278074p+4p’+4p2+80 P (4.107)

olarak elde edilir. Elektromanyetik alan tensoriiniin bilegeni ise;

4 —a b)N=2
Fir — _ 7 ( ¢ )N_3T—1—2(402—20—p+p/+p2+20p) (4.108)

(a+ b7”4")Ni—3

olmaktadir. Bu egitlikler kullanilarak birim uzunluk bagina diisen yiik yogunlugu

N -2

A= —2w,0 (—ab)N —3

(4.109)

olarak N-boyutlu uzay-zamanda elde edilir. 4-boyutlu uzay-zamanda ise birim uzunluk bagina

diigsen yiik yogunlugu
A = —2V/2Cowy, (4.110)

olmaktadir.

Bu uzay-zamanda kiitle-cekimsel akiy1 veren Gauss yasasi;
2m 1 d27°
—/ —+/—g dzdo = 4mu(r) (4.111)
o Jo dr?
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ile ifade edilir. Burada 3272 bu uzay-zamana sabit bir yaricapta serbest halde birakilan yiiksiiz

bir test parcacigina etkiyen radyal kuvvettir ve

2 4o
ﬁ - 9 (CL — br N)f r—1—802+4o+2p—2p’—2p2—4ap (4.112)

dr? (a + brio)~=s

s

olmaktadir. (Bir sonraki boliimde daha ayrintili olarak gosterilecektir.) Bu durumda N-

boyutlu uzay-zamanda birim uzunluk bagina kiitle miktari;

_ woo(a— br'?)

— 411
() P (4.113)

olarak elde edilir. Elde edilen bu sonuclar Bonnor'un N = 4 i¢in buldugu sonugclar ile de

uyusmaktadir (Bonnor 2007).
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4.3 Yiiklii-Yiiksiiz Parcacik Hareketleri

4.3.1 4-Boyutlu Uzay-Zamanda Parcacik Hareketleri

Herhangi bir uzay-zamanda hareket eden parcaciklar i¢in jeodezik denklemleri (2.12) esitligin-

den elde edilir. Bu denklemleri elde etmek icin gerekli olan Christoffel sembollerinin 4-boyutlu

uzay-zamanda statik, silindirsel simetrik ¢izgi elemani igin, sifirdan farkli bilegenleri

I, = Ulr), (4.114)
Ly = 200U (), (4.115)
I, = K'(r)=U(r), (1.116)
I, = —K'(r)+U'(r), (4.117)
Loy = e 2XOW(r) (W(r)U'(r) = W'(r)), (4.118)
I, = K'(r)-U(r), (4.119)
W’(T)
Iy, = ~U'r 4.120
seklindedir. Yiiksiiz parcaciklar icin jeodezik denklemleri;
d*t . dt dr
p) rtd P (4.121)
d’r dt dr\ 2 dz do 2
I o — . (—= I, =0 4.122
g (g (dr) Tl (dT) * (dT) o (@122)
d*z L drdz
i g = (4.123)
a2 » drdo
dr? + 2FT¢ dr dr =0 (4.124)

olurken (4.114-4.120) Christoffel sembolleri kullanilarak (4.121-4.122) denklemlerinin ilk in-

tegralleri;

seklinde elde edilir. Burada FE, zy, ¢g

dt

a e 412
= e , (4.125)
dz

B peero, (4.126)
do )

T . T 4.127
dr W(r)? ( )

oldugundan onun yerine (3.5) ¢izgi elemanindan

dr

(_

dr

2
) — UM=K | p2,—2K0) _

zpe
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2 AU(r)—-K(r)] _

integral sabitleridir. Ancak (4.122) egitligi karmagik

%

W€4U(r)—2[((r)
Wi(r

(4.128)



ds

2)? bityiikligiini ifade eder ve —1,0,1 degerlerini alr

ifadesini kullanabiliriz. Burada ¢ = (

ve bu degerler uzay-zamanin sirasiyla uzay-tipi, 151k-tipi ve zaman-tipi oldugunu gosterir.

Elektromanyetik alan icinde e elektrik yiikii ve m kiitlesine sahip parcaciklarin jeodezik

denklemi (2.12)’den

d*t ,dtdr € po dr

— 42, ——=—F" — 4.129
dr? el drdr m "dr ( )
d2r dt\? dr\> dz\> do\?> e _ dt
— 4+ | — ot — rr(— r.\—| =—F,— (4.130
dr? thu (dT) the (dT) t e (dT) t oo (dT) m~ tdr ( )
d*z dr dz
— 42, —— =0 4.131
dr? ol dr dr ( )
d*¢ dr do
) e 4.132
dr? * " dr dr ( )
olarak yazilir. Burada elektromanyetik alan tensoriiniin bilegenleri;
F,o = &0f @), (4.133)
Frt _ €2U(T)72K(r)f/(r> (4134)
seklindedir. Jeodezik denklemlerin ilk integrallerinden,

AL e _ pe6) Z ) (4.135)

dr m ’

dz

2T g o 2AK()-UM) 4.136

d¢ o 2u@m

— = " 4.137

dr WQ(T)e ( )

olarak elde edilir. Burada E, ¢g, 2o integral sabitleri olarak secilmigtir. Ancak (4.130) esitliginin
integralini karmagik oldugundan (3.5) ¢izgi elemanindan

ar\* _ ek (E ) — E>2 o IR)-U0) 2 _ 2Kty 90
dr m 0 W2(r)

e KT -UM)] (4.138)

ifadesini kullanabiliriz.
Elde edilen bu jeodezik denklemlerden dairesel, radyal ve simetri ekseni boyunca hareket

eden yiiklii ve yiiksiiz test parcaciginin davranigini ayrintili olarak inceleyelim.

31



Dairesel Jeodezikler

A. Vakumda Yiiksiiz Parcacik
Boliim 3’de vakum alanlar icin elde edilen ¢izgi elemani (3.11)’in uzay-zamaninda hareket
eden notr bir test parcaciginin jeodezik denklemlerini elde etmek i¢in (3.10) metrik fonksiy-

onlart (4.125-4.128) esitliklerinde yerine koyularak;

dt
= = B (4.139)
.
j_z _ yriot-2) (4.140)
.
do Do _ot4
@@ _ 20 2440 4.141
dr w%r ’ ( )
2 2
(ﬂ) = o) p2p80t 2801607 ¢—gr*2+80*&’2. (4.142)
dr Wy

elde edilir. Test parcaciginin simetri ekseni boyunca sabit bir noktada (z=sabit) ve sabit bir

varicapta (r—sabit) dairesel hareket ettigini varsayarsak, & = 0, 3272 = 0,% = 0 durumlan

g6z oniinde bulundurmalhdir. Bu durumda,

2
(@> 20 B (4.143)

dr) ~ 1-20u}

denklemi (4.122) esitliginden elde edilir ve (3.11) ¢izgi elemany;

(%)2 — (2 1) (4.144)

olur. Burada W?2 = %7(?111“. Boylece nétr test parcaciginin dairesel jeodezikleri

1
W < 1 (0<o< Z) zaman-tipi
1
w > 1 (o > 4_1) uzay-tipi
1
w =1 (0 = 4_1> 151k-tipi

olurlar (da Silva 1995). Yani kiitleli parcaciklar 0 < o < 1 dairesel jeodeziklerde hareket
edibilir iken fotonlar sadece o = 711 durumunda hareket edebilirler. o > 711 degerlerinde dairesel
jeodezik hareketi mevcut degildir.
B. Elektromanyetik Alanda Yiiksiiz Pargacik

Notr test parcacigi radyal yonde elektrik alanin oldugu durumda elde edilen (3.21) ¢izgi

elemaninin uzay-zamaninda hareket ettigi durumda (4.125-4.128) denklemlerinden;
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dt

o = Brva-onhy (4.145)
% = m%, (4.146)

, e o 1
<§_:) - 6% HE Zg(lrj 22:,)4 B w?(gf - ((112:@4 (4.148)

elde edilir. Notr test parcacigmm (3.21) ¢izgi elemaninin uzay-zamanindaki dairesel jeodezik-

lerini elde etmek icin % = 0, a2 — 0, & = 0 olarak secilmelidir. Bu durumda (4.122) esitligin-
dr dr dr

den;

@ 2 B 2077 2189(1 + C?rio) ﬂ 2 (4.149)
dr )] (1 —C2r49)4[1 — 20 — C?rto(1 + 20)] wi \ dr ’

elde edilerek (3.21) ¢izgi elemaninda kullanildiginda,

dS 2 7,,40' 20_(1 4 027“4‘7)
(&) - | -1 (4.150)

sonucuna ulagilir. Bu esitlikten parcacigin dairesel jeodeziklerinin

r 1—do\= N
- > 1+ 40 1¢In uzay-tipi,
TS

r (1 — 40) v I tipi

— = 1¢in 191k-tip1,
Tq 1+40

r 1—do\= »
— < 1+ 40 1¢In zaman-tipl
T's

oldugu soylenir. Burada ry = fraclC 2o silindirsel yiik kaynaginin yaricapidir. ;= degeri pozitif

olacagindan 0 < o < }l olmasi gerekir. Ayn1 zamanda, burada dig ¢6ziimler incelendiginden

1—40
1+40

;- > 1 olmahdir. Fakat parcacik hareketlerinde herzaman < 1 olacagindan elektro-
manyetik alanda yiiksiiz pargacik hareketi mevcut degildir.
C. Elektromanyetik Alanda Yiiklii Parcacik
Yiiklii bir test parcacigi (3.21) ¢izgi elemaninin uzay-zamaninda hareket ettigi diigiiniiliirse
jeodezik denklemler
at_ e
dr m C

—Ao _ (M2,40 ~
V2r7i7(1 — C%rto) — Er(1— O%49)? = B(r), (4.151)

(4.152)
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BPr 20p 1480807 (1 4 (02pdo) (dt ) 2 _ 20[1 =20+ C*r"(1 + 20)] (dr>2

2T (1 Crey dr r(1— C2rio) r

20 [1 — 20 + C*r*(1 4 20)] (dz\°

r(1 — C?rio) dr
se? o|—1420+C¥(14+20)] (dp\® e 4CoV2 C148o_go2 At
9y _ ¢ =tove = (4153

A (1— C2pio) dr) ~ m (1= C2rioyt’ g 4153
dz Z() 40(1-20)
G5 _ 40 ae(i-2 4154
dr (11— C’2r4“)2r ’ ( )
d¢ _ %o 2440 (4.155)

dr w3 (1 — C%rio)2
olmaktadir. e elektrik yiikiine ve m kiitlesine sahip parcacigin (3.21) ¢izgi elemaninin uzay-
zamaninda dairesel hareket edebilmesi i¢gin, g—: =0, 2’272 =0, le—j = 0 olmahdir. (4.153) esitligin-

den;

(e

= —2+80 4.156
dr wg(1 — C?rio)4 1 —20—C?rto(1+ 20) 1T ( )

elde edilerek ve (3.21) ¢izgi eleman: kullamlarak

ds\” rio
Sl I A
(@) ~ e 1

olarak bulunur. Bu durumda parcacigin dairesel jeodezikleri;

14 C%r% — 2025~ (1 — C?r7)

E(r)ym
1 —20 —C?rio(1+ 20)

} (4.157)

- 1—40(1+C¢§E(j)m)'5 N o
— > i¢in uzay-tipi,
o T [T ae(l- OVagS) | an
L
r 1 —4o(1+ C\/iE(:)m) v . -
— = i¢in 151k-tipi,
rs | 1+40(1 - CV255) |
4L
r 1 —do(1+ OﬁE‘(i)m) v . -
— < 1¢In zaman-tipi,
Ts 1+4o(1— C\/iE(:)m)

olmaktadir. Yiiksiiz parcacik hareketlerine benzer gekilde i oraninin herzaman birden biiyiik
olmasi gerektigi icin pargacigin zaman-tipi hareketi s6z konusu olamaz bu nedenle daire-
sel jeodezikler mevcut degildir. Ayrica dogrulugunun test edilmesi agisindan e = 0 sifir
secildiginde bu denklemlerin yiiksiiz parcacik hareket denklemlerine indirgendigi kolayca

goriiliir.
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Simetri Ekseni Boyunca Jeodezikler

A. Vakumda Yiiksiiz Parcacik

Notr test parcaciginin (3.11) ¢izgi elemanimin uzay-zamaninda, sabit bir ag ve yarigapta,

simetri ekseni boyunca hareket edebilmesi igin g—: = 0, j—f =0 ve 227’2" = 0 olmahdir. Bu

durumda (4.122) ve (4.139) esitliklerinden ;

dz\? r—80°
—) =—-F? 4.1
(dT) 1-20 (4.158)

elde edilmektedir. Buna gore (3.11) ¢izgi elemant;

ds\? 1
(d_j> =yl (—1 t 1) (4.159)

haline gelmektedir. Boylece, nétr test parcaciginin simetri ekseni boyunca jeodezik denklem-

leri;

1
— > 1 ise uzay-tipi,
1
o1 = 1 ise 151k-tipi,
1 . C
1 ise zaman-tipidir.
20 — 1

Zaman-tipi jeodezikler ancak kiitle parametresi ¢’nin 1’den biiyiik oldugu durumlarda
gerceklegir. Ancak, o parametresinin yapilan ¢aligmalar ile 0 < o < 1 arahiginda degerler ala-
bilecegi gosterilmisg oldugundan (Wang ve ark. 1997), nétr test pargaciginin bu uzay-zamanda
simetri ekseni boyunca zaman-tipi hareketinin mevcut olmadigi sonucu elde edilir. Isik-tipi
parcaciklar icin ise ¢ = 1 degerinde bu tip hareket miimkiindiir.

B. Elektromanyetik Alanda Yiiksiiz Parcacik
Notr test parcaciginin (3.21) ¢izgi elemaninin uzay-zamanida simetri ekseni boyunca

jeodezikleri i¢in & = 0 9 — 0 ve % = 0 olarak yazlabilir. Bu durumda (4.122) egitliginden;

Y odr

dz\? 2 1+ C?rte

—) =E*% 4.160
(dT) S T C?rio(1 4+ 20) ( )

yazilir. (3.21) ¢izgi elemanindan ise;

ds\ > rio 14 C?rt
— ) =—|-1 4.161
(dt) (1 —C2?rio) [ * —1+420 — C?rio(1 + 20) ( )
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esitligi elde edilir. Buradan test parcaciginin simetri ekseni boyunca jeodeziklerinin

1
ro (0 - 1) i , tini
— ise uzay-tipi,
Ts o+1
T o—1 i X ..
— = | ise 151k-tipi,
T o

1
r o—1\% : .
— < 1 1se zaman-tipi,
T o

oldugu sdylenir. Buna gore; ele aldigimiz ¢oziim dig ¢oziim oldugundan ;= > 1 olmahdir.

Ancak esitligin sag tarafi her zaman 1’den kiiciiktiir. Bu nedenle notr bir test parcacigl icin
simetri ekseni boyunca zaman-tipi jeodezik mevcut degildir.
C. Elektromanyetik Alanda Yiiklii Parcacik
Elektrik yiikiine ve kiitleye sahip bir test par¢aciginin (3.21) ¢izgi elemaninin uzay-zamaninda,
dr _ d

simetri ekseni boyunca hareket edebilmesi i¢in o= = 0, % =0 ve dj—g = 0 olmaldir. Buna

gore (4.153) esitliginden;

dz\>  E(r)*r—87-1 %(1 — C*r17) + 14 C?r'?
i) = — 1.162
(dT) (1 _ 02r40)4 2 — 1 — 02r4a(1 + 20) ( )
elde edilirken (3.21)c¢izgi elemanindan;
N 20y opiny 4 1 4 (e
) ST | 4.163
(dt) (1 — 027’4‘7)2 + 25 — 1 — 027,40(1 + 20.) ( )

sonucuna ulagilir. Bu durumda, test pargaciginin simetri ekseni boyunca jeodezikleri

1
Ly eCy3\ W
L > M ise uzay_tipi7
Ts o+ 1+ renCE—\(/E)
1
eC\/?2 40
T o—1+ mE(r) . ..
— = _ ise 151k-tipi,
Ts o+ 1 + %\(/E)
1
o eCv2 \ 4o
T < M ise zaman-tipi
-11p1,
Ts o+ 1+ ;CE—\(CQ)

olmaktadir. Bu durumda da dig ¢oziimler i¢in, yiiklii test parcaciginin zaman-tipi jeodezikleri

mevcut degildir.
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Radyal Kuvvet

A. Vakumda Yiiksiiz Parcacik

Notr test parcaciginin durgun halde (3.11) ¢izgi elemaninin uzay-zamanna birakildigini

varsayalim. Bu durumda baslangic kosullar g—: =0, Z—j =0 ve % = 0 olmaktadir. Buna goére
(4.122) esitligi
d’r 277/ 2K
- _ —2K(r)

o = B U(r)e (4.164)
olur. Bununla birlikte cizgi elemanindan ds?> = —dr? esitligi yazilarak F = eV olmasi
gerektigi goriiliir. (3.10) metrik fonksiyonlar1 kullanilarak;

d27’ —1+40—802
elde edilir. Bu esitlige gore r'nin tiim degerleri icin;
o > 0 icin parcgacik kiitle-cekimsel kuvvet tarafindan cekilir,
o < 0 icin parcacik kiitle-cekimsel kuvvet tarafindan itilir.

B. Elektromanyetik Alanda Yiiksiiz Pargacik

(3.21) ¢izgi elemaninin uzay-zamanina herhangi bir ¢ aminda durgun halde birakilan notr

test pargacigl icin baglangic kosullar: g—: =0, g—j =0 ve % = 0 seklindedir. Bu parcacigin
tizerine etki eden radyal kuvveti belirlemek igin, (4.122) egitliginden;

dr dt\* 277 2K

2 () = —2K(r)

=T (d¢> = —E2U'(r)e (4.166)
elde edilir. Aym1 zamanda ds* = —d7? oldugundan F = V(") olmas1 gerekir. Metrik fonksiy-

onlar1 kullanilarak egitlik;

d*r 20(14C?r'%) | 4o sy?
a2 T (1— ey | (4.167)

olmaktadir. Ayni zamanda bu ifade;
< . >4a:|
7,—1—‘,—40—80'2

3

2 20 {1

G

olarak yazilabilir. Bu durumda;

(4.168)

o>0 ise ; < 1 oldugunda kiitle-¢ekimsel kuvvet parcacigi ¢eker,
TL > 1 oldugunda kiitle-gekimsel kuvvet parcacig iter,

oc<0 ise TL < 1 oldugunda kiitle-gekimsel kuvvet parcacig ceker,
7’1 > 1 oldugunda kiitle-gekimsel kuvvet parcacigi iter.
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Yapilan elektromanyetik ¢éziimde elde edilen sonug r > ry i¢indir. Bu nedenle her zaman
TL > 1 durumuna bakiyoruz. Buna gore elektromanyetik alanda, yiiksiiz parcacik silindirsel
yik dagilminin diginda kiitle ¢ekimsel kuvvet tarafindan her zaman itilir (Bonnor 2007).
C. Elektromanyetik Alanda Yiiklii Parcgacik

Elektrik yiikii e ve kiitlesi m olan bir test parcacigimin (3.21) ¢izgi elemanmin uzay-
zamanina durgun halde birakildigini varsayarsak, d—:_ =0, g—j =0 ve fl—f = 0 geklinde alabiliriz.

d
Bu durumda (4.130) esitligi

d*r e oK (r . dt oK (r NS
== Ef/(r)e 2K (r)+2U )% —U'(r)e 2K (r)+4U(r) (E) (4.169)
olmaktadir. (3.21) ¢izgi elemam ic¢in ds® = —dr? yazldiginda (£)? = ¢72U(") olarak elde
edilir. Boylece;
d27, 20 2\/§ Ce T'ZU 2,40 —1440—802
dr2 (1 C2ria)s AT CT (4.170)

olur. Ayni zamanda (4.110) esitliginde 4-boyutlu uzay-zaman i¢in elde edilen birim uzunluk

bagina yiik yogunlu kullanilarak

dr? (1= C2plo)3

d2 2 /\(4) 27
r [ T oto1+ 0%4")} p iAo 8ot (4.171)
m Wy

elde edilir. Bu egitligin sag tarafindaki ikinci terim notr test parcaciginin elektromanyetik alan-
daki radyal kuvveti i¢in bulunan sonucu vermektedir. Bu kuvvetin herzaman itici olacagini bir
onceki boliimde elde etmigtik. Buradaki birinci terim ise yiiklii parcacik ile elektromanyetik
alan etkilegmesidir ve parcacigin elektrik yiikii e ile elektromanyetik alanin birim uzunluk
bagina yiik yogunlugu A®’iin carpimlarmin isaretine gore farkh davrams gostermektedir.
Eger eA® carpimi pozitif ise parcaciga etkiyen kuvvet itici, bu carpim negatif oldugunda ise
etki eden kuvvet cekici olur. Parcaciga elektromanyetik alandan dolay1 etkiyen kuvvetin ce-
kici oldugu yani eA® carpiminin negatif oldugu durum icin, parcaciga etki eden net kuvvetin
sifira egit olacagi 6zel degerleri mevcuttur. Bu noktalarda 21272 = 0 oldugunda parcacik notr

denge durumundadir. Bu durum ancak (4.170) denkleminde;
2/2|e C|r?°
2V20e CIr* ) oo (4.172)

m

esitligi saglandig1 zaman gerceklesir. Buna gore

1
2 2 2 20
o (B ) i
m m
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oldugu durumda parcacik iizerine etki eden kuvvetler dengededir. Bu ifadenin fiziksel an-
laminin olmasi icin kok icindeki ifadelerin pozitif olmasi gerekmektedir. Bu durumda v/2e| >
m olmalidir (Bonnor 2007).

Bu boéliimde bahsedilen 4-boyutlu uzay-zamanda test parcaciginin dairesel ve simetri ek-
seni boyunca hareketlerini ve radyal yondeki kuvvetin davranigini kisaca asagidaki tablodaki

gibi ifade edebiliriz.

Jeodezikler Vakumda Yiiksiiz | Elektromanyetik Alanda | Elektromanyetik Alanda
Parcacik Yiiksiiz Parcacik Yiikli Parcacik
Dairesel Var Yok Yok
0<o<1i)

Simetri Ekseni Yok Yok Yok

Boyunca
Radyal Kuvvet Cekici Ttici Cekici

veya itici

Cizelge 4.1: 4-boyutlu uzay-zamanda test parcaciginin zaman-tipi jeodezikleri ve radyal

kuvvet
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4.3.2 N-boyutlu uzay-zamanda pargacik hareketleri

N-boyutlu uzay-zamanda yiiklii ve yiiksiiz parcacik hareketlerini belirlemek i¢in (2.12) kul-
lanilarak;

d*t ; dt dr ., dr

(&
L ope, LA C O 4174
i S rtdrdr om Tdr (4.174)

d*r dt dr dz dgb - dx; e dt

I I I’ I, 2 rr )2 = F 4.1
o+ TR T G+ PG 4 TR+ DT (0 = g ()
d?z dr dz
— + 217 =0 4.176
dr? * "2 dr dr ’ ( )
d*¢ dr dqb
— o1 =0 4.177
dr? "o dr dr ’ ( )
d’z; dr dz;

z; _ 4.1

dr? t el dr dt 0 (4.178)

elde edilir. Bu jeodezik denklem c¢6ziimleri icin gerekli N-boyutlu uzay-zamanda statik silindirsel

simetrik ¢izgi elemani i¢in Christoffel sembollerinin sifirdan farkli bilegenleri;

r, = U(r), (4.179)
I, = e 2KOHUO (), (4.180)
.= K'(r)=U(r), (4.181)
I, = —K'(r)+U'(r), (4.182)
Loy = e 2XOW) W)U (r) = W'(r)], (4.183)
rz, = K'(r)=U'(r), (4.184)
W)
ry, = U 4.185
ro (’I“) + W(?“) ( )
X!(r)
e = %3 4.186
TZ; XZ(T) ( )
Thw = —e ROPIOXI)Xi(r) (4.187)
seklindedir. Elektromanyetik alan tensoriiniin bilegenleri;
Fl,o= U0 (r), (4.188)
Fly = S0022RO () (4.189)

olmaktadar.
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Eger parcacik elektrik yiikiine sahip degilse (e = 0);

dt

20 g2 4.1
= e, (4.190)
dz K], (4.191)
dr
d¢ Do v
R T 4.192
0 (1192
dl’i q;

= 4.1
dr X;(r)? (4.193)

olarak (4.179-4.187) Christoffel sembolleri kullamlarak jeodezik denklemlerinin ilk integralleri
elde edilir. Burada E, zy, ¢g, ¢; integrasyon sabitleridir. Ancak radyal yonde degisimi ifade
eden (4.175) esitligi yerine, statik, silindirsel simetrik N-boyutlu uzay-zaman ¢izgi elemani
(4.80) kullanilarak;

dr 2 U ¢2
— (r)—2K(r) E2 —2K(r) _ 2, 4U(r)—4K(r) _ 0 4U (r)—2K (r)
(_d7'> €e + L£7e Zp€ —(r)2€

n 2
_ Z %GQU(@—M(T) (4.194)
yazilabilir. Burada € = %’dir.

Ote taraftan eger parcacik bir elektrik yiikiine sahip ise (e # 0) jeodezik denklemlerinin

ilk integralleri su gekilde olur;

9= L e 0 - e = B, (4.19)
% _ V2K ), (4.196)
% _ qui)fwm’ (4.197)
CZ%’ _ X‘ZT B (4.198)

Ancak (4.175) esitliginin ¢oziimii karmagik oldugundan (4.99) ¢izgi elemanindan;

2
(ﬁ) = 2U(M—2K() 4 (Ef(r) _ E>2€_2K(T)
dr m
2 n
2 _AU(r)—2K(r) _ ﬂ AU (r)—2K(r) q; 2U (r)—2K (r)
z5e W(T)Qe Z Xi(T)Qe (4.199)

olarak bulunur. Bu denklemlerde E, 2y, ¢g, ¢; integral sabitleri ve € = 3732 olarak secilmigstir.
Bu jeodezik denklemlere gbz oniinde bulundurularak parcacigin bazi 6zel hareketlerini in-

celeyelim.
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Dairesel Hareket

A. Vakumda Yiiksiiz Parcacik
Notr test parcaciginin (4.90) ¢izgi elemaninin uzay-zamaninda hareket ettigini varsayilirsa

(4.86-4.89) metrik fonksiyonlar kullanilarak jeodezik denklemleri;

dt
- = Er—47, (4.200)
% — ZOr*Z(402*20*“?’@2”@), (4.201)
T
d
R (4.202)
dr wo
dl’i — 9,
g, (4.203)
T
2
<ﬁ) _ 6r—2(4a2—20—p+p’+p2+20p) +E2T—2(402—p+p’+p2+20p)
dr
2
o 2 —4(402—20 p+p'+p +20p) o @ —2(1+402—2U—p+p’+p2+20p)
ZoT w%r
- q2 72(402720 p+p'+p +2ap) (4'204)

olarak elde edilir. Parcacigin simetri ekseni etrafinda dairesel hareket ettigi diisiiniildiigiinde

dr —, L — 0, L =0 ve dxl = 0 olmaktadir. Boylece esitlik (4.175)’dan

dr ) dr2
do\ " 20 so—2+2p [ At
- o= 4.2
(dT) w%(l—?a—p)r dr (4.205)

elde edilmektedir. (4.99) metrigi;

ds\? - 20

haline gelir. Bu durumda nétr test parcaciginin dairesel jeodezikleri

1
0<o+ g < 1 icin zaman-tipi,
L 1 . tini
o+ = - icin uzay-tipi
1 1 ¢ y-tip1,
1
o+ g = 1 icin 151k-tipi

olmaktadir. Bu sonuclarin 4-boyutlu vakum ¢oziimiinden farki, ekstra boyutlara ait parame-

trelerin (p;) de bu jeodeziklerin davraniglarini etkilemesidir.
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B. Elektromanyetik Alanda Yiiksiiz Pargacik
Notr test parcaciginin elektromanyetik alan ¢izgi eleman (4.99)’in uzay-zamaninda hareket
ettigi diigiiniildiigiinde (4.190-4.194) jeodezik denklemleri;
dt

= = Er(a + br)?, (4.207)
j_j’_ _ ZOT—Q(402—20—p+p'+P2+20p) (a+ ()7,40)1%237 (4.208)
% _ z_(éTZ(IZGp)(a i br4")N;E3, (4.209)
05: — g i(a+ br4a)];—fg7 (4.210)
(?) ? — 240720+ —p+p/+p*+20p) (a+ br'?) 5
-

+ EQT’_2<402_p+p/+p2+20p> (a + b7"40)2(1<7\77:34>

_ Zgr—4(402_2o—p+p/+p2+20p) ((I + b’I“4U)N;_43

qb_(2)7,72(1+4027407p+p/+p2+20p) (a+ br4")N;f3

2
Wy

B Z q?r_2(402_20_p+p/+p2+2gp) (a + b7n4‘7)N;f3 (4.211)

olarak elde edilmektedir. Bu parcacigin simetri ekseni etrafinda dairesel hareket ettigi du-

rumda, 3—: =0, % =0, g—j =0 ve % = 0 olmaktadir. Bu egitlikler goz oniinde tutularak

(4.175) jeodezik denklemi tekrar incelendiginde;

(@)2 o 20(a — bri)(a + brio)~+2% 2=1+40+p) (ﬁ)2(4 212)
dr wg {a(=1+20+p) +brie [~1+p—20(1 - 235)]} dr)

elde edilir. Bu egitlik kullamlarak (4.99) ¢izgi elemam tekrar diizenlendiginde;

2 4o 4o __
(@) _ T )y 20(br'” — a) _ (4.213)
dt (a + brio)? a(—1+20 +p) +brio[-1 +p—20(1 — 2573)]

olmaktadir. Buradan yiiksiiz test parcaciginin dairesel jeodezikleri

r - 1—40—p - .. tinidi
— — icin uzay-tipidir,
rs 1+40(1—3=3)—p

1
r 1—4o—p v . .
— = — i¢in 1g1k-tipidir,
Te (1%—40(1—%—_3)—;9

1
ro_ 1—40—p ' . tinidi
— — icin zaman-tipidir.
T 1—0—40(1—%)—1)
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Burada r = r, yaricaph silindirsel yiik kaynagimin disindaki ¢oziimleri ele aldigimizdan
;- > 1 olmalidir. Bu durum icin yukarida elde edilen sonuglara gére elektromanyetik alanda
yiiksiiz parcaciklar i¢in dairesel jeodezikler mevcut degildir.
C. Elektromanyetik Alanda Yiiklii Parcgacik

Yiiklii bir test parcacigin N-boyutlu elektromanyetik alan ¢izgi elemani (4.99)’in uzay-
zamaninda hareket ettigi varsayildiginda (4.86-4.89) metrik fonksiyonlari kullamlarak jeodezik

denklemler;
dt _ N —2 € a 4o\,.—40 4o\, —4o0 _ T
E = (N—_?)> E g(a + bT’ )T E(CL + bT )T = E(T), (4214)
% = 220 20m) () ey (4.215)

-

d¢ fbo F—2(1=20-p) 4o\ 2
- = 7= br*?)~=3 4.216
dr w? (a+br)s, ( )
d i ) =2
df— — qir—sz(a + b?"40) N-3 (4217)

seklinde elde edilmektedir. Ancak (4.175) esitligi yerine (4.99) ¢izgi elemanindan;

2
(%) _ 6r—2(402—20—p+p’+p2+2crp) (a + br4a)_—_23

.
+ E(?”)2?”_2(40 —p+p'+p +20p> (a 4 b7“4g) 2(]5/\1:34)

—4(402-2 2 =4
A S o/ +p*+ ”p>(a+br4”)N—3

¢o F2(1+H 402 —do—ptp/+p +20p)(a + [)7040)—43

wo
. ZQQ -2 402—20 —p+p'+p +20p) (a+ bT4U)N;f3 (4218)
ifadesi kullanilabilir. Bu denklemlerde FE, z,, ¢g, ¢; integral sabitleri ve € = % olarak

secilmigtir. Bu uzay-zamanda dairesel hareket yapan e yiikii m kiitlesine sahip test parcacigi

icin, £ =0, £ =0 r 4: — ( olur. Bu durumda (4.175) jeodezik denkleminden;

’ dr ) dr2o

(d¢) g E(ry2r 2o | g2y (ma b)(5=5)(a + 0rl) + (a — br') (4219
dr O(a_i_brzla)?ﬁ a(=14 20 +p) + brio [-1 —20(1 — 25) + ] .
elde edilerek (4.99) ¢izgi elemaninda yerine koyulursa;

ds\ 2 o Fom2y/ (—a b)(3=2)(a + br'?) + (a — br*?)

dt (a4 brio) a(—1+ 20+ p) + brio [-1 — 20(1 — 525) + 1)

olarak bulunur. Bu egitlikten N-boyutlu uzay-zamanda elektromangetik alan ¢izgi elemani
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(4.99)’in uzay-zamaninda yiiklii parcacigin dairesel jeodezikleri;

oo e (i) e
rs _1+4a<1—%+m5(7~) (_ab)%_:?”)_p_
FT 1-40(1—7”%@ (—ab)%—_?)—P ]
T L (- g feanE) -
oo 1-40(1—7”5(” (—Gb)%—f)_p ]
T e (1235 )

ise uzay-tipi,

ise 191k-tipi,

ise zaman-tipidir.

Bu egitlikler daha 6nceki elde ettigimiz sonuclar: dogrulamakta ve pargacigin dairesel hareke-

tinin N-boyutlu uzay-zamanda da mevcut olmadigini desteklemektedir.

Simetri Ekseni Boyunca Jeodezikler

A. Vakumda Yiiksiiz Parcacik

Notr test parcaciginin (4.90) ¢izgi elemaninin uzay-zamaninda simetri ekseni boyunca

hareket etmesi icin Z—: =0, % =0, ZQT’; =0 ve % = 0 olmalidir. Bu durumda (4.175)
esitliginden;
dz\? AN
_Z — 20— T—2(402—4a—p+p,+p2+20p> _t (4221)
dr 402 — 20 —p+p + p?> + 20p dr
elde edilir. (4.90) ¢izgi elemanindan ise
ds\? 4 20
— ) =r (-1 4.222
(dt) " ( +402—20—p+p’—|—p2—|—20p) ( )

esitligine ulagilir. Bu denklemden test parcaciginin simetri ekseni boyunca jeodeziklerinin

20
1 ise uzay-tipi
402 — 20 —p+p + p? + 20p e HEay=HpL,
20
=1 ise 151k-tipi,
40? =20 —p+p' +p*+ 20p P
20

1 ise zaman-tipi,
402 — 20 —p+p + p? + 20p P

olduklari séylenir. Bu egitliklerden yiiksiiz pargacigin vakum, N-boyutlu uzay-zamanda zaman-
tipi jeodeziklerinin
20 (20 —2+p)—p+p +p* >0 (4.223)

degerini sagladiginda olacagi goriilmektedir.
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B. Elektromanyetik Alanda Yiiksiiz Pargacik
Notr test parcaciginin elektromanyetik alan ¢izgi eleman (4.99)’in uzay-zamaninda hareket
N . . . . . .. . ce e dr dé
ettiginde simetri ekseni boyunca sabit bir yarigap ve agidaki jeodezikleri igin 4= =0, 22 = 0,

% =0 ve %4 = 0 olmaldir. (4.175) esitliginden;

d
2
(%) :r—2<402—4a—p+p’+p2+20p)
dr
20(a — bri° bric) =2 % dt\ 2
o(a—br*?)(a + br*?) <_) (4.224)
a(40% —20 —p+p + p? + 20p) + brie <402 - —20](\,]:5) —p+p +p*+ 20p> dr

elde edilir. (4.99) ¢izgi eleman ise;

ds\*_ " [ |
dt _(a+br4")2

20(a + br*
N o(a+ brt)

a(40% —20 —p+p + p? + 20p) + brie <402 —

— } (4.225)
M —p 4y 4P +2cfp>

haline gelir. Bu durumda nétr test parcaciginin simetri ekseni boyunca jeodezikleri;

1
4o

r 402 — 4o —p+p' +p* + 20p ) ..
— > 5 N_F - 5 1se uzay-tipi,
Ts _40 +20(1—m)—p—|—p+p +2ap_
_ 4L
o 40 — 4o —p+p +p? +20p ' . Itini
— = 5 N_F p 5 18e 191k-t1p1,
T's _40 —|—20(1—N—_3)—p+p+p +2crp_
_ L
r 402 — 4o —p+p' +p* + 20p ' .
— < 5 N_F p 5 ise zaman-tipidir
rs (402 +20 (1 - 353) —p+ 1 +p* +20p|

Bu esitlikler radyal yonde elektrik alana sahip N-boyutlu uzay-zamanda yiiksiiz test parcaciginin
simetri ekseni boyunca zaman-tipi jeodeziklere sahip olmadigimi gostermektedir.
C. Elektromanyetik Alanda Yiiklii Parcgacik

Yiikli bir test parcaciginin (4.99) ¢izgi elemanimin uzay-zamaninda simetri ekseni boyunca
sabit ag1 ve yaricapta jeodezikleri igin fl—:_ =0, ‘;—‘f =0, 2’272 =0 ve % = 0 olmalidir. (4.175)
esitliginden;

dx\ 2 ZOE(r)2Tf2(40274afp+p’+p2+2ap)
(E> N (a+ br‘*")ﬂﬁ

2e N-=2 4o 4o
TR, (—a b)x—=3(a+br'?) + (a — br') (4.226)

a(40? — 20 — p+p' + P> + 20p) + bri? (402 — 205=2 — p+ p' + p* + 20p)

elde edilirken ¢izgi elemaninda yerine kondugunda

ds\*_ v [,
dt) — (a+0brto)?

mﬁ‘g(er) (—a b)F=2(a + br*?) 4 20(a — br*?)

a (402 — 20 — p+p + P> + 20p) + bri? (402 — 205=2 — p+ p' + p* + 20p)

(4.227)
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denklemine ulagilir. Yiikli test parcaciginin simetri ekseni boyunca olan jeodeziklerinin

1
40% — 4o — 406 ,/ —p+p +p*+20p v
— ise uzay-tipi
Ts 402—1—20(1 4“ ,/ —p+p +p*+20p

- 402 — 4o — 4‘76 ﬂ/ —p+p +p?+20p b
— ise 151k-tipi,
Ts 402+20(1—— - 4“@/ —p+p +p*+20p
r 402—40— 4‘78 ,/ —p+p +p*+20p b

ise zaman-tipi
Ts 402+20(1—— — ,/ ——p—l—p—i—p + 20p |

oldugu sdylenir. Bu esitlikler test parcaciginin N-boyutlu, radyal yonde elektrik alana sahip

<

uzay-zamanda simetri ekseni boyunca zaman-tipi jeodeziklerinin olmadigim gostermektedir.

Radyal Kuvvet

A. Vakumda Yiiksiiz Parcacik

N-boyutlu uzay-zamanda (4.90) ¢izgi elemanimin uzay-zamanina durgun halde nétr bir

test parcacigl birakildiginda, baglangic kosullarindan d—: =0, Zj = 0, % 0 ve Cﬁf;’ =0
olmaktadir. Bu durumda (4.175) esitligi kullanarak;

d*r r o2 —AU(r) / 2 —2K(r)

proh —I'} E<e = -U'(r)E%e (4.228)

yazilir. ds? = —dr? denkleminden E = eV olarak elde edilir. Bu durumda (4.86-4.89) metrik

fonksiyonlar: kullanilarak;

=20

d*r 7172(4 220 —p+p'+p*+2 p)
o 7 4.229
dr? ( )

haline gelir. Bu egitlige gore r’nin tiim degerleri i¢in

o > 0 ise kiitle-cekimsel kuvvet parcacig ceker,

o < 0 ise kiitle-gekimsel kuvvet pargacig iter.

B. Elektromanyetik Alanda Yiiksiiz Parcacik
Notr bir test pargaciga (4.99) uzay-zamanina durgun halde birakildiginda baglangig kogullarina

gore 5 d” =0, filj O,Zf =0 ve ‘ffi = 0 olur. Bu durum i¢in (4.175) jeodezik denkleminden;

d2r A oKl
5= Th <E) = —E2U'(r)e K™ (4.230)
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U(r

ve (4.99) cizgi elemanindan £ = eY(" elde edilir. Bu durumda metrik fonksiyonlar: kul-

lanilarak esitlik;

d’r _ —20(a —br'") —1-2(40% 20— p+p' +p*+20p)

- = 4.231
dr? (a + brio) NTB ( )
haline gelir. Bu ifadeyi ;
40
2 1+ (ri) )
ﬂ _ _20_ a s — r—1—2(452—20—p+p +p2+20’p) (4232)
dr? No1 40 N3
ot -1+ (2)"]
seklinde yazmak miimkiindiir. Bu durumda;
o> 0, oy (dig ¢6ztim)  radyal kuvvet parcacig iter,
Ts
L (i¢ ¢Oziim) radyal kuvvet parcacigi geker,
TS
o <0, L (dig ¢6ztim)  radyal kuvvet parcacig iter,
Ts
L (i¢ ¢Oziim) radyal kuvvet parcacig geker.
TS

Elde edilen bu sonuca gore, silindirsel yiik kaynaginin dig kismi igin -

- > 1 olan ¢oziimlerde
tiim o degerleri i¢in parcacik radyal kuvvet tarafindan itilir. Bu durum (4.113) esitliginde
elde edilen birim uzunluk basina kiitle miktariyla da uyusmaktadir. Elektromanyetik alana
sahip uzay-zamanda kiitle negatif deger almaktadir.
C. Elektromanyetik Alanda Yiiklii Parcgacik
N boyutlu elektromanyetik alan ¢izgi elemani (4.99)’in uzay-zamanina durgun halde
dr dz dg

o] 700 o e s dz;
birakilan yiikli test pargacig i¢in baglangig kosullar o= = 0, 22 = 0, = = 0 ve X =

oldugundan;
a2~ m’ tdr " \dr m

9 2
ﬂ _ e r dt I <ﬂ) _ E]ﬂ(T)eQU(r)fK(r)E(r) . E<T)2U/<T)64U(r)f2K(r) (4233)

olur. (4.99) ¢izgi elemani icin ds?> = —dr? yazldiginda E(r)? = e=2U(") olarak elde edilir. Bu

durumda metrik fonksiyonlar1 kullanilarak esitlik;

A2 (g 4 brio) X5

d*r —20 er?e N —2
m N —3

2 (—ab) + (a— br4")] p 24020 bt 200) (4 934)

haline gelir. Bu esitligi (4.109) birim uzunluk bagina yiik yogunlugu ile

1+ (;)4(7] } (4.235)

BRSIERON .
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seklinde yazmak miimkiindiir. Bu esitlik icin parantez icindeki ikinci terim bir 6nceki kisimda

elde edilen yiiksiiz parcaciga etki eden kuvveti ifade etmektedir ve bu nedenle bu terim

itici kuvvettir. Bununla birlikte ilk terimin itici ve ¢ekici olmasi e yiikii ve A birim uzunluk

bagina yiik yogunlugunun carpimina bagli olarak degisir. Eger Ae carpimi pozitif ise test

parcacigl radyal kuvvet tarafindan itilir. Ancak Ae carpimi negatif ise parcacik radyal kuvvet

tarafindan cekilir. Ae carpiminin negatif oldugu durumda parcaciga etki eden kiitle-cekimsel
22

ve elektromanyetik kuvvetlerin toplaminin sifir olmasi durumu olugabilir. Bu durumda 5% = 0

olur ve (4.234) egitliginden,

(4.236)

elde edilir. Buna gore parcacigin konumunun (4.236) oldugu durumda iizerine etkiyen net
kuvvet sifirdir. Yani bu konumda bu elektromanyetik alana durgun birakilan cisim kiitle-
cekimsel ve elektromanyetik kuvvetler birbirini yok ettigi icin hareketsiz kalir. Aym zamanda,
(4.236) esitliginde karakoklii ifadenin sifirdan biiyiik olmasi gerektiginden \/%::g le] > m
olmaldar.

N-boyutlu uzay-zamanda parcacigin hareketinin miimkiin olan ve olmayan yoériingelerini

ve radyal kuvvetin davranigini kisaca agsagidaki tablodaki gibi gosterebiliriz.

Jeodezikler Vakumda Yiiksiiz | Elektromanyetik Alanda | Elektromanyetik Alanda
Parcacik Yiiksiiz Parcacik Yiiklii Parcacik
Dairesel Var Yok Yok

O<o+2<3)

Simetri Ekseni Var
Boyunca [20 (20 — 2+ p) Yok Yok
—p+p +p*>0]
Radyal Kuvvet Cekici Itici Cekici
o>0 veya itici

Cizelge 4.2: N-boyutlu uzay-zamanda test parcaciginin zaman-tipi jeodezikleri ve radyal

kuvvet
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SONUC

Bu tezde, N-boyutlu, statik, silindirsel simetriye sahip, radyal bir elektrik alana karsihik ge-
len Einstein-Maxwell denklemleri elde edilip genel ve 6zel ¢oziimleri bulunmusgtur. Bulunan
bu ¢oziimler, 4-boyutta bilinen bu ¢oziimlerin yiiksek boyutlara genellegtirilmesine olanak
saglamistir. Ayrica, elde edilen bu coziimler icin test parcaciklariin hareketleri de dahil ol-
mak iizere cesitli 6zellikleri incelenmigtir.

Tezin girig boliimiinde literatiir 6zeti ve bu ¢caligmanin 6neminden bahsedildikten sonra ik-
inci boliimde tezin lizerine oturdugu kuramsal temeller ele alinmigtir. Tezin iigiincii béliimii bu
konuda daha once ilk olarak Bonnor (Bonnor 1953) tarafindan bulunmus olan 3-+1 boyutta
silindirsel simetrik durgun bir yiik ve madde dagilimini tanimlayan ve radyal yonde elek-
trik alana sahip genel ve 6zel uzay-zaman ¢oziimleri kullandigimiz notasyona uygun sekilde
yeniden elde edilmis, ¢6ziim parametrelerinin fiziksel anlamlar: ve uzay-zaman cizgi elemani
ile elektromanyetik alanin tekillik yapisi tartisilmigtir. Bu ¢oziimleri incelemek, daha sonraki
béliimde elde edilecek olan ¢oziimlerin 6zelliklerini anlamak agisindan 6nemlidir.

Tezde yiiksek boyutlu yeni c¢oziimleri elde ettigimiz kisim olan dordiincii boliimde ilk
olarak N = 5 icin Einstein-Maxwell denklemlerini elde etmek i¢in gerekli olan egrilik bilegen-
leri ortonormal tabanda Cartan yontemi kullanilarak hesaplanmistir. Daha sonra bu den-
klemlerin genel ve 6zel ¢oziimleri bulunmustur. Elde edilen 5-boyutlu genel ¢6ziim igin egrilik
ve Faraday tensorlerinden elde edilen skaler biiyiikliiklerin incelenmesi sonucu, birisi simetri
ekseni iizerinde digeri de r = r, = (—%)ﬁ olmak iizere iki adet tekilligin mevcut oldugu
goriilmiigtiir. » > ry icin uzay-zaman diizgiin davranmaktadir. Bu ¢oéziimler b = 0 limitinde
vakum ¢Oziimiinii vermektedir.

Tezin Einstein-Maxwell ¢oziimlerinin elde edildigi son béliimde N-boyutlu statik, silindirsel
simetriye sahip c¢oziimii ele alinmigtir. Bu ¢oziimlerin bulunabilmesi i¢in gerekli olan egri-
lik tensor bilesenleri ve enerji-momentum tensorii ortonormal tabanda hesaplanip Einstein-
Maxwell denklemleri elde edilerek genel ¢oziim bulunmustur. Metrigin ve elektromanyetik
alanin boyut sayist IV ile olan iligkileri belirlenmigtir. Bu c¢oziimler o, p;, wo, ve a,b’den birisi
olmak iizere N — 1 parametreye sahiptir. Burada wy koniklik parametresi, o ve p; silindirsel
simetrik ¢oziime ait parametre ve a, b de yiik dagilimi ile ilgili parametredir. 0 = 0 oldugunda
elektromanyetik alan da sifir olmaktadir. N-boyutlu ¢6ziim, 4 ve 5 boyutlu ¢6ziimler ile ayni

tekillik ozelligine sahiptir.
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Yeni coziimler elde edilip 6zellikleri tartisildiktan sonra son olarak elde edilen 4 ve N
boyutlu uzay-zaman geometrileri i¢in test parcaciklarinin hareketleri incelenmigtir. Bu du-
rumlar i¢in genel hareket denklemleri elde edilerek ilk integralleri bulunmustur. 4-boyutlu
statik, silindirsel simetrik vakum uzay-zamaninda hareket eden nétr test parcaciginin
0<o< i arahiginda dairesel jeodeziklerinin oldugu bilinmektedir. Elektromanyetik alanda
notr ve yiikli test parcaciklar: igin ise dairesel jeodeziklerin mevcut olmadigl gosterilmigtir.
Bununla birlikte, yiiklii ve yiiksiiz test parcaciklarinin vakumda ve elektromanyetik alanda
simetri ekseni boyunca jeodeziklerinin olmadigi bulunmustur. Test parcaciklarinin iizerine
etki eden radyal kuvvetin ise, notr test parcacigi i¢in sadece kiitle-cekimsel kuvvet oldugunda
gekici, hem kiitle-cekimsel hem de elektromanyetik kuvvet oldugunda itici oldugu daha 6nceki
caligmalarda elde edilmistir. Yiiklii parcaciga etkiyen radyal kuvvetin ise yiikli parcacik ile
elektromanyetik alanin etkilegmesi sonucu olusan bir kuvvet ve kiitle-gcekimsel kuvvet olarak
iki kuvvetten olugtugu gosterilmigtir.

N-boyutlu uzay-zaman icin elde edilen jeodezik denklemler biraz karmasik ve bir ¢ok
parametreye bagh oldugundan, sadece jeodeziklerin hangi durumlarda uzay-tipi, 1g1k-tipi
ve zaman-tipi olduklar1 belirtilmigtir. Bununla birlikte 4-boyutlu uzay-zamandaki dairesel
ve simetri ekseni boyunca jeodezikler ile benzer sonuclar elde edilmistir. N-boyutlu uzay-
zamanda da notr test par¢aciginin vakumda 0 < o + £ < }L araliginda dairesel jeodeziklerin
oldugu, elektromanyetik alanda yiiksiiz ve yiiklii parcaciklar icin ise dairesel jeodeziklerin ol-
madigl bulunmustur. Vakumda yiiksiiz test parcaciginin simetri ekseni boyunca hareket ede-
bilmesi igin, 20(20 —2+p) —p+po+p* > 0 olmali iken, elektormanyetik alanda yiiksiiz ve yiiklii
parcaciklar i¢in simetri ekseni boyunca hareketin miimkiin olmadig1 gésterilmigtir. N-boyutlu
uzay-zamanda test parcaciklar iizerine etki eden radyal kuvvet ise, yiiksiiz parcacik igin
vakumda gekici, elektromanyetik alanda iticidir. Elektromanyetik alanda bulunan yiiklii test
parcacig iizerine etki eden radyal kuvvet kiitle-cekimsel ve parcacik ile elektromanyetik alan
etkilesme kuvvetlerinden olugmaktadir. Elektromanyetik alan etkilesmesiyle olugsan kuvvetin
parcacik ve elektromanyetik alanin yiiklerinin isaretlerinin ayni ya da zit olmasina gore ¢ekici
veya itici davranig gosterdigi belirlenmigtir.

Bu tezde, N-boyutlu, statik, silindirsel simetrik radyal dogrultuda elektrik alana sahip
bir uzay-zamanin dig kismi i¢in ¢oziimler elde edilmigtir. Diger taraftan, ele alinan elektro-
manyetik alanin, gesitli yonlerdeki manyetik alanlar igerdigi veya elektrik alanin simetri ekseni
boyunca oldugu gibi degisik durumlarda goz 6niine alinabilir. Ayrica, calisilan uzay-zamanin

duragan ve statik olmayan coziimleri ya da bu dig alana kaynak olabilecek yiiklii akigkan-

ol



lar gibi i¢ ¢oziimler aragtirilabilir. Bu konulardaki calismalarimiz devam etmektedir. Yiiksek
boyutlu silindirsel simetrik Einstein-Maxwell ¢oziimleri ile ilgili bildigimiz tek ¢aligma Gib-
bons ve arkadaglari tarafindan yapilmigtir (Gibbons ve ark. 1987). Burada N — 2 boyutlu bir
diiz alt uzay-zamanin N boyutlu bir Melvin evrenine gomiilebilecegi gosterilmigtir. Melvin
manyetik evreni, silindirsel, statik ve simetri ekseni boyunca bir manyetik alana sahip genel
¢Oziimiin, bu ¢ozliim parametrelerinin 6zel bir degerine karsilik gelmektedir. Bu ¢6ziim, bu
tip ¢oziimler arasinda herhangi bir tekillik icermeyen tek ¢oziimdiir. Bizim tezimizde elde et-
tigimiz ¢oziimlerin bir uygulamasi olarak, herhangi bir Minkowski alt uzayinin bu N-boyutlu
evrene gomiiliip gomiilemeyecegi ve bu durumun fiziksel etkileri incelenilmeye devam edilmek-
tedir. Bulunan sonuclar ayrica, yiik tasiyan kozmik sicimlerin yiiksek boyutlu cesitli kuramlar

kapsaminda genellestirilmeleri konusunda yararh olabilecegine inaniyoruz.
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