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A. Grothendieck tarafindan olusturulan K- Teorisi, M. F. Atiyah ve F. E. P.
Hirzebruch tarafindan Topolojik K-Teori adiyla genigletilmistir.  20. yy da cebirsel
topolojinin iyi bilinen bazi uygulamalari, K-teori sayesinde klasik homoloji ve kohomoloji
kullanilarak yapilan ispatlardan ¢ok daha basit olarak ispatlanmistir. Topolojik K-Teorinin en
onemli &rnekleri siflandirma uzaylarinin K ve KO halkalaridir. ilk olarak devirli gruplarin K
ve KO halkalar ¢alisilmis, abelyan gruplarin K ve KO halkalar1 tanimlanmistir. Daha sonra
abelyan olmayan gruplar incelenmeye baslanmistir. Bazi abelyan olmayan gruplarin
simiflandirma uzaylarinin K ve KO halkalar1 tanimlanmistir; ancak hala tanimlanmamis
abelyan olmayan gruplar bulunmaktadir. Bu ¢alismada amag¢ Genel Quaternion grubunun
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SiMGE DiZiNi

® : Tensor Carpimi

@ : Direkt Toplam

ct : n boyutlu kompleks uzay

R™ - n boyutlu reel uzay

sn : n boyutlu kiire

RP™ : n boyutlu reel projektif uzay

X : Kartezyen Carpim

Vect, (X) : k boyutlu kompleks vektér demetlerinin izomorfizma siiflari kiimesi
S"AX : X in n. siispansiyonu

K*(X) : X in K- Kohomolojisi

fr : Geri gekme homomorfizmasi

K(X) : X in indirgenmis K- Halkas1

P X : X lizerindeki G demetlerinin izomorfizma siniflarinin kiimesi
X / G : Bolim uzay1

BG : G grubunun simiflandirma uzay1

R(G) : G grubunun temsil halkas1



1. GIRIS

K-teorisi;  A.Grothendieck tarafindan 1957 yilinda Grothendieck-Riemann-Roch
teoreminin formiile edilmesiyle baglamistir. Adini, Almanca sinif anlamina gelen “Klasse”den
alir. Grothendieck, vektor demetlerinin izomorfizma siiflarini, yaratanlari kabul eden bir

grup tanimlamis ve K(X) ile gostermistir. K(X) , kohomolojik 6zellik gosterir.

1959 yilinda Atiyah ve Hirzebruch tarafindan, bir topolojik X uzayi iizerindeki vektor
demetleri i¢in benzer insa kullanilarak ve Bott periyodiklik teoremi yardimiyla Topolojik K-
teorisi tanimlanmustir. 20. yy da cebirsel topolojinin iyi bilinen bazi uygulamalar1 K-teori
sayesinde klasik homoloji ve kohomoloji kullanilarak yapilan ispatlardan ¢ok daha basit
olarak ispatlanmistir. Ayrica Index Teoreminin ikinci ispatinda énemli bir rol oynamigtir
(1962).

1966 yilinda Atiyah, yayinladigi makalesi ile Reel K-Teorisini tanimlamistir. Bu
teorideki reel vektor demetleri, bir Z,-uzay: iizerindeki bazi ek zelliklere sahip kompleks

vektor demetleridir. Reel K-Teorisi aslinda reel ve kompleks teorinin bir genellestirmesidir.

Topolojik K-Teori, topolojide ©Onemli bir aragtir. Adams ve Atiyah, K-Teori
kullanarak H-uzay: yapis1 gosteren kiirelerin sadece S°,5%,53,57 oldugunu gdstermistir.

Dahasi1 K-teorisi ile duragan homotopi teorisinin 6nemli bir kismini elde etmek miimkiindiir.

Topolojik K-Teorisinin en 6nemli 6rnekleri siniflandirma uzaylarmin K ve KO
halkalaridir. Bu halkalarin ilk 6rnekleri olarak devirli gruplarin K ve KO halkalar1 ¢aligilmig
ve bircok topolojik problemin ¢dziimiinde dnemli rol oynamistir. Ornegin Bott ve Milnor;
Cayley Octanionlarindan baska boliim cebiri olmadigini K- halkalar1 yardimiyla bulmuslardir.
Adams herhangi boyuttaki kiirelerin {izerindeki lineer bagimsiz tanjant vektdr alanlarinin

maximum sayisini projektif uzaylarin KO- halkalar1 yardimiyla ¢ézmiistiir (1962).

Bazi non-abelyan gruplarin smiflandirma uzaylarinin K-halkalar1 tanimlanmistir;
ancak hala tanimlanmamis non-abelyan gruplar bulunmaktadir. Bu ¢alismada amag¢ Genel
Quaternion gruplarin smiflandirma uzaylarmin K-halkalarini en az sayida iligkiyle

tanimlamaktir.
1. Bolimde devaminda kullanilacak olan bazi temel kavramlar tanitilacaktir.

2. Boliimde Genel Quaternion grubunun temsilleri ve aralarindaki iligkiler verilecektir.



3. Boliimde K-Teorinin temel kavramlar1 “Grothendieck insaasi, Siniflandirma uzayi,
Atiyah-Hirzebruch Spektral Dizisi , Atiyah-Segal Tamamlama teoremi, Kohomoloji” kisaca

verilecektir.

4. Bolimde Quternion gruplarin siniflandirma uzaylarinin K-halkalar1 {izerinde
durulacak, Atiyah-Segal Tamamlama Teoremi yardimiyla bir teorem elde edilmeye

calisilacaktir.

5. bolimde Qg Quternion grubunun siniflandirma uzayinin KO- halkasi iizerinde

durulacak, K-halkasi ile iliskisi incelenecektir.

1.1 VEKTOR DEMETLERI VE VEKTOR DEMETIi iZOMORFiZMASI
1.1.1 Tamim: (Hatcher 2009)

X tizerinde tanimli n boyutlu kompleks vektor demeti bir (E,p,X) tglisiidiir 6yle ki asagidaki

sartlar saglanir:

a) Vektor demetinin projeksiyon fonksiyonu denilen p: E — X fonksiyonu orten ve siirekli bir

fonksiyondur.
b) X inbir B acik kaplamasi ve V Ue B igin
puip”t(U) - C
stirekli fonksiyonlar1 vardir dyle ki su sartlar saglanir:
i. hy(e) = (p(e),gou(e)) seklinde tanimlanan
hy:p~Y(U) » U x C"

fonksiyonu homeomorfizmadir. Bu fonksiyonlar, vektdor demetinin lokal trivialiti

fonksiyonlar1 olarak adlandirilir.
ii. VxeU igin, E, = p~1(x) olmak iizere,
@|Ex: Ex > C"

kisitlanmis fonksiyonlari lineer vektor uzayi izomorfizmalardir; yani det (@|E,) # 0 dir.



X e taban (baz) uzayi, E ye toplam uzay ve p~1(x) e fiber ad1 verilir.
Cisim olarak C yerine R alinirsa reel vektér demeti tanimui elde edilir.
Ornek 1:

E =X xC" toplam uzay olmak tizere p:E = X X C" - X projeksiyon fonksiyonu; X

iizerindeki n boyutlu komplex trivial demet olarak adlandirilir.
Ornek 2:

E, I xRin (0,t) — (1, —t) yapistirmasi ile elde edilen boliim uzay1 olsun. Oyleyse I X R —
I projeksiyonu 1 boyutlu vektdr demeti olan p: E — S doniisiimiinii yaratir. E , sinir gemberi

silinmis olan Mobius seridine homeomorf oldugundan bu demete Mobius demeti denir.
Ornek 3:

R"*1 deki S™ in tanjant demetinin toplam uzayr E = {(x,v) € S™ x R"*1: x 1 v} dir.
Projeksiyon fonksiyonu p:E — S™, (x,v) — x seklindedir. Bir x € S™ segelim ve x i igeren
bir U, c S™ agik yar kiiresini alalim Oyle ki x e ortogonal olan ve orijinden gegen bir
hiperdiizlem ile siirlanmis olsun. U, {iizerindeki lokal trivialiti fonksiyonu su sekilde

tanimlanabilir:

hep™ ' (U) 5 Ug xp ' () # Up XR™ 5 Ry (y,0) = (3, 1:(v)
Burada m,, p~!(x) hiperdiizlemi iizerindeki ortogonal projeksiyondur.

Vy € U, igin m,: p~1(y) » p~1(x) kisitlamasi izomorfizma oldugundan h, lokal trivialiti

kosulunu saglar.
Ornek 4 :

E={(xv) € S"xR"Lv=t.x; 3t € Ricin} ve p fonksiyonu p:E - S";p(x,v) =
x olarak tanimli olsun. (E,p,S™) uglisit S™in bir vektor demetidir ve ayrica fiberleri 1
boyutlu oldugu i¢in dogru demetidir. S™ in bu vektér demetine normal demeti denir. S™ in

normal demetinin lokal trivialiti fonksiyonu s6yle tanimlidir:
he:p 1(U,) » Uy X R

he () = (v, 1 (V)



Burada m,, bir ©Onceki Ornekteki gibi p~1(x) hiperdiizlemi iizerindeki ortogonal
projeksiyondur. Vy € U, icin m,:p~1(y) - p~1(x) kisitlamasi izomorfizma oldugundan

h, lokal trivialiti kosulunu saglar.
Ornek 5 :

n boyutlu reel projektif uzay RP®, R™*1 deki orijinden gegen dogrularm uzayidir. Buradaki
her dogru S™ i bir ¢ift antipodal noktada kestiginden antipodal noktalar arasinda bir baginti
kurularak RP™ ; S™ in bir boliim uzay: olarak ele almabilir. E = {(#,v) € RP" x R"*!:
v € £} olsun. p: E - RP" ,p(#,v) = £ seklinde tanimlanan dogru demetine Kanonik dogru
demeti denir. Lokal trivialiti fonksiyonlari, 6nceki orneklerdeki gibi ortogonal projeksiyon

kullanilarak tanimlanabilir.
Ornek 6 :

RP" iizerindeki kanonik dogru demetinin ortogonal tiimleyeni E+ = {(#,v) € RP™ x R"*!:
v 1L £} uzayidir. p: E* - RP" |, p(#,v) = £ n boyutlu £+ ortogonal alt uzaymin fiberleri ile
olusan vektor uzayidir. Lokal trivialiti fonksiyonlari, dnceki orneklerdeki gibi ortogonal

projeksiyon kullanilarak tanimlanabilir.
1.1.2 Tamim: (Hatcher 2009)

p1:Eqy = X ve p,: E; — X iki vektor demeti olsun. f: E; — E, siirekli fonksiyonu asagidaki

sartlari sagliyorsa f ye vektor demeti izomorfizmasi denir ve E; = E, seklinde gosterilir:

f
- El —_—) Ez
l.
P1 \4 /Pz
X
Sekil 1.1

Ve, € E; iginp, o f(e;) = p1(e1) olmalidir.

ii. g1:E{|U; = Uy X C" ve g,: E;|U, = Uy, X C* sirastyla py: E; = X ve py: E;, = X vektor

demetlerinin lokal trivialiti homeomorfizmalari olsun.

U=U,NU,Vve h=g,ofogr!olsun. Budurumda asagidaki degismeli diagram vardir



pit(U) — p;1(U)

gll lgz

uUxct ——» Uxct
h

Sekil 1.2

Agik olarak h fonksiyonu; h:U X C* - U X C" ; h(x,v) = (x, A,.v) olarak tanimlidir. Bu
durumda f fonksiyonu vektér demeti homomorfizmasidir.. Izomorfizma olmasi igin
det(A,) # 0 sarti saglanmahdir. Kisaca vektér demeti izomorfizmasi, fiberleri tizerinde

vektor uzay1 izomorfizmasi olan vektoér demeti homomorfizmasidir.
Ornek 1:

E={(x,v) € S"xR"hv=t.x; 3t € Rigin} R**! deki S™ in normal demetidir.
fiE=>S"XR , (x,t.x) = (x,t) stirekli fonksiyonu vektér demeti izomorfizmasi igin

verilen gartlari sagladigindan E = S™ X R olur. Kiirelerin normal demeti trivialdir.
Ornek 2:

St in tanjant demeti E = {(x,v) € S! X R?: x L v} olmak iizere f:E - S!XR |,
(eie,iteie) - (eie,t) siirekli fonksiyonu verilen sartlar1 sagladigindan E = S* x R olur.

Burada e’® € S* ve t € R dir. S’in tanjant demeti trivialdir.
1.1.3 Tanim: (Hatcher 2009)

p1:Ey = B ve p,: E, = B ayni B baz uzayi lizerinde tanimli ; sirast ile n ve m boyutlu iki

vektor demeti olsun.
E; ve E; nin direkt toplami n + m boyutlu yeni bir vektor demetidir ve sdyle tanimlidir:
E\®E; = {(v,v2) € E; X E3: p1(v1) = p2(v2)}

Bu demetin projeksiyon fonksiyonu p:E;@®E, — B ; (v1,v,) — p;(v1) = po(v,)
seklindedir.



E; demetinin lokal triviailiti fonksiyonu h,:p7*(U,) = U, X R™
E, demetinin lokal triviailiti fonksiyonu hg: py*(Up) — Ug X R™ olsun. Bu durumda,

E,@®E, nin lokal trivialiti fonksiyonlar1

hap:p YUy N Ug) - (U, N Ug) X (R"®R™)

(vy,v7) = (P1(V1) , (7T2 o hg(vy), 15 0 hg (Uz))>

ile tanimlidir. Burada, 7, ikinci ¢arpan iizerine projeksiyon fonksiyonudur.
1.1.4 Tamim: (Hatcher 2009)

p1:Ey = B ve p,: E, = B ayn1 B baz uzayi lizerinde tanimli; sirasi ile n ve m boyutlu iki

vektor demeti olsun.

E; ve E; nin tensor ¢arpimi; n.m boyutlu yeni bir vektor demetidir ve sdyle tanimlidir:

Ei1®E, = Upfl(x) ® pz'(x)

X€EB

U c Bolsun. h;:py1(U) » U x R™ fonksiyonu E;’in, hy:p;1(U) - U x R™ fonksiyonu

E’nin lokal trivialiti fonksiyonu olsun.

Ohalde; h; ® hy: p71(U) @ p;1(U) » U x (R™ @ R™2) = U x R"1"2
fonksiyonu E; @ E,’nin lokal trivialiti fonksiyonu olur ve

hy @ hy (v @ v2) =(p1(v1), (112 © hy (V1) @ T3 © hy(v2)))

seklinde tanimlhidir. Burada, m, bir 6nceki tanimdaki gibi ikinci ¢arpan iizerine projeksiyon

fonksiyonudur.

1.2 GRUP TEMSILLERI VE GRUP TEMSIL iZOMORFIiZMALARI
1.2.1 Tamim: (Curtis ve Reiner 2006)

G bir sonlu grup, K bir cisim olsun.

G nin K tizerindeki n boyutlu temsili bir ¢: G - GL,,(K) grup homomorfizmasidir.



Homomorfizma 6zelliklerinden asagidakiler saglanir:
@(ab) = (a)p(b) a,b€G

pa™) =@

@(1) =1 (I,n % nboyutlu birim matris)

1.2.2 Tamim:

¢:G - GL,(K) ve ¢":G - GL,(K'), G nin n boyutlu iki temsili olsun. Vg € G i¢in
Pp(g)P~! = ¢'(g) sartim saglayan en az bir P:C" — C" lineer mepi varsa, ¢ ve ¢’ ye G
nin izomorfik temsilleri denir. ¢ ve ¢ izomorfik temsillerse ¢ = ¢’ seklinde gosterilir. ¢

temsilinin izomorfizma smifi [¢] ile gosterilir.
Ornek 1:

G bir grup olsun. G nin 1 boyutlu komplex trivial temsili, ¢(g) =1 € GL,(C) = C — {0},
g € G olarak tanimlidir. Benzer sekilde, G nin n boyutlu komplex trivial temsili, ¢(g) =1 €
GL,(C), g € G olarak tanimlidir.

Ornek 2:

G = Z, = {#1} olsun. M = R? olsun. O halde,

p(1) = ((1) (1)) ve @(—=1)= (_01 (1)) seklinde tanimli ¢:Z, - GL,(R?) G nin M
tizerindeki bir reel temsilidir.

1.2.3 Tanim:

¢1:G > GL,(C) ve ¢,:G - GL,,(C) ; G nin iki temsili olsun.

910D @2:G > GLn+m((C)

®1(9)

(010 92)(9) = 0 g EG

wl
¢2(9) (n+m)x(n+m)
Olarak tanimlt homomorfizmaya ¢4 Ve ¢, nin direkt toplami1 denir.
1.2.4 Tanim:

©1:G - GL,(C) ve ¢,:G - GL,,,(C) ; G nin iki temsili olsun.
7



P1®93:G > GLy 1, (C)

(01®p2)(g) = 91(9) ® v,(g) ,gEG

Olarak tanimlt homomorfizmaya ¢4 Ve ¢, nin tensor ¢arpimi denir.

Direkt toplam ve tensér g¢arpim islemleri altinda G grubunun komplex temsillerinin
izomorfizma smiflar1 bir yari halka meydana getirir. Yar1 halkayr halkaya tamamlama
islemine Grothendieck insaasi denir. Bu sekilde genisletilen halkaya G grubunun temsil

halkasi denir ve R(G) ile gosterilir. 3. Boliimde bu konu ayrintili olarak islenecektir.



2. QUATERNION GRUBU VE TEMSILLERI

n = 3 olmak tizere

27’l—1 27’l—2 2

Qr={xy: x* =1 x* =y%, xyx=y}

grubuna order1 2" olan genellestirilmis quaternion grup denir. x elemani order1 2"~ olan bir

devirli grup
<x>={xh0<i<2"'—1}=7Zm
y elemani ise order1 4 olan
<y>={yh0<i<3}=12,
bir devirli grup yaratir.

Ayrica x2"° = y2 order1 2 olan

<y?>=<x¥" >=17,
devirli grubunu yaratir.
Q,n in her alt grubu ya devirli bir grup ya da quaternion grubudur.

Q,n quaternion grubunun 4 tane 1-boyutlu indirgenmez komplex temsili vardir:

1{xv—>1 {x|—>—1
yo1 2 Mmlyes1

x~—1 x— —1
Tllyl—)—l '773},,_)_1

Q,n quaternion grubunun 2™2 — 1 tane 2-boyutlu indirgenmez komplex temsili vardir.

2T 2mi

2" =2m = 4k ve k > 2 kabul edelim. z = e2™ T = ¢m olarak tanimhidir.
1<i<?2"?_—1 olmak iizere

X [Zi 0']
0 z7¢

R



Boylece Q,n quaternion grubunun 1,n4,1,, 13 olmak iizere 4 tane tek boyutlu, d; (1 <i <

2""2 — 1) olmak iizere 2"~2 — 1 tane cift boyutlu indirgenmez komplex temsili vardir.
Toplam olarak, Q,» quaternion grubunun 2™~2 + 3 tane indirgenemez komplex temsili vardur.
R(Q,4;) temsil halkasindaki iligkiler sunlardir:

2.1 Onerme : 3 = nyn, ve n? = n2 = 1 dir. Bu yiizden de n3 = 1 olur.

Ispat: 11,15, 15 temsil tanimindan agik olarak goriiliir.

220nerme:d,=1+1n,

Ispat: P = E _11] almirsa, P(dy)P~! = 1+ n, oldugu goriiliir. Bu nedenle, dy = 1 + 14
olur.

2.3 Onerme : d,, =1, + 15

Ispat: P = H _11] almirsa Pd, P~ =1, + nzoldugu goriiliir. Bu nedenle d), =1, + 13
dir.

2.4 Onerme: d;d; = d;,; +d;_; dir.

Ispat: Tanmimdan;

‘o [zi O.]
d. 4 0 z7
l

S

(=[5
d; < z
J
0 (—1)’]
xy'_’[1 0
O halde
Z¥ 0 0 0
ad; = ol Q]2 0= 0 27 00
K 0 zU'lo zJ 0 0 zZ7T 0
0o 0 0 <z

10



did' =

Olarak bulunur.

Tanimdan;

O halde

Olarak bulunur.

d;d;j = d;; + d;_;j oldugunu gostermek igin dyle bir P matrisi bulunmalidir ki

P(dld])P_l =

\

diyj +dij =

dirj +di-;

P(dyd;) = (diy; + dyi_;)P esitligi elde edilir,

] &0 Q
N ~ SN

+~ 3 Q 0
L 3 = &

olsun. x i¢in;

11

( [0 0 0
{yH[o (—1)i] [0 (—1)1]:I0 0 (-1
1 0 ll1 o |l0 1)/ 0
1 0 0
'Zi+j 0
[ d ..
d' . x | 0 Z_l_‘]_
1+ yHO (_1)i+]'_
1 0
[z 0
d' xH_ 0 Z_i+j_
i . s
0 (-1
Y7l oo
[7i+] 0 0
X 0 z v 0
0 0 =z 0
0 0 ar
0 (=D 0 0
_lynt 0 0 0
0 0 0 (-1
0 0 1 0

diyj+ d;_; olsun. Esitligin her iki tarafi P ile sagdan garpilirsa

0

0
0

=D

I
I
|



a b ¢ d]l[zi*) 0 0 0
e f g hl|l0o 27 0 o0
k I m n[] o0 0 zZ7% 0
r s t ullo 0 0 z7°°
it 0 0 0 a b ¢ d
_|lo =z o o ffe f g h
0 0 =z o0 ||k Il mn
L 0 0 0 zWllr s t u
a.z'%/ b.z') c.z/7t d.z7i) a.z bz c.z'V d.z'V
ezt f.z' g7t hz V| ezt fiz7V) g.z7t hzTi
k.zit Lz mudTt onzi| | keZiT Lz mizitl onzit
r.z"% s,z tZTt oz r.z7t s.Z7t tZTt uzdT
Iki matrisin esitliginden ;
a.zt = gz = a=aqa b.z"7 /= bz =bhb=0
C_Zj_iz C_Zi+j=>c=0 d.Z_i_j=d.Zi+j:d=O
ezt =ez7"  =e=0 fzl=fz" =f=0
9.zt = gz = g=0 h.z7"/ = h.z7V /= h=h
k.2 = kz" T =k=0 Lz7 =1z =1=1
mzt=mz  =>m=0 nz/=nz"l=n=0
rzt=rzZl=r=0 .zt =572t =5=0
tzZ =t i =t=t wz=uzZ i =u=0
a 0 0 O
O halde P = 8 (l) 8 g dir. y i¢in benzer islemler tekrarlanirsa;
0 0 t O
a 0 0 0][0 O 0 (=D
0 00 hAl]0o o (—1)! 0
0 1 0 0o (-1 0 0
0 0 t 0114 0 0 0
0 (-D" 0 0 a 0 0 O
{1t 0o o o ||ooon
0 0 0o (D=0 1 0 o
o o0 1 0 00 ¢t 0

12



0 0 0 a(D"™] 10 0 0 h. (—1)H]
h 0 0 0 _|a 0 0 0
0 0 L.(-1)¢ 0 0 0 t.(—1)J 0
lo t.(-1)) 0 o 1 lo 1 0 0
Iki matrisin esitliginden;
a=h L(-1)i = t.(-1)iJ t.(-1)/ =1

Olur. Buna gore a=nh=1 secilebilir. t =1, [ = (—1)/ alinirsa aranilan P matrisi

bulunmus olur. m
2.50nerme: d; =d,,_; dir.

Ispat:

XH[Zi 0
0 z7¢

bl )

Zm-t 0 z7t o0
xH[ 0 z—O"—i)]_[o zi]

lom o e e

d

d

27T 2mi
z = e2™1 = e m olarak tamimlanmisti. O halde

zZMt=zm 7zt = (e m) zTt=e®M z7l =127 =z

. . iy~ o . .
z=(M=0 = z=m i = (e m) zZt=e M zl = 1.zt = 7

Ayrica 2m=4k oldugundan m ¢ift sayidir.
D™t = EDMm DT = (=D
_fa b L
P = [c d] olsun. x i¢in;
o] prafzt o0 z8 0 z7t 0
P.|% .].Plz[ ] P.[ ]:[ .].P
[O z7t 0 Zz = 0 z7 0o Zz

S e A M
13



Matrislerin esitliginden,

[a. 7zt b.z7t
c.z" d.z7t

a.zt

b.z'=b.z2i=b=0

O halde P = [g 2] olur. y igin;

o d IR DG

Matrislerin esitliginden,

R e

0 (D= d (D =a= (D%, d=D o 0 haite p=[CD7

olur.m
2.6 Onerme : 17,.d; = d; dir.

Ispat:

x+~—1
7’]1 y|—>—1
7zt 0
0 z7¢

bl )

R [zi 0 ]

0 z_l_
0 (_1)l+1]
-1 0

xv—>[
d

olarak verilmisti.

N d;
yo |

bulunmalidir.

=azi=a=a

olduguna gore esitligi gdstermek i¢in uygun bir P matrisi

]



P = [CCL Z] olsun. x i¢in;

[a b] [zi 0 ] _ [zi 0 ] [a b]
c di'lo z7 0 zt'le d
Oldugundan her P matrisi i¢in saglanir. y igin;
[a b] [0 (—1)”1] _ [0 (—1)i] [a b
c dl'l-1 0 1 0 I'lc d

Co =G G

Oldugundan a = —1, b = (=1)!,c = —1,d = 1 almmarak esitligi saglayan bir
P = [_1 (_11)1] matrisi bulunur.m

2.7 Onerme : 71,.d; = dy_; dir

x - —1

1spat: 172{ ye1

xH[zi 0 x,_)[zk—i 0_]
d 0 270 e g 0z (Y
i ; k—i i
0 (—1)1] [0 (—1)* l]
ye [1 0 Y7l o

IR [—Zl O_i

Ny.d; = 8 (_1Z)l. olduguna gore esitligi gostermek i¢in uygun bir P matrisi

[

Y [1 0 ]

bulunmalidir. z% = —1 dir. P = [? 2] olsun. x igin;

[a b] [zk-i 0 ]:[—zi 0 ] [a b
c di'l o z7CD 0 —-zUle d

[a.zk‘i b.z‘k”] _ [—a.zi —b.zi]
c.zk"t  d.z7kH —c.z7t —d.z7t

[—a.z‘.i —b.zf]z[—a.zi' —b.z".]
—c.z7V —d.z} —c.z7" —d.z7!

15



—a.zl=—azi=2a=0
—b.z'=—-b.z2"=>b=>)
—i

—c.zt=—czlic=c

—d.z'=—-d.z7'=>d=0
, ..o _[0 b .
Olur. Boylece P matrisi P = [c 0] seklinde bulunur.
y igin;
[0 b] _ [0 (—1)"—‘] _ [0 (—1)i] _ [0 b]
c 0I'[1 0 1 0 c 0
[b 0 ] _ [c. (-1)! o]
0 c.(=D** 0 b

(—1Dkt = (=1)* oldugundan b = c.(—1)%; b=(—=1)" ve ¢ =1 alinirsa aranilan P matrisi

bulunmus olur. m

2.8 Onerme : 13.d; = d,_; dir.

. H -
Ispat: 75 {y - —1
. i
x e [Zl qi x e [Z l —((I)c—i)
d 0 Z ve dk_i 0 Z

(Y

X [—Zi 0 ]
0 -zt

S

N3.d; = 0 (—1)i*! olduguna gore esitligi gostermek i¢in uygun bir P matrisi
[ard
Y [—1 0 ]
bulunmalidir. z% = —1 dir.

P = [Ccl Z] olsun. x i¢in;

[a b] [zk-i 0 ]:[—zi 0 ] [a b
c di'l o z&D 0 —-zi'lc d

[a.zk‘i b.z‘k”] _ [—a.zi —b.zi]
c.zkt d.z7kH —c.z7V —d.z7t

16



—a.z‘_i —b.zl:] _ [—a.z"' —b.zi]
—c.z7V —d.z! z7b —d.z7¢

—a.zl'=—-az'=2a=0

—b.z' =—b.z'=>b=0b

=—cz!a3c=c

—d.z't=-d.z7'=>d=0
ol . ..o _[0 b )
ur. Boylece P matrisi P = [c 0] seklinde bulunur.

y igin;
[o b] [0 (—1)’”] _ [ 0 (—1)i+1] [0 b]
c ' 0 -1 0 lc 0

-F 2

[b c.(~ 1)’” —b

(=¥t = (=1)! oldugundan b = —c. (=1)%; b=(—1)* ve ¢ = —1 alinirsa aranilan P matrisi

bulunmus olur.m

17



3. K-HALKALARI
3.1 GROTHENDIECK INSAASI (Wu 2000)

X topolojik uzay olsun. Vektor demeti izomorfizmasi bir denklik iliskisidir ve izomorfizma
smiflart  tanimlar. Vectc(X) = Vect,(X) k-boyutlu kompleks vektér demetlerinin

1izomorfizma siiflarinin kiimesi olsun. Tiim vektor demetlerinin izomorfizma siniflar

Vect(X) = U Vect, (X)

kEN

olsun. p: E — X vektor demeti olsun. Bu durumda [E], Vect(X) in bir elemani olur. Vect(X)
te, [E] D [F] =[E @ F] ve [E] Q [F] = [E ® F] seklinde tanimlidir. Bu nedenle Vect(X)
yar1 halkadir. Vect(X) yar1 halkasmi halkaya tamamlama islemine Grothendieck Insaas

denir.

Elemanlar1 [E] — [F] seklinde olan bir S kiimesi tanimlansin. Bu kiime tizerindeki denklik

iligkisi sdyle olsun:
[E®G] — [FOG] ~ [E] - [F]

Bu denklik iliskisinin yarattig1r siniflarin kiimesi K(X) ile gosterilir. K(X) toplama islemi
altinda Abelyan gruptur ve toplami islemi su sekildedir:

([E1] = [F1]D & ([E2] — [F>]) = ([E(]®][E;]) — ([F1] @ [F.])
[E] — [F] nin toplamaya gore tersi [F] — [E] dir.
K(X) tizerindeki tensor ¢carpimi

([E1] = [F,D & ([E2] — [F])
= ([E1] ® [E;] @ [F1] ® [F,]) — ([E1] ® [F2] ® [F1] @ [E2])

seklindedir.
Boylece K(X), @ ve & ya gore bir halkadir.

Daha basit sekilde K(X) halkas1 duragan izomorfizma kavramuiyla verilebilir.

18



3.1.1 Tanim:

E,F € Vect(X)olsun. 3n € Z" i¢cin E @ ™ = F @ " olacak sekilde ™ trivial demeti varsa
E ve F ye duragan izomorfiktir denir. K(X); Vect(X) yar1 halkasinin duragan izomorfizma

denklik iligkisi altinda halkaya tamamlanmasidir.
Dolayisiyla, E vektor demeti trivial demete duragan izomorfiktir yalniz ve ancak
E € Ker [K(X) » K(X)].
Vn € Z i¢in K™(X) grubu su sekilde tanimlanir:
K'"(X) =K(S™"AX)
Burada S™ A X uzay1 X in n. siispansiyonu olarak adlandirilir ve

S"x X

ST = XX U ™ X (o))

seklinde tanimlidir.
3.1.2 Tanim:
X in K — kohomolojisi
K*(X) =@n=-0 K"(X)
seklinde tanimlidir.
3.1.3 Tamim: (Hatcher 2009)
XveY ikiuzay, f:X — Y siirekli bir fonksiyon ve p: E = Y vektor demeti olsun.

f*(E) ={(x,e): f(x) = p(e)} ile tanimh demete geri cekme demeti denir. Burada bir x € X
noktasindaki fiber ile f(x) € Y noktasindaki fiber aymidir. f fonksiyonu , E’nin smifinm
f*(E)’nin smifina gotiiren, bir f*: K(Y) = K(X) halka homomorfizmasi1 tanimlar. Bu

homomorfizmaya geri cekme homomorfizmasi adi verilir.
3.2 INDIRGENMIS K - HALKASI
Her x, € X igin i: {x,} © X i¢erme fonksiyonu tanimlidir. Bu fonksiyon

i":K(X) © K({x,}) = Z geri ¢cekme homomorfizmasini yaratir.
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X in indirgenmis K - halkas1
K(X) = keri*
seklinde tanimlanir.Ve
KX)=Z®KX)
seklinde K (X) halkasinin bir par¢alanmasi elde edilir.

Ornek 1:

Ornek 2:

Landweber 2009’a gore

K (57 /Qs> = 7,07Z,DZg

3.3 SINIFLANDIRMA UZAYI

3.3.1 Tanim:

G bir topolojik grup olsun. B uzayinda tanimli temel — G demeti bir m: E — B fiber demeti

Yo 1 (Uy) — U, X G trivialite mepleriyle tanimli olan bir fiber demetidir.

3.2.2 Onerme: (Ortiz 2012)

m: E = B bir temel G - demeti ise agsagidaki kosullar saglanir:

i. Egerx€Eve m(x)=bise n71(b) =xG .
ii. G, E nin her fiberine 6zgiirce etki eder.
iii. B=E/G

Ispat:

i. Kabul edelim ki b € U, ve (Uy o) ,m nin lokal trivialite mepi olsun. O zaman

asagidaki degismeli diagram vardir;

20



¢
T Uy ———— 5 UyXG

n\ua E/

Sekil 1.3

n~1(b) € m~1(U,) olacak sekilde yukardaki diagrami kisitlarsak ;

= 1(b) L (b} x G
{b}
Sekil 1.4

Elde edilir. Kabul edelim ki x € z71(b) € E olsun. Baz1 g € G icin P (x) = (b, g)
oldugundan; ¢(xG) = ¢p(x)G = (b, g)G = {b} X G = ¢p(m~1(b)) olur . Béylece

= 1(b) = xG.

ii. Kabul edelim ki b € B ve m=1(b) € E olsun. Ayrica x € w~1(b) ve xh = x olacak sekilde
bir h € G olsun. O halde baz1 g € G igin;

(b,g) =Y, (x) =Yy (xh) =, (x)h = (b,g)h = (b, gh) saglanir. Dolayisiyla gh =g

olur. Bu yiizden h = e dir. Bu da G nin =~ fiberine ve E ye 6zgiirce etki ettigini gosterir.

iii. x € Eveb€Bigin~1(b) =xG C E dir. Dolayistyla 7~ 1:B — E/G mepi iyi taniml,

stirekli , birebir-orten ve tersi T mepi de siirekli homeomorfizmadir.
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3.2.3 Teorem: (Ortiz 2012)

n: P — BG temel G-demeti ve P tek noktaya homotopik uzay olsun. P;X ; X iizerindeki G-

demetlerinin izomorfizma siniflarinin kiimesi olsun. O zaman herhangibir X CW- kompleksi
icin dyle bir BG uzay1 ve m: P — BG temel G-demeti vardir ki
¢: [X,BG] » P X

fo 1P

fonksiyonu birebir ve ortendir. Burada BG ye G nin siniflandirma uzayi, P ye evrensel G —

demeti denir.

3.2.4 Teorem: (MILNOR)

G bir topolojik grup ise G i¢in bir stniflandirma uzay: vardir.
3.2.5 Onerme: (Ortiz 2012)

G bir topolojik grup olsun. O halde asagidaki 6zellikler saglanir:

i. QBG=G
ii. m,(BG) =m,_1(G);n =1 igin.

Ornek 3:

G =Zise BZ=S"dir.

G=1Z, ise BZ,=RP~ dir.

G = Z" ise BZ™ = T" dir.

G = Stise BS' = CP* dur.

G=Z,ise BZ, = 372,( olur. Bu uzaya 6zel olarak Lens Uzay1 ad1 verilir.

S4N+3

G = Qu iS€ BQuy = SOO/Q4k olur. Agik olarak yazilirsa BQuy = limy_ /Q4k limiti

ile tanimlidir.
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3.3 ATIYAH-SEGAL TAMAMLAMA TEOREMI (ASCT)

V kompleks vektor uzayi, G grubunun bir temsili olsun.

dimV = n olmak tizere V temsili ¢:G — GL(V) = GL(C™) homomorfizmasi ile verilsin.
V temsili kullanilarak BG siniflandirma uzayi tizerinde bir vektdr demeti insa edilebilir.

pe: EG = BG evrensel G-demeti, X = EG X V garpim uzay1 olsun. G grubunun X {izerine

Ozgiir bir etkisi vardir yani; g.(e,v) = (g.e, ¢(g)v), Vg € G ve V(e,v) € X i¢in.
Bu etkiyle ortaya ¢ikan X / ¢ bolim uzaymi EG X V ile gosterecegiz.

p:EG X; V - BG projeksiyonu, (e, v) = p.(e) seklinde tanimlansin.

3.3.1 Onerme: p: EG x; V = BG bir kompleks vektor demetidir.

Ispat:

p.: EG - BG projeksiyonunun fiberi p;1(b) = G ye izomorfiktir. Dolayisiyla

p:EG X; V — BG projeksiyonunun fiberi G x; V = V; (g,v) = (eg, (g~ ). v)
izomorfiktir. Biitiin insa siirekli oldugu i¢in p, boyutu dimV olan bir kompleks vektor demeti
olur. m

Sonug olarak her kompleks temsil bir vektér demeti tanimlar. O halde su 6nerme verilebilir:
3.3.2 Onerme: a;:R(G) = K(BG); [V] = [EG Xg V] bir halka homomorfizmasidir.

Atiyah ve Segal bu homomorfizmay1 izomorfizma yapmak i¢in R(G) nin augmente ideale

gore tamamlanmasi gerektigini gostermistir.

3.3.3 Tanmm: I; = {[p] — dimp: [p] € R(G)} idealine R(G) nin augmente ideali denir.
Kisaca R = R(G) ve I = I; olsun. Her n € Z* i¢in R,, = R/]n boliim halkalari tanimlanabilir.

IDI[?>513>[*> .- 5" > - oldugu icin

5 Sps 6 s
R/]n - R/In—l i R/12 = R/I dizisi elde edilir.
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3.3.4 Tamm: R(G)" = colim_ R(G)/ m halkasina R(G) halkasinin augmente idealde
G
tamamlanmasi denir.

T, R(G) — R(G) /Ig homomorfizmasindan ; : R(G) — R(G)" homomorfizmasi elde edilir.

M. F. Atiyah ve G. Segal ; R(G)" halkasmin K (BG) ye izomorfik oldugunu gostermistir.
3.3.5 Teorem: (Atiyah-Segal Tamamlama Teoremi)

Asagidaki liggeni degismeli yapan bir a;:R(G)" - K(BG) homomorfizmasi vardir:

R(G) ——> R(G)"

o\

K(BG)
Sekil 1.5

Burada a, bir halka izomorfizmasidir.

Ornek 4:

Z .
K(BZ,)= [\%+Zv=0dlr'
Ornek 5:

K(BZk):Z[ﬂ](1+lu)k _1-0
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3.4 KOHOMOLOJI
3.4.1 Teorem: (Hayami ve Sanada 2002)
k = 0 (mod 4) ise Q4 nin kohomoloji halkas1 A , B ve C tarafindan yaratilir ve

X Z|A,B, C
H (Quom) = LABCL,

2B=0
I 4tC=0
A2 =0
BZ-2tC =0

AB —2tC =0

N

Olarak tanimlidir.

k = 2 (mod 4) ise Q,; nin kohomoloji halkas1 A , B ve C tarafindan yaratilir ve

H* (04 7) = L1A/B.C] o
2B =0 \

|  4tc=0 |

| a2-0 |

B2 =0 /

AB —2tC =0

Olarak tanimlidir. Burada dim A = dim B = 2 ve dim C = 4 tir.
Burada @« = A+ B, = B,y = C alinirsa asagidaki teorem elde edilir.

3.4.2 Teorem: (Hayami ve Sanada 2002)

2={2ky, k = 0 (mod4)
0 , k=2 (mod?2)

ﬁz_{Zky, k = 0 (mod4)
"0 , k=2 (mod?2)

aﬁ—{ 0, k=0 (mod4)
" 2ky , k=2 (mod?2)

iliskileri saglanir , Q4 nin kohomoloji halkas1 «, ve y tarafindan yaratilir ve asagidaki

sekildedir.
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k =0 (mod 4) ise H*(Qu, Z) = Zla,B,y]

k =2 (mod 4) ise H*(Qu, Z) = Zla, B,v]

Burada dima = dimf = 2 ve dimy = 4 tiir.

Ozel olarak k =2""% ve k =2 oldugunda kohomoloji halkas: yukaridaki teoremden
bulunabilir. Sonug olarak k > 2 oldugunda Q4 nin integral kohomoloji gruplari asagidaki

teorem ile verilebilir.
3.4.3 Teorem: (Hayami ve Sanada 2002)

Z ,p=0
Z, ®DZ, ,p=4s+?2
Ly ,p=4s,s=1
0 ,D tek ise

HP(BQux; L) =

Burada tek boyutlu kohomolojiler kaybolur. Bu yiizden K (BQ,,) ya yakinsayan AHSS ikinci

sayfada ¢oker ve boylece integral kohomoloji ve K halkasi birbirini tamamen tanimlar.
3.5 ATiYAH- HIRZEBURGH SPEKTRAL DiZiSi (AHSS)
3.5.1 Tammm: (Atiyah ve Hirzebrugh 1972)

X bir sonlu CW kompleks olsun. X™, X in n boyutlu iskeleti olsun. K" filtrasyonu sdyle

tanimlidir:
K} (X) = ker [K™(X) —» K™"(X?™1)]
3.5.2 Tamim: (Atiyah ve Hirzebrugh 1972)

E= (Ef 4 E ”) ailesi asagidaki sartlar1 sagliyorsa bir spektral dizi tanimlar:
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I p,qr €EZver > 1.

. d,: EP'? - EP*7I7 coosimir operatorii i¢in dP T 0 g2 = 0 dur.
3.5.3 Teorem: (Atiyah ve Hirzebrugh 1972)
X bir sonlu CW kompleks olsun.
r=>1,—00 < p,q < o olmak iizere
EP? = CP(X,K(x))

EY? = HP(X,K9(x,))

Eg; q

IR

KP"‘CI (X)
' / KD0

p+1
Olarak tanimli bir E'? spektral dizisi vardir. Burada d; , co-sinir operatériidiir.

d,:EP? > EP 47T+ Slarak tanimli co-sinir operatdrii q nun tiim tek degerleri icin EX'? = 0

oldugundan kaybolur.
Not: x, , bir tek noktadan olusan uzay olsun. Bu durumda;

Z,q ciftise

0,q tek ise olur

K0x) = |

Ispat:

X uzaymin p-boyutlu iskeleti

t<p

Olarak tammli oldugundan X iizerinde X©@ cXx® cXx® c...cx® c... seklinde

tanimli bir alt uzay filtrasyonu vardir.

Her p >0 ; (X®,x®=1) ikilileri igin bir K-kohomoloji uzun tam dizisi vardir, (Atiyah-
Hirzeburgh bknz):

o KS(X®) 5 g5 (x@-0) S s (x®, x0-0) L, es-1(x®) 5
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A=, K (XP)) ve C=@pso K (XP,XP=D)  derecelendirilmis modiilleri tanimli
olsun. f= @OpsoimA—>A g =@ps0 0:A>C , h=@psjC—-A

homomorfizmalar1 tanimli olsun.
Bu durumda

f
A — A

N S

Sekil 1.6

tam tiggeni olusur. Boyle bir tiggen ; Cartan ve Eilenberg (1956) gore bir spektral dizi

tanimlar. Bu dizinin birinci sayfasi C nin filtrasyonlarindan olusur. Acik olarak,

EP9 = gra(x®), x(@-D) = gp+a <X(p)/x<p—1>> = gp+a (\/sp) = g4 (\/50)
¢ (\/ S‘q) =@ K(s~9) = CP (X; 1?(5‘61))
seklinde olur. Dizinin 2. Sayfasi 1. Sayfanin kohomolojisi oldugundan,
EPY = HP (X; R(59))

Z; qciftse

0; qtekse oldugundan

seklinde olur. Bott periyodiklik teoremine gore, K(S9) = {

14 . . ]
Eé),—p — {H (XI Z)' p (;lftse 0|Ur

0 ; ptekse
Cartan ve Eilenberg (1956) gore bu dizinin limiti K*(X) in filtrasyonunu verir.
Jim B7 =Ky

Bu spektral diziye Atiyah-Hirzeburgh Spektral Dizisi denir. (AHSS ile gosterecegiz.)
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3.5.4. Lemma:

H*(X;Z) halkas1 sadece ¢ift boyutlu kohomoloji smiflari ile yaratiliyorsa HP (X;Z) = E2.™P

olur. Bu durumda AHSS nin ¢6ktiigli sdylenir.
EPY gruplar1 KP+9(X) in filtrasyonlaridir. A¢ik olarak yazilirsa;

Ker[KP*a(X) —» KP+a(x®-D)]
Ker[KP*a(X) —» KP*ta(X®)]

E%1

R

Seklindedir. p +q =0 alimirsa K°(X) elde edilir. p + g =0 dogrusu iizerinde K(X)in

filtrasyonlar1 olusur:

Ker [K(X) - K(X®~V)]
Ker [K(X) = K(X®)]

EP7P ~

Ornek 1:

X = BQ,n uzayi olsun. Bu uzayin K halkasindaki AHSS nin 2. Sayfasinin ana kdsegeni

HP(BQ,n; Z); p ciftse

20 _ 1o (BOn R(SPY) =
EZ H (BQZ )K(S )) { 0;ptekse

H*(BQ,n; Z) kohomolojisi sadece ¢ift boyutlarda non-trivial oldugu igin

EP7P = EP7P = EP7P = ... = EP7P olur. Sonug olarak EX, P = HP (BQ,n; Z) olur.

HP(BQ,n; Z) = E(Xp)/]?(xpﬂ)

Cizelge 1.1 de E2™P aciklanmistir. Yaratanlar1 bir sonraki boliimde agiklanacaktir.

Cizelge 1.1

p EPTP Yaratanlari
2 EZ? = 7,81, vy, v,

4 EX™* = Tyn ¢

6 ES™® = 7,817, vi,v5

8 E$™8 = Zyn ¢?

10 EX10 = 7. 97, vi,v;
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2. QUATERNION GRUPLARIN SINIFLANDIRMA UZAYLARININ K
HALKALARI

N1, M2, N3, d; temsillerine karsilik gelen BQ,, smniflandirma uzayina ait indirgenmis vektor

demetleri soyle tanimlidir:

vp=n—-1
vy, =1n,—1
¢)=d1_2

Atiyah-Segal Tamamlama Teoremine gore (ASCT); vy, v,, ¢ elemanlart K(BQ,y) y1 yaratir.

Halkay1 iyi tanimlamak icin yaratanlar arasindaki minimal iligskiler bulunmalidir.
Onerme 4.1 K(BQ,;) icin; v, Ve v, asagidaki iliskileri saglar:

vi+2v, =0

v: +2v, =0
1spat:

n? = 1 esitliginde n; = v, + 1 yerine konulursa v + 2v; = 0 esitligi elde edilir. Benzer

sekilde nZ = 1 esitliginde n, = v, + 1 yerine konulursa v2 + 2v, = 0 elde edilir. m
Ornek 1

Qg grubu i¢in gereken minimal iligkileri bulalim.

Onerme 4.1 den v2 + 2v; = 0, v? + 2v, = 0 dir. 2.2 Onermeden d, =71, + 1 ve
2.3 Onermeden d, = 71, + 13 olur.

2.4 Onermeden d? = d, + dy = 1, + 13 + 71 + 1 oldugundan

¢ +4¢ = v,.v, + 2.v; + 2.v, bulunur.

2.6 Onermeden 1n,.d; =d; oldugundan (v; +1).(¢ +2) = ¢ + 2 olur. Diizenlenirse
v;.¢ + 2v; = 0 bulunur. Benzer sekilde 2.7 Onermeden 1,.d; = d; (v, + 1).(¢p + 2)

Oldugundan v,. ¢ + 2v, = 0 bulunur.
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Boylece Qg i yaratan minimal polinomlar:
vi+2v, =0
vZ+2v, =0
V1.9 +2v; =0
V. + 20, =0
¢+ 4¢p = v,.v, + 2.1, + 2.V, seklinde bulunur.
Ornek 2:
Q46 grubu i¢in gereken minimal iligkileri bulalim.
Onerme 4.1 den v? + 2v; = 0, vZ + 2v, = 0 dir.
2.2 Onermeden dy = n; + 1 ve 2.3 Onermeden d, = 1, + 13 olur. 2.4 Onermeden

d? = d, + d, oldugundan her iki taraf d; ile carpilirsa d5 = d; + 3.d;bulunur. Bu sekilde

devam edilirse df = d, + 4.d, + 3.d, bulunur. Diizenlenirse

d4=d4+4‘(d%_d0)+3d0=d4+4d%_do 0|UI’T}1 =171+1 N2 =172+1 ve
¢ = dq + 2 esitlikte yerine konulursa

(+2) ' =n+n+4.(p+2)*—n—1

P+2) ' =v,+1+ W, +1D). (v + 1) +4.(p+2)°—v; —2 bulunur. Esitlik
diizenlendiginde ¢* + 8¢3 + 202 + 16¢ = v,.v, + 2.v, elde edilir.

2.6 Onermeden 17;.d; = d; oldugundan v;.¢ + 2v; = 0 bulunur. d; = d3 — 3.d, dir.

2.7 Onermedenn,.d; =d; oldugundan (v, + 1).(¢p +2) = (¢p + 2)3 — 3.(¢p + 2)dir.
Esitlik diizenlenirse v,. ¢ + 2.v, = ¢3 + 6.¢? + 8. ¢ elde edilir.

Boylece Q44 y1 yaratan minimal polinomlar;

vi+2v, =0
v:+2v, =0
V1.¢+2vl=0
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V. p+ 2.0, =3+ 6.2 +8.¢
¢* +8¢3 + 2092 + 16¢ = v,.v, + 2. v, seklinde bulunur.
Ornek 3:
Qs grubu igin gereken minimal iliskileri bulalim. Onerme 4.1 den
vi +2v, =0, v2 + 2v, = 0 dir.
2.2 Onermeden dy = n; + 1 ve 2.3 Onermeden dg = 717, + 13 olur. 2.4 Onerme den

d? = d, + d, oldugundan her iki tarafi da d; ile carparsak d3 = d3 + 3.d, olur. Bu sekilde
devam edilirse d; = ds + 5.d5 + 10.d; bulunur. ds.ds = dg + d, oldugundan her iki taraf
d; ile carpilirsa,

dS.d; = ds.ds + 5.ds.ds + 10.dy.ds = dg + d, + 5.(d3 — 3.dy)? + 10.d,. (d3 — 3.d,)
Esitlik diizenlenirse d§ — 8.d% + 20.d} — 16.d? = dg — d,, bulunur. Buradan
(p+2)8—8.(¢p +2)°+20.(¢p + 2)* —16.(¢p + 2)? = n, + n3—n, — 1 elde edilir.

i =v,+1,n, =v,+1ve¢ =d; + 2 esitlikte yerine konulursa

(p+2)2—-8.(p+2)°0+20.(p+2)*-16.(¢p+2)°=v,+1+ (v, +1).(v; +1) —

v, — 2 olur.Ifade diizenlenirse

P8 +16.¢7 + 104. p° + 352. ¢p° + 660. p* + 672.¢3 + 336.¢p% + 64.¢ = V1.V, + 2.1,

bulunur.

2.6 Onerme den 7,.d; = d; oldugundan v;.¢ + 2v; = 0 bulunur.
2.7 Onerme den 7,.d; = d, dir.

A =dg +6.d, + 15.d, + 10.4d,

d] =d,+7.ds + 21.d3 + 35.d; oldugundan d, =d] —7.ds —21.d; —35.d; dir.
Diizenlenirse ; d, = d] —7.d3 + 14d3 — 7.d, bulunur. n, =v, +1 ,n, =v,+1 ve
¢ = dq + 2 esitlikte yerine konulursa

(W, +1).(p+2)=(p+2) —7.(p +2)° +14.(¢p + 2)3 — 7. ¢ — 14 elde edilir. Bdylece
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V. P+ 2.1, = @7 + 14¢° + 77.¢° + 210¢p* + 294. ¢3 + 196. p? + 48¢ esitligi bulunur.
O halde Q5 yi yaratan minimal polinomlar:

vi+2v, =0

v: +2v, =0

V1.9 +2v;, =0
Vy.p+ 2.0, = @7 + 149 + 77. 95 + 210¢* + 294. 3 + 196. p2 + 48¢

d% +16.¢7 + 104. p° + 352. ¢p° + 660. p* + 672.¢3 + 336.¢p% + 64.¢ = V1.V, + 2.1,
seklindedir.
4.2 Tanim:
i. dereceden kuadratik binom polinomu ¥i(z + z=t — 2) = z' + z7! — 2 seklinde tanimlanir.
4.3 Onerme:

' (¢) polinomunun seri hali

¢,J’

gL
@3

Seklindedir.
Ispat:

¢ = z+ z~ ! — 2 olsun. Onermeyi tiimevarimla ispatlayalim. Kabul edelim ki k < i — 1 igin

iddia dogru olsun. k = i i¢in dogru oldugu gosterilirse ispat tamamdir. 4.2 tanimdan;

Y@ Y(P) = (2T + 2 = 2). (2 27 - 2)
=z 4772 2.2 4 22 77 2.7 2.2 — 2,270 + 4

=P(P) — 2.9 () + P 2(P) — 2.9 ()

Esitligi elde edilir.
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Diizenlenirse ;y'(¢) = Y1) Y () + 2.9 "1 (P) — P 2(¢p) + 2.9 (¢p) elde edilir.

Verilenler esitlikte yerine konulursa

<)) N, Ls G )
; (21']_—1) ' Z (2]]—1)
(5)-(7)

- 27— 1 )+ 2¢

)

I/Ji(d)) = _¢,J’

N

i—

~.
Il
Juy

FElde edilir. Diizenlenirse

-5 ()Y ()

_ j
2]—3 + 2. (2]'—1) (2]'—1) ¢
1—1 J J
2 s g i—1 i
+i“.p +2ipt "+ ¢

Esitligi elde edilir. Yukaridaki ifadede gerekli matematiksel islemler yapilirsa;

12(l+j—3)'l(l +2)(l j+1)
\ (i+)—1
z(,)((]_l) )

oY

Esitligi elde edilir. m

34



Cizelge 1.2

KUADRATIK BINOM FORMULUNUN BAZI i DEGERLERI ICIN SONUCLARI

i=0 0

i=1 ¢

i=2 4¢ + p?

i=3 9¢ + 6¢% + >

i=4 16¢ + 2092 + 8¢ + ¢*

i=5 25¢ + 502 + 35¢3 + 10¢* + ¢°

i=6 36¢ + 105¢% + 112¢3 + 54¢p* + 12¢° + ¢°

i=7 49¢ + 19692 + 294¢3 + 2109* + 77¢° + 14¢p° + ¢7

i=8 64¢ + 3362 + 672¢° + 660¢* + 352¢° + 104¢° + 16¢7 + ¢°

i=9 81¢) + 540¢2 + 1386¢° + 1782¢* + 1287¢° + 546¢° + 135¢7 + 18¢° + ¢°

i =10 100¢ + 825¢2 + 2640¢°% + 4290¢* + 4004¢° + 2275¢° + 80097 + 170¢° + 20¢°
+ 10

4.4 Onerme: d;,, — dy_, = 0 dir.

1spat:

2.5 Onerme den d; = d,,,_; dir. i = k — 1 olsun. m = 2k oldugundan yerine koyulursa;
dx—1 = dm_(k—1) ve gerekli diizenlemeler yapildiginda dyq — dx—; = O olur.m

4.5 Onerme: d; — 2 = ' (¢) ; i tek ise.

Ispat:

Kabul edelim ki k <i icin d, — 2 = y¥*(¢p) olsun. d;;, — 2 = Pp**2(¢p) oluyorsa ispat

tamamdir.
2.4 Onerme den d;.dy = d; + d; = 2d; oldugundan (' (¢) + 2).do = 2. (' (¢) + 2) olur.
di. d2 = di+2 + dl'_z d|r

diy, =d;dy—d;_, = (¢i(¢) + 2)- (d? —do) — ' 2(¢p) — 2
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=) (P2 +4p +4) +2.(p*> +4dp +4) — 29 —4 — ™2 —

=P (@)-¢* + 4P'p + 20" +2¢7 + 8¢ — Y77

=(z'+2z7"=2).(z+2z ' =2)2+4. (' +2z71=2).(z+ 2z = 2)+ 2.(z+z71 = 2)?
+8.(z+2z 1 —2)— (272 + z71*2 - 2)

== (221 = 2.2% 4 25%) = 27172 — 2 4 712 = *2(¢) m

4.6 Onerme:

G2 () = Y1) — PE1(p) = 4kp + TE %(kz? : 2) ¢ + k1 dir.

&

Ispat:Tanimdan;
o (k1Y (k+] L (k=1 (k-2
¢k+1(¢>=kzl( e )¢ e W I(g) = (5 Z].(_lf )¢j

) &)

BNC

=
Jay

@ ()0

ORI ORSY

: (21 - 1)
Jj=1 ]

Bulunur. Burada gerekli matematiksel islemler yapildiginda

¢,J’

(I)]

~.
Il

2 4
k(22*4)¢2+k(k'_)¢@+ ,,,,,, +4° elde edilir.

k+1 _ k-1 —
PH(P) — Y (@) =4k + 18

Son esitlik g,, (¢) ile gosterilirse;

2k +j—1 P — .
Ga1(9) = 4k + Zo s (2S¢ e

Bulunur.
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Cizelge 1.3

2k +j—1 (k+j—2

k
gzk((p) = 4k¢ + Z (] 2] _3 )(l)] + ¢k+1 — l/)k+1(¢) _ lpk—l(d)) =0
=2

-1(2j—-1)
ga(P) 8¢ + 69> + ¢*
9s(P) 12¢ + 19¢* + 8¢° + ¢*
9s(@P) 16¢ + 44¢% + 34¢3 + 10¢p* + ¢°
910(9) 200 + 85¢2 + 104¢3 4 53¢* + 12¢° + ¢
912(®) 24¢ + 146¢2 + 259¢3 + 200¢* + 76¢° + 14¢° + ¢7
914(0) 28¢ + 231¢% + 56093 + 606¢* + 340¢° + 103¢° + 16¢7 + ¢°
32¢) + 3442 4+ 1092¢3 + 1572¢* + 1210¢5 + 532¢h + 134¢7 + 18¢8
g16(P) 0
+ ¢
@) 36¢ + 489¢% + 1968¢3 + 3630¢* + 3652¢° + 8684¢° + 784¢7 + 169¢®
g
18 +20¢° + 10
40¢ 4+ 67092 + 3333¢3 + 7656¢* + 97245 + 7462¢° + 3605¢7
920(P) 8 9 10 1
+ 110498 + 208¢° + 22¢1° + ¢

4.7 Onerme: g,,(¢) = 0 dur.

Ispat: 4.4 Onerme ve 4.5 Onerme nin agik sonucudur.

4.8 Onerme: v;. ¢ = —2v, dir.

Ispat: 2.6 Onerme den 71,.d; = d, dir. Yerine koyulursa;

vi.0=m—1).(d; —2)=-2(n; — 1) = —2v, bulunur.m

4.9 Onerme: v,.¢p = YP*~1(¢) — ¢ — 2v, dir.

Ispat:

2.7 Onerme den n,.d; = d j_; ve 4.3 Onerme den dj,_; = Y*~1(¢) + 2 oldugundan;
Vo.p =My — 1).(dy — 2) = di_q — d; — 2(n, — 1) dir. Esitlik diizenlenirse

PEU(P) +2 = (¢ + 2) — 2v, = P*~1(¢p) — ¢ — 2v, bulunur.m
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4.10 Onerme:  v,.v, = 4¢ + ¢p? — 2v; — 2v,; n = 3 igin ve
V.1, = P*(P) — 2v, ; n = 4 igin.

Ispat:

n=3 olsun. 2.4 Onerme den d? = d, + dy = 1, + 1, + 13 + 1 dir.

V.V =DM —D=n3—n—-n+1= d% —2.(n +12) olur. Esitlik
diizenlendiginde (¢ + 2)? — 2v; — 2v, — 4 = 4¢ + ¢p? — 2v; — 2v, elde edilir.

n = 4 olsun. 2.1 Onerme den 13 = 17;7,, 2.2 Onerme dendy, =1 + 1, , 2.3 Onerme den

dy = 1, + 3 dir. Ayrica dj, — dy = P*(¢) dir. Yerine koyulursa;

Vv = —D. =D =de—ma—m —np + 1 =9*(@) +dy — 2, — dy =
Yr(p) — 2(n, — 1) = Y*(¢p) — 2v, bulunur.m

Sonug olarak tezin ana teoremini yazabiliriz:

4.11 Teorem: n = 4 olsun. K(BQ,n) = Loy, vz, &) V. = PE-1(Pp) — ¢ — 2v
. - 2

Ul.(l) = _2771
vi+2v, =0
v: +2v, =0

V1.V, = PR(P) — 21,
ISPAT:

ASCT ye gore vy, v, Ve ¢; K(BQ,n) i yaratir. Bu yaratanlar arasindaki minimal iligkiler

bulunursa halka 1yi tanimlanmis olacaktir.

Onerme 4.1 den

2v, = —v?

2v, = —vZ dir.

Bu iligkiler sayesinde AHSS nin (4s + 2). Filtrasyonu agiklanabilir.
Omegin, EZ™% = Z,®Z, oldugunu agiklayalim.

Qux nin (x) = Z,n-1 alt grubunu dikkate alalim.
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i: (x) = Qu igerme grup homomorfizmasi,
m: BZ,n-1 = BQyy
Seklinde siniflandirma uzaylar1 arasinda bir projeksiyon tanimlar. Bu projeksiyon da
7 K (BQar) = K (BLyn-r)

K-halkalar1 arasindaki geri gekme homomorfizmasini yaratir.

BZ,n-1 lens uzaymnin K-halkasit K(BZyn-1) = Z[M]/(l + - dir. Burada, pu = n—1

1

lens uzayinin kanonik dogru demeti 7 nin indirgenmis halidir.

n*: K(BQuk) = K(BZ,n-1) homomorfizmast 7, elemanini nzn_z elemanina gonderir.

Dolayisiyla v; eleman1 2™~ 2, u eleman ile eslenir. Boylece m*(v;) = 2™ 2. u oldugu i¢in
v; In E,, daki yeri (2, —2) koordinatidir.
Benzer sekilde v, nin E,, daki yerini bulalim.
(y) = Z, grubu, Q,; nin bir alt grubudur.
i: (y) = Qg icerme grup homomorfizmasi;
m: BZ4 = BQyy

Seklinde siniflandirma uzaylar1 arasinda bir projeksiyon tanimlar. Bu projeksiyon da

" K(BQay) > K(BZ,)

K-halkalar1 arasindaki geri ¢ekme homomorfizmasini yaratir.

K(BZ,) = Z[”]/((l + 0t —1) olarak tanimlanmuist.

m*: K(BQ4y) = K(BZ,) homomorfizmas: 1, elemanin1 2 elemanma esler. Dolayisiyla v,

eleman: 2. u + p? eleman ile eslenir. Béylece m*(v,) = 2.u + u? oldugu icin v, nin

E,, daki yeri (2, —2) koordinatidir.
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Dolayisiyla E%™% = Z,(v,) @ Z,(v,) oldugundan v, ve v, , E5Z™% =7, ® Z, grubunu

yaratir. Benzer sekildes =0 i¢in v{*' ve v3*! nin, EX**™*7% gruplanm yarattig:

aciklanabilir.

AHSS nin 4s. filtrasyonunu agiklayalim. x € Qg4 olmak {izere yine Z,,=<x> < (Q, alt

grubunu dikkate alalim.
i: Zy, = Q4 igerme grup homomorfizmasi
T: BZyk = BQuy
Seklinde siniflandirma uzaylari arasinda bir projeksiyon tanimlar. Bu projeksiyon da
" K(BQar) > K(BZyy)

K-halkalar1 arasindaki geri gekme homomorfizmasini yaratir.

K(BZ,;,) = Z[n]/nzk 1 olarak tanimlidur.

w=n+n"1—2 olsun. w elemani, K(BZ,,) mn bir alt halkasim yaratir. Bu alt halka,

KO(BZ,y,) ile izomorfiktir. Burada KO (BZ,y), BQ4 siniflandirma uzayinin reel topolojik
K-halkasidir.

" geri gekme homomorfizmasi altinda d; — 2 nin, K(BZ,;,) i¢indeki goriintiisii

Y (w) = n* + n~t — 2 dir. Burada v* ; i. dereceden Adams operasyonudur. Ozel olarak

m* geri gekme homomorfizmasi altinda ¢, w ile eslesir. !(w), Onerme 4.3 te agiklanilan

Kuadratik Binom formiilii yoluyla elde edilir.

K(BQ,;) K-halkasi icinde 4.4 Onerme den; dy,; — dy_; = O dir. Bu ifade sadece d, e ve

dolayisiyla sadece ¢ ye bagl bir ifadedir ve k+1. dereceden bir polinomdur.
Benzer sekilde 4.5 Onermede de; i tek ise d; — 2 = ' (¢) oldugunu ispatlamistik.
dy+1 — d—, = 0 ifadesi ¢ cinsinden yazilirsa p**1(¢p) — p*~1(¢) = 0 elde edilir.

Bu polinom g, (¢) ile gosterilmisti. Bu polinomun seri agilima,
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2k2+j—1 (k+j—2

k
92(®) = ko +Zz(]._ Sa =T 2s )+
£

Seklinde oldugu 4.6 Onermede aciklanmistir. Y**1(¢p) — Y*~1(¢p) = 0 oldugundan
921 (@) = 0 elde edilir. Esitlikte 4k¢ yalniz birakilirsa;

4k = ¢*.f ()

Elde edilir. Burada f(¢) € K(BQ,4), ¢ tarafindan yaratilan sanal demettir. Boylece AHSS

nin ana kdsegenin son sayfasindaki 4. filtrasyonu Ex~* iin ¢ tarafindan yaratildig1 agiklanur.

Bu iliskiyi ¢ nin kuvvetleri ile ¢arptigimizda AHSS nin ana kdsegeni iizerindeki tiim 4s.

filtrasyonlar aciklanabilir.

4.8 Onermeden v;.¢p = —2v; ve 4.9 Onermeden v,. ¢ = P*~1(¢p) — ¢ — 2v, oldugundan
V1. ¢ Ve v,. ¢ nin bagimli degiskenler oldugu goriiliir. Dolayisiyla AHSS i¢inde yer almazlar.

4.10 Onermeden ; n = 3 i¢in v;.v, = 4¢ + ¢p? — 2v; — 2v, dir. Bu, K(BQg) icin temel
onermedir. Onermedeki her bir terim ¢ + 2 ile carpildiginda g,,(¢) polinomu elde edilir.
Ayrica 4.10 Onermeden ; n > 4 icin v,.v, = Y*(¢p) — 2v, dir ve yine 6nermedeki her bir
terim ¢ + 2 ile ¢arpildiginda ve gerekli diizenlemeler yapildiginda g, (¢) polinomu elde
edilir. Dolayisiyla g,,(¢p) = 0 esitligini halkayr tanimlayan minimal iliskiler arasinda

yazmaya gerek yoktur.

Buradan n > 4 i¢in K(BQ,n) i yaratan minimal polinomlarin asagidakiler oldugu goriiliir:

vy p = ¢k_1(¢) — ¢ —2v,

U1.¢ = —21]1
vi+2v;, =0
v: +2v, =0

V1.V = lpk(qb) —2v,

Ispat tamamdir.m

Pitt (1973) e gore R(Q‘”‘)/ $2R(Qur) boliim halkasinda ¢ nin order1 4k dir. Benzer sekilde
4

R(Qux) / - . .
ONR(04r) boliim halkasinda ¢ nin order1 bulunabilir.
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4.6 Onermeden ; ¢? nin katsayis1 @ igindeki 2 nin kuvveti k = 2" 2dir. Ayrica ¢ nin

n

katsayist 4k = 2" oldugundan aradaki atlama —— =4 olur. Bu yiizden ¢"*+le Kadar

n-2 -

4k.4N=1 gtlama olur.

O halde asagidaki sonuca ulasilabilir:

Sonug 4.12: K <S4N+3/Q4k> boliim halkasinda ¢ nin order1 2™V ~2dir.
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5 .Qg QUATERNION GRUBUNUN SINIFLANDIRMA UZAYININ KO — HALKASI

Q,n quaternion grubunun 4 tane 1 boyutlu indirgenmez reel temsili vardir:

x> 1 x> —1
1{y'—>1 ’ (Z{yHl

x—1 x -1
zl{yH—l ’Z3{y'—>—1
Q,n~ quaternion grubunun 2™~3 tane 2-boyutlu indirgenmez reel temsili vardir.

1<r<2"3 vef, = —— olmak iizere

2n—2

[cos(@r) —sin(6,)
sin(0,) cos(6,)
0 1
1 0

Dy
y [

Boylece Q,n quaternion grubunun 1, {3, {,, {3 olmak tizere 4 tane tek boyutlu, D, (1 <r <

2"73) olmak iizere 2™~3 tane ¢ift boyutlu indirgenmez reel temsili vardir.
Toplam olarak, Q,» quaternion grubunun 2™~3 + 4 tane indirgenemez reel temsili vardir.

Onerme 5.1: Reel temsil halkasmin yaratanlari; 1,{;,{,{3Ve D, (1 < r < 2" 3)dir. (Kenso
1987)

c: RO(G) - R(G) mepi altinda {; = n; ve D, = d,, dir. Ancak d,,,, temsilleri reel degildir.
Ozel olarak Qg quaternion grubunun RO(Qg) temsil halkasindaki iliskiler sunlardir:

Onerme 5.2: {3 = (;{, ve {? = ¢? = 1 dir. Bu yiizden de {? = 1 olur. (Kenso 1972)
Ispat: {1, {5, 5 temsil tanimindan agik olarak goriiliir.

Onerme 5.3: {;.D = {,.D = {3.D = D (Kenso 1972)

Ispat:

Qg i¢in D = D, kabul edilecektir. {;.D = D oldugunu gostermek yeterlidir. Digerleri benzer
sekilde gosterilebilir.
x—1
¢ {y s _q dir.
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{;.D = D oldugunu gostermek icin dyle bir P matrisi bulunmahdir ki P({;.D)P 1 =D
olsun. Esitligin her iki tarafi P ile sagdan c¢arpilirsa P({;.D ) = D.P esitligi elde edilir.

x = 1 oldugundan her P matrisi i¢in esitlik saglanir.
y igin;

_ .10 17_70 -1
G.D=1 1]'[1 0] - [—1 0

segersek;

] ve DH[O 1] oldugundan P=[Ccl Z] matrisini

1 0

A N i
I R
Bulunur. Matrislerin esitliginden; b = —c, a = —d bulunur. O halde aranan P matrisi;

1 o I
P = [0 _1] olarak secilebilir. m

Onerme 5.4: D? = 1+ {; + {, + {3 (Kenso 1972)
1spat:

Qg der = 1ven = 3 oldugundan D, temsili su sekilde tanimlidir:

cos(6,) —sin(@l)] COS 7T sm( ) _ [0 — ]
sin(8,) cos(6,) Sm cos( )

0 1
y"’[1 0
0 0 0 1
pp=fx—[) J1®[ Hl=l0 % 0 o
1 0 0 o0
00 0 1
i={r—[7 o® of=lo 1 o o
100 0

Olarak bulunur. Tanimdan;
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(1 0 O 0 ]
xo 1+ +Gre=enele-y=0 1 % °
0 0 0 -1
1 0 0 O
yo l+g+hra=Me-lene-n=0 I 0
0 0 0 -1

D? =1+ + {, + 3 oldugunu gostermek icin dyle bir P matrisi bulunmalidir ki

P(DA)P~1 =1+ 7 + {, + {3 olsun. Esitligin her iki tarafi P ile sagdan carpilirsa

a b ¢ d
2 PTIOR .- e f g h
P(Df) = (1 + ¢y + ¢, + (3)P esitligi elde edilir. P = Pk olsun.
m n o p
X i¢in;
a b ¢ djfo o o0 1 10 0 O][a b ¢ d
e f g R[]0 0 -1 0/_f0 1 0 of]e f g h
i j k II'f/0 -1 0 O 0 0 -1 0 i j k1
m n o plll O 0 O 0 0 0 —-1lIm n o p
d —c —-b a a b c d
h —g —f e|_|e f g h
I =k —j i| |-i - -k -l
p —0 —n m -m —-n —o0 —p

Iki matrisin esitliginden;

a=d b=—-c e=h f=-g l=—-i k=jp=-m n=obulunur. O halde

a b —-b a
P = —el ]lz _kf ] dir. y i¢in benzer islemler tekrarlanirsa;
m n n -m
a b —-b a 0 0 0 1 1 0 0 O a b —-b a
e f f e 0 01 0/]_]0 -1 0 O e f —f e
-1l k k I {lo 1.0 0of |0 0 1 o0 -1 k k l
m n n -mlll 0 0 O 0 0 0 -11llm n n -m
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a —b b a a b —-b a
e ~f f e|l_|-e -f f —e
l k k -l -l k k l
-m n n m -m —-n -n m
Iki matrisin esitliginden;
a=a b=- e=—e f=f l==l k=k m=m n=-n

Bulunur. Buna géore a=f =k=m=1ve b=e =1[1=n =0 alinirsa aranilan P matrisi

bulunur.m

(1,{, ve D; temsillerine karsilik gelen BQg siniflandirma uzayina ait indirgenmis vektor

demetleri soyle tanimlidir:

M= -1
Ah=0—-1
=D, -2

Atiyah-Segal Tamamlama Teoremine gére (ASCT); A4,1,, ® elemanlar1 K(BQg) i yaratir.

Halkay1 iyi tanimlamak i¢in yaratanlar arasindaki minimal iligskiler bulunmalidir.

1 oldugundan ;

(2= +1)%=22+21, +1 =1 olur. Buna gore A2 + 21, = 0 dir. Benzer sekilde;
2=+ 1)2 = 2% + 21, + 1 = 1 olur. Buna gore 13 + 21, = 0 dur.

Onerme 5.3 den; {;.D = ¢,.D = D dir. ® = D, — 2 = D; = & + 2 esitlikte yerine konursa;

GD=X+1).(@P+2)=24,.P+21, + P+ 2 =D+ 2 olur. Buna gore 1,.® + 21, =0
dir. Benzer sekilde; (,.D = (A, +1). (@ +2)=1,.®+ 24, + ®+ 2 =P + 2 olur. Buna
gore 1,.® + 21, = 0 dir.

Onerme 5.4 ten; D? = 1+ ¢ + {, + {5 dir. A, 1,, @ elemanlar esitlikte yerine konulursa;
(@+2)?2=14+2+1+2,+1+ (A +1).(A, + 1) bulunur. Diizenlenirse;

CDZ + 4P = }\1)\2 + 2}\1 + 2}\2
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Elde edilir.

Z(Al) AZ; (I))

Buna gore KO(BQg) = olarak bulunur.

24214 =0
A3+21,=0
. @421, =0
Ay ®+ 21, =0
®2 4+ 4D — Ay — 24, — 24, = 0

3.4.3 Teoremde;

Z ,p=0
Z, D7, ,p=4s+?2
Ly ,p=4s,s=> 1
0 ,p tek ise

HP(BQui; L) =

Olarak verilmisti.
Hp(BQ4k; Zz) - ZZ @ ZZ 1% = 1(m0d8)

HP(BQuy;Z,) = Z, @ Z, p = 2(mod8) oldugundan ve

q(mod8) | 1 2 3 4 5 6 7 8
Ko(s9) Z., Z, |0 7 0 0 0 Z
Cizelge 1.4

Oldugundan AHSS incelenirse Qg i¢in reel ve kompleks filtrasyonlar1 karsilastirildiginda
sOyle bir tablo elde edilir:

Filtrasyonlar (Mod8) | K(BQg) | KO(BQg)
EL! 0 L, ® L,
E%? Z, DL, | L, DL,
E33 0 0
EX* Lg Lg
E>S 0 0
ES™® Z, DL, 0
EZ7 0 0
EZ8 ZLg Lg

Cizelge 1.5
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Buna gore ; K(BQg) = KO(BQg) dir. Fakat n > 4 i¢in benzer bir izomorfizma olmayabilir.
RO(Qg)/ SN+IRO(Q4) boliim halkasinda @ nin ordern1 bulmak icin kompleks halkadaki

benzer islemler yapildiginda su sonug elde edilir:

S4N+3

Sonuc 5.5: KO < / Q8> béliim halkasinda @ nin order1 22V *1 dir.
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6. SONUC

Bu calismada Genel Quaternion grubunun simiflandirma uzaymin K- halkasi minimal
saylida yaratan ve iliskiyle betimlenmistir. Ayrica bu halkadaki ana elemanin order1 da
siiflandirma uzaymin iskeletleri lizerinde hesaplanmistir. Bu calismadaki sonuclar daha

onceki caligmalara gore daha basit ve anlasilir sekilde ortaya konmustur.

Bunun disinda; bir yan problem olarak genel quaternion grubunun siniflandirma
uzaylarinin KO halkas1 da incelenmis ve Qg grubunun siniflandirma uzayiin KO —halkas1 da
tam olarak betimlenmistir. n > 4 i¢in Q,» grubunun smiflandirma uzaymin KO-halkalar1 agik

bir problem olarak durmaktadir.
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7. TESEKKUR
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