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Bu calisgma geometride olduk¢a Oneme sahip yogunluklu yiizeylerin geometrik
Ozellikleri Uzerinedir. Bu konu Uzerine belirlenen hedeflerden birincisi olarak yogunluklu
manifoldlar ile ilgili gerekli tanim ve teoremler incelenerek genel literatiir bilgisi verildi. Ikinci
olarak bazi 6zel sartlar altinda, e* yogunluklu sabit ¢ —ortalama egrilikli donel yiizeyler,
Oteleme yiizeyleri, regle yiizeyler ve helikoidal yiizeyler igin ¢esitli karakterizasyonlar verildi
ve ylizeylerin siniflandirilmasi yapildi.
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This study explores the geometric properties of density surfaces that are very important
in geometry. Firstly, the definitions and theorems related to density manifolds are examined
and general literature information is given. Second, under some special conditions, e* density

constant mean curvature rolling surfaces, translational surfaces, ruled surfaces and helicoidal
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1. GIRIS
Son yillarda Olasilik ve Istatistik’teki uygulamalari sebebiyle, geometride yeni bir alan olan,
yogunluklu manifoldlara iligkin artan bir ilgi bulunmaktadir. Bir Riemann manifoldu tizerinde

bir yogunluk, pozitif bir e® fonksiyonuna karsilik gelerek hacim, kiitle ve alan1 agirliklandirir.

Ormegin; Istatistik ve Olasihik calisanlar igin 6nemli olan G" Gauss uzayi, aslinda

(2m)™/2e7"*/2 Gauss yogunluklu bir Oklit uzayidir. Ayrica yogunluklu manifoldlar

Perelman’m Poincare konjektiiriiniin ispat1 ile de ilgilidir.

Riemann Geometrisi’nin yogunluklu manifoldlara genellestirilmesiyle ilgili ilk
calismalar Frank Morgan tarafindan yapilmistir [1-3]. Ayrica Gromov ve Bayle [4,5], ortalama
ve Ricci egriliginin yogunluga sahip manifoldlara genellestirilmesi Uzerine calismis ve
Gromov' dan sonra Corwin, bir egrinin egriligini ve bir ylizeyin ortalama egriligini, yogunlugu

olan manifoldlara genellemistir [6].

Bu tez g¢alismasinda ise ilk olarak basit yogunluklu manifold 6rnekleri verilip,

yogunluklu manifoldlarin geometrik 6zellikleri ile ilgili incelemeler yapildi.

Ayrica yogunluklu donel yiizeyler, oteleme ylizeyleri, regle ylizeyler ve helikoidal
yiizeylerin minimal olmast durumunda bu yiizeylerin yogunluklu ortalama egriligi incelenerek

cesitli karakterizasyonlar ve siniflandirmalar yapildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 2.1. A bos olmayan bir climle ve V de bir K cismi {izerinde bir vektor uzay1 olsun.
Asagidaki 6nermeleri dogrulayan bir f: A X A — V fonksiyonu varsa A ya V ile birlestirilmis

afin uzay denir.

A1) VP,QReAicin f(P,Q) + f(QR) = f(P,R)

A2)V P € Ave Va € Vigin f(P,Q) = a olacak bigimde bir tek Q € A noktas1 vardir [7].
Tamim 2.2. X bir kiime olsun.
d:Xx X-R

xy) »>dxy)

fonksiyonu,

i. dixy)=0,vxy€eX

ii. dxy)=0ex=y

iii. d(x,y) = d(y,x)

iv. d(x,y) < d(x,y) + d(y,z)

ozelliklerini sagliyorsa d ye X Uzerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir

[8].
Tamim 2.3. Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzay1 da V olsun. V de bir i¢ ¢arpim
islemi olarak, x = (X4,Xjy, ..., Xp) Ve (Y = y1,¥2, --., ¥n) Olmak lzere,
<,>:'VXV->DR
xy) > <xy>=Zii1XVi

OKlit i¢ arpimi tanimlanirsa bu islem yardimi ile A da uzaklik ve ag1 gibi metrik kavramlar

tanimlanabilir. Boylece bu afin uzay Oklit uzay1 adini alir [7].

Tamm 2.4. R?, n- boyutlu standart Oklit uzay: olsun.
d:R" x R" - R

(oY) = dxy) =%y lI= XL, (xi — yi)?




olarak tanimlanan d fonksiyonuna R" de uzaklik fonksiyonu ve d(X,y) reel sayisina da X,y €

R" noktalar1 arasindaki uzaklik denir [7].

Tammm 2.5. R", n -boyutlu OKlit uzay1 ve X,Y,Z € R farkl1 noktalar olsun. W, XZ € R"

vektorleri arasindaki a1 6 olmak tizere, (0 < 6 < m)

(XY, XZ)
cosO = ———
(XY Il XZ |l

ile tanimlidir. Ayrica XY L XZ olmast i¢in gerek ve yeter sart (XY, XZ) = 0 olmasidir [8,9].

Tamm 2.6. M bir manifold ve M nin bir komsulugu V olmak Ulzere, V. € M (zerindeki bir
vektor alani operatoric X: V —U Ty (P) bicimindeki bir fonksiyondur, éylekimoX =1:V >V

donlsiimii bir 6zdeslik fonksiyonudur [7].
Tamm 2.7. A, V vektor uzayi ile birlesen n- boyutlu afin uzay olsun. P € Ave vV € V igin

(P, V)=V, ikilisine A afin uzayimnda bir tanjant vektorii denir.

V P

‘LJ

@,

Sekil 2.1. Tanjant vektor [8].

P noktasinin tanjant vektorlerinin kiimesi T, (P) ile gosterilir ve
To(P) = {V, = (P,¥):P €A, VEV}

seklinde tanimlanir [8].



Tamm 2.8. X bir climle olsun. X nin alt ciimlelerinin bir koleksiyonu t olmak iizere eger t
asagida verilen 6nermeler sagliyorsa X tizerinde bir topoloji ve (X, t) ikilisine de bir topolojik

uzay adi verilir [7].
Tl X, Q€T
T2:Her A; ,A, €T ise A; NA, €T
T 3: T da alinan herhangi sayida elamanlarin birlesimi yine T Ya aittir.

Ornek 2.1. X = {0,1} olsun.

1, ={0,X}, T={0X{0}} Tw={0x{1}} T ={0x{0}{1}}

kolleksiyonlar1 X iizerinde birer topolojidir [10].

Tamim 2.9. X ve Y birer topolojik uzay olsun. f: X = Y seklinde f fonksiyonu tanimlayalim.
Bu fonksiyon strekli ise f=1 var ve f~1 de strekli ise f fonksiyonuna X den Y ye bir

homeomorfizm ya da topolojik dontigiim denir [7].

Ornek 2.2.S' = {(x,y) € R?|x? +y? = 1}ve K = {(x,y) € R?||x| + |y| = 1} olsun. S* =~ K
oldugunu gosterelim [10].

f:S1 — K

xy) > fxy) = (o)

x| +lyl” x| +lyl

y .
X4 = ve y;, = ——ise, bu durumda
LS eyl O YT eyl
|X| + |y| — X | + y | — |X|2+2|X||Y|+|Y|2 —
[x]|+yl [x]|+yl (Ixl+1yD?

0 halde x; ve y; noktalar1 karenin {izerindedir.

.V (x1,y1) = (X2,¥,) € St igin fiyi tanimlidir.

f(xq,y1) = ( - = ) = ( = = ) = f(x2,y2)

) )
X1l +[yel " [xq|+]yal [X2]+[y2] " [x2|+]y2|

i v (2 i) (=2 ) e Kiin

IX1|+lyal”  [x1l+lyal X2 +ly2l” [zl +ly2l

X X
1 — 2 =X, =X, Y1 — Y2 =
[x1|+ly1l  Ix2l+ly2l [x1|+ly1l  Ix2l+]y2l

Yi=Y¥2



boylece f bire birdir.

iii. v (k,t) € K icin f(x,y) = (k, t) olacak sekilde (x,y) € S! vardur.

_ X y _ _ X _ y
flx,y) = ( ) = (kDo k= o ve t=

IxI+lyl” 1x]+]yl
K2=—X _ 2= _ Y __ Glmak iizere,
(Ix]+lyD? (Ix|+lyD?
2+y2 1
k2 + 12 == = = k% +t?
(Ix|+lyD? (Ixl+lyD?
o halde
X = k
_ 1 = Ve
X[ +lyl=7= =1 ¢
Y= e
2 2 _ k t ) 1
x2+y? =12 (g e ) €5

oldugundan f 6rtendir.

iv. f vef 1:K — St

) 7265 = (i )

Sekil 2.2. Cember kareye homeomorftur [10].

Tamim 2.10. X bir topolojik uzay olsun. X nin P ve Q gibi farkli noktalar1 igin, X de P ve Q

noktalarmm i¢ine alan Aj, ve Aq agik alt ciimleleri A, N Ag = @ olacak sekilde bulunabiliyorsa

X topolojik uzayma Hausdorff uzay denir [7].



Tamim 2.11. M bir Hausdorff uzay olsun. Eger her p € M i¢in, R™ deki bir agik kiimeye
homemorfik olacak sekilde p noktasinin bir agik U komsulugu varsa, M Haussdorf uzayina bir
topolojik manifold ya da kisaca manifold denir. Bu durumda boy(R™) = m oldugundan,

manifoldun boyutu m olarak tanimlidir [11].
Ornek 2.3. Manifoldlar i¢in asagidaki drnekler verilebilir [12].

1. R" nin kendisi, n- manifolddur. Gergektende R", Hausdorff, sayilabilir baz1 var ve
birim doniisiimii yerel homeomorfizmadir.
2. S™, n- manifolddur.

3. Mobius seridi, Torus, S?, 2- manifolddur.

Tamm 2.12. M bir diferensiyellenebilir manifold ve M Uzerindeki diferensiyellenebilir vektor

alanlariin uzayi (M) olsun. Bu durumda

g x(M) X x(M) —» C*(M, R)

ile tanimli g bilineer formu simetrik ve pozitif tanimli ise, yani V X, Y € x(M) icin
i g(X,Y) = g(Y,X),
ii. gX,X) =20vevXicing(X,X) =0=X=0

sartlar1 saglaniyorsa g bilineer formuna Riemann metrigi veya metrik tensor denir. Bu durumda

(M, g) ikilisine Riemann manifoldu denir [11].

Tamm 2.13. I € R bir agik aralik olmak tizere,
dif.bilir
awal— R
t— alt) = (o (1), ..., an (1))
fonksiyonuna R"de egri ad1 verilir [7].

Ornek 2.4. Bilinen bazi egri 6rnekleri,

al->R3

t- alt) = (t,t3,0)

ise o bir parabol,



[={tflteRO0<t<2m}
olmak Uzere

B:1- R3

t - B(t) = (r cost, r sint, 0)
ise B bir cember,

) i i 3m 3m
0:I->R*% I=t]|teR, OStSE veya§<t<7 veya 7<t<21r

t = 6(t) = (asect, b tant)
ise 6 bir hiperbol,

y:1- R?, [={t|0<t<2m}

t - y(t) = (a cost, b sint)
ise y bir elipstir [13].

Tanmmm 2.14. E" de bir M egrisi (l,a) koordinat komsulugu ile verilsin. M nin s €

M noktasindaki hiz vektorii birim ise yani || @'(S) || =1 ise M ’ye birim hizli egri denir [8].
Tamm 2.15. 3- boyutlu Oklid uzay1 R3 de birim hizli a: 1 -» R3  egrisi i¢in

T(s) = do'(s)

esitligiyle tanimli T(S) vektoriine a egrisinin a(s) noktasindaki birim teget vektor alani denir
[14].

Tamm 2.16. R3 uzayinda birim hizli  «:l — R egrisi igin

_ a'’(s)
NG = e

esitligiyle tanimli N(s) vektoriine a egrisinin a(s) noktasindaki asli normal vektor alani (birim
dik vektor alani) denir [14].

Tamm 2.17. R3 uzayinda birim hizli a: I —» R3 egrisi igin

B(s) = T(s) x N(s)



vektoriine de o egrisinin a(s) noktasindaki binormal vektor alani adi verilir.
{ T(s), N(s), B(s)} Uglusiline ise a egrisinin a(s) noktasindaki Frenet tigyiizliisti denir [14].

Tanmm 2.18. Vs € licin k(s) = k,(s) = ||T'(s)|| seklinde tanimlanir. k fonksiyonu o egrisinin

egrilik fonksiyonu ve k(s) € R reel sayisina da o nin a.(s) noktasindaki egriligi denir [8].

Tamm 2.19. Bir X: U - R3 diferensiyellenebilir doniisiimiine yama ya da bir lokal yiizey ad1
verilir. Burada U, R? nin bir agik alt kiimesidir. Daha genel olarak eger A, R? nin herhangi bir
alt kiimesi ise, X in U dan R? ye diferensiyellenebilir bir doniisiime genisletilebilmesi sartiyla;
X: A - R? déniisiimiine bir yama denir. Burada U, A y1 kapsayan bir a¢ik kiimedir. X(U) (ya da
daha genel olarak X(A)) X in izi olarak adlandirilir.

Bir yama;
X(u,v) = (%1 (u,v),x,(u,v), ..., xp (u, v))

fonksiyon n-lisi olarak yazilabildiginden, X in u ya gore X, kismi tiirevi

0x,

0xq 0x,
Xy(u,v) = <— (u, V),E (u,v), g (u, v))

ou

ile tanimlanir. X in diger kismi tiirevleri yani Xy, Xyu, Xuy, - benzer sekilde tanimlanir [15].

Tanmm 2.20. Bir X: U - R" yamasinin Jakobian matrisi

0%, (W v) 0%, (u,v)
u Y v Y X, (u, v)\"
JX)(u,v) = ox., axn: - (Xv(u,v)>
(u,v) (u,v)
ou ov

seklinde verilen matris degerli J(X) fonksiyonudur [15].

Sonug 2.1. X: U — R" bir yama olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir:

i. Xy(ug, vp) ve X, (ug, vp) lineer bagimlidir,

y X, Xy Xu.XV)
ii. det (Xv-Xu XX, )’ (ug,vy) da sifirdir.



iii. J(X) Jakobiyen matrisinin (uy, v,) da ranki 2 den azdir [15].

Tamm 2.21. Bir X: U - R" yamasinin V(u,v) € U icin J(X)(u, v) Jakobiyen matrisinin ranki

2 ise, bu yamaya, reguler yama denir [15].

Lemma 2.1. Bir X: U - R" yamasi, ](X) (uo, Vo) in rankinin 2 olmasi sartiyla bir (ug, vy) €

U noktasinda regtlerdir [15].

Tamim 2.22. Asagidaki sartlar1 saglayan M < R™ alt cimlesine regdler ylizey denir. VP € M
noktasi i¢gin R™ de P nin bir V komsulugu ve bir U € R™agik ciimlesinden VN M ye bir X: U -

R™ déniisiimii vardir. Oyle ki;

i. X:U — M bir regiiler yamadir.
ii. X:U - V.n M homeomorfizmdir.

Boylece X~ sirekli bir F:W - R? déniisiimiiniin VN M ye kisitlanmisi olacak sekilde;
X, X" 1: vV n M - U surekli inversine sahiptir. Burada W,V N M yi kapsayan R?nin bir agik alt
cumlesidir.v X: U - M doniigiimiine lokal harita ya da P € M nin bir komsulugunda lokal

koordinat sistemi denir [15].

Tamm 2.23. (M,g) bir m —boyutlu Riemann manifold ve (M,g) de n- boyutlu keyfi bir
manifold olsun. Bu durumda i:M — M déniisiimii bir daldirma ise m —n sayisma M
manifoldunun ekboyutu denir. Eger ekboyut m —n = 1 ise alt manifolda hiperyiizey denir
[11].

Tanim 2.24. M bir m-boyutlu ve M de n- boyutlu diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger
de, : TpM - Ty M

doniisiimii Vp € M noktasinda birebir ise

@:M - M

diferensiyellenebilir déniisiimiine daldirma denir. Bu durumda M manifolduna, M

manifoldunun bir daldirilmis alt manifold denir [16].



Ornek 25. V={(6,9)|0<B<m 0<¢<2m}
F=V — R?
(6,d) — (sinBcos ¢, sinBsind, cosd )

doniistimiinii g6z Oniine alalim. Kolayca goriiliir ki rankF, = 2 dir. BOylece F, ekboyutu 1 olan

bir immersiyondur. Bu S? kuresidir. [11].
Tamm 2.25. ¢: E? > E3
(wv) = (v, f(uv))
seklinde tanimlanan yiizey Monge yiizeyi adim alir. Burada f: E2 - R bir fonksiyondur [17].

Ornek 2.6. U=E?2 olmak Uzere, :U—> R, f=u?+v? olsun. f fonksiyonu diizgiin

oldugundan,

{(p.a,p*+9»):(p,q) €U}

climlesi bir ylzeydir.

@:U->E3 = (uv,u?+v?

olmak Uizere, ¢(U), E3 &klit uzayinda Monge gosterimiyle verilmis bir yiizeydir [18].

Tamim 2.26. Parametrizasyonu X(u,v) = (x1(u,v),X,(u,v),x3(u,v)) seklinde olan bir M

ylizeyinin birinci ve ikinci temel formunun katsayilari, sirasiyla,
E=<X,Xy> F=<X,X,>, G =<X,, Xy >,
L=<X,uwN>, M=<XuwN >, P=<Xy,N>,
seklindedir. Burada

g JaxX 2.1
I Xy X Xy I’ '

yuzeyin birim normal vektor alanidir. Buna gore yiizeyin ortalama ve Gauss egrilikleri ise,

sirasiyla,
_ EP+GL - 2FM 29
~ 2(EG-F?) ’ (22)

10



_ LP—M?
" EG — F2

seklinde hesaplanir [19].
Tamm 2.27. H ortalama egriligi sifir olan ylizeye minimal yiizey denir [19].

Tanmm 2.28. X:U c R* - R? yiizey yamasiin R € U pargasinin Ay gy alan

CAX(R) = f”Xu X XV” dudv
R

seklindedir [20].

Tanim 2.29. M bir n- Riemann manifoldu ve
M —R

bir diferensiyellenebilir fonksiyon olsun.

A: C*°(M,R) — C*(M,R)
f — A f = div(gradf)

olarak tanimlanan A operatoriine M (izerinde Laplace Operatori denir [21].

Tamm 2.30. Eger X:U c R? - R3, R® de H ortalama egriligine ve N:U - R3 kiiresel

doniisiimiine sahip C? sinifindan bir regiiler yiizey ise,
AX = 2HN
dir [22].

Tamm 2.31. M kompakt, sinirsiz, n- boyutlu bir Riemann manifold olsun. O zaman M nin

hacmi
V= f 0,A0,A... AB,
M

dir. M nin bir varyasyonu su sekilde verilir;

11



[={teR: 1<t<1
={ Poo 2}

olmak Uzere
F:M XI —X
(m,t) — F(m,t)
bir diferansiyellenebilir doniisiim olsun ve ayrica Vt € 'icin F nin M X t ye kisitlanmisi bir
f:M xt —X
(m,t) — f(m,t) = F(m, t)
(m,0) — f(m,0) = F(m, 0)

immersiyonu olsun. M X I iizerinde bir gat1 alanin1 e, (m,t) olarak secersek, e; (m,t) ve
e, (m,t) vektorleri (m,t) noktasinda F(m, t) ye , sirasi ile, teget ve normal vektorlerdir [21].
Tanim 2.32. Yonlendirilmis kapali yilizey

X:Dc E2— M2 cE3

(ug,up) — X(uyg,up)

ile verilsin. Burada u, ve u, ylzeyin sabit parametreleridir. Yizeyin birinci varyasyonu,

8 szszzf @ {AH + 2H(H? — K } dS

M2 M2

ile verilir. Burada H ve K sirasiyla yiizeyin ortalama ve Gauss egrilikleridir. Ayrica,
difbilir
@: DcE?—— R

(ug,uz) — @(ug,uy)

seklinde taniml1 bir fonksiyon ve t € (— %, %) olmak tzere

_9
6= ot |t—0
dir [21].

12



Tamim 2.33. (X, A) bir dlgulebilir uzay olsun. A {izerinde tanimli genisletilmis reel degerli

bir u fonksiyonu

) w@) =0

i) VA€EA, p(A) =0

iii) Her ayrik (A,) dizisi icin p( UpZ1 A ) = Xnq 1 (AL)

Ozelliklerini saglarsa bu fonksiyona bir 6l¢ii fonksiyonu veya kisaca 6lgii ad1 verilir [23].

Tanmm 2.34. Bir X kiimesi, X in alt kiimelerinin bir A o- cebiri ve A {izerinde tanimli bir p

oOl¢iistinden olusan (X, A, u ) 6lgiistine bir 6l¢ii uzay adi verilir [23].
Tamm 2.35. R3 de bir regle yiizey,

X(a,B):IxR - R3
(u,v) = X(a, B) (u,v) = a(u) + vB(uw)

doniisiimii ile tammlanir. Burada o: I —» R3 ve B: I - R3\{0} diferensiyellenebilir doniisiimler
ve [ bir agik araliktir. Ayrica o regle yiizeyin dayanak egrisi ve 3 ise regle yiizeyin dogrultmani
olarak adlandirilir [24].

Tamm 2.36. r: R? > R3
r(u,v) = (ucosav, usin av, bv) (2.3)
parametrizasyonu ile tanimli regle yiizeye helikoid adi verilir. Burada a ve b sifirdan farkli

sabitlerdir [25].

Tamm 2.37.1: [0, 2n] X R - R3

r(u,v) = (acosv, asinv, u) (2.4)
parametrizasyonu ile tanimli regle yiizeye dik dairesel silindir denir [13].
Ornek 2.7. r(u,v) = (acosu, asinu,v), G = (0, ZE) x (0,1)

ile verilen noktalar ciimlesini ele alalim. Bu noktalar ciimlesinin kartezyen koordinatlardaki

denklemi
x? +y? =a?, (x,y,2) € R3
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olan dik dairesel silindirdir.

or o or
Ju o0Jv

hesaplanirsa veya

0x 0dy 0z

du Jdu OJul| _
rank ox dy 0z| 2

ov 0dv o0v

oldugu tespit edilirse r(u, v) nin bir yiizey yamasi oldugu goriiliir [26].

Tamm 2.38. E3 de sabit bir M € E3 noktasindan esit uzakliktaki noktalarin geometrik yerine

kiire denir ve S? ile gosterilir. M ye S? nin merkezi, sabit uzakliga da yarigap ad1 verilir.

S? kdiiresinin denklemi,

S2 = {r(u,v)| r(u,v) = (acosusinv,asinusinv,acosv)} (2.5)
seklindedir. Burada a € [0, ), u € [0, 2m], v € [0, ] dir [22].

Tamm 2.39. R3 de I bir diizlem, T diizleminde bir dogru 1 ve ¢ de T da bir nokta kiimesi olsun.
@, | etrafinda dondiiriildiigiinde, elde edilen M nokta kiimesine  ile iiretilmis bir donel yuzey
denir. Bu durumda ¢ ye profil egrisi ve 1 dogrusuna da M nin dénme ekseni adi verilir [15,
27].

I' nin xz-diizlemi, ¢ noktalar kiimesinin de diferensiyellenebilir bir dontisiimii olan o: (a,b) —
@, a(v) = (a;(v),0,0a, (V)),V € (a,b) parametrizasyonuna sahiptir. Buna gore asagidaki

tanim verilebilir:
Tamm 2.40. Bir M donel yuzeyi

r: (0,2m) X (a,b) » R3

r(u,v) = ((x1 (v)cosu, oy (v)sinu, a, (V))

seklinde bir parametrizasyon ile tanimlidir [3].
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3. YOGUNLUKLU MANIiFOLDLAR

Bir (M, g) Riemann manifoldunda, dv, = dv Riemann hacim 0lgiisii olan dogal bir
oOlgli vardir. Daha genel olarak, (M,g, m) uUclisi olan Riemann 6l¢i uzaylar g6z oniinde
bulundurulabilir. Burada m, M (zerinde diferensiyellenebilir bir 6l¢tdir. Bir diger ifadeyle,
@ € C*(M) olmak Uzere dm = e®dv olan (M,g, ¢ ) Uclisl ele alinabilir. Bu durumda

(M, g, @ ) Ugllsu, ¢ yogunluklu manifold olarak adlandirilir.

—m|x|?

Yogunluklu manifoldun ilk 6rneklerinden biri olan e Gauss yogunluklu Oklit
uzay1, Olasilik ve Istatistik alaninda sik¢a gorilmektedir. Bu tir manifoldlar igin farkli drnekler

asagidaki gibi verilebilir:

Ornek 3.1. Kapali Oklit yar1 diizlemi iizerinde (x ekseni iizerinde sinir) smirli bir egri ile bu
egrinin X ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel yiizeyi g6z 6niine alalim. Boylece
ylizey tizerindeki alanlar ve yay uzunluklari, 2wy agirligina sahip yari diizlem {izerindeki alan

ve yay uzunluklarina karsilik gelir [6].

Ornek 3.2. Fizikte, bir nesne farkli i¢ yogunluklara sahip olabilir. Béylece nesnenin kiitlesini

belirlemek i¢in, yogunluklu agirlastirilmis hacmi integre etmek gerekir [6].

_ _12
Tamm 3.1. G™ Gauss uzayi, orijinden r radyal uzakliga sahip (2m)  /2e /2 Gauss

. _r2
yogunlugu ile donatilmis R™ uzayidir. Ozel olarak, Gauss diizlemi, (2m)"! e e yogunlugu

ile donatilmis Oklitsel diizlemdir [6].

Ornek 3.3. Ekonomi ve yonetimde, sik sik insan gruplari ve bu gruplarin alt gruplarinin toplu
Ozelliklerini g6z Onlnde bulundurmak gereklidir. Buyik gruplar icin, bu toplu 6zellikler,

grubun tyeleri iizerinden farkli sahsi oOzellikler (farkli yogunluklar gibi) integre edilerek
belirlenebilir [6].

M. Gromov, bir X € (M, g, @ ) hiperyiizeyinin genellestirilmis ortalama egriligini (ya da
ortalama egriligin dogal bir genellestirmesi olarak agirlikli ortalama egrilik), agirlikli alanin
birinci varyasyonu ile
H, = H+g(N, Vo)
seklinde elde etmistir. Burada H, X nin ortalama egriligi ve N de £ boyunca birim normal

vektor alan1 ve V ise gradient operatoridir [4].
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M, g, @), @ €C*(M), @ >0 yogunluguna sahip bir Rieman manifoldu olsun.
Sinir1 X := dQ olan herhangi bir @ ¢ M Borel kiimesi ve X boyunca N i¢ birim normali igin Q

nin agirlikl hacmi ve agirlikl alani, sirasiyla,

Vo(Q) = fe“’ dv, A,(2) =fe‘P dvs.
Q b

seklindedir. Burada, dv ve dvy , sirasiyla, g ye gore hacim ve alan elementidir. Ayrica, @ = 0
oldugunda, agirlikli hacim ve agirlikli alan, sirasiyla, alisilmis hacim ve aligilmis alana karsilik
gelir.

Y, 0zdeslik donilisiimii olacak sekilde, ¥, t € (—X,2), M nin diffeomorfizmlerinin

diferensiyellenebilir bir ailesidir. Bu durumda,

d

—|  Wyz=X+uN

dtle_o t| u

olsun. Burada X, ¥ boyunca teget vektér alam1 ve u,X Uzerinde kompakt destekli
diferensiyellenebilir fonksiyondur. Daldirilmis bir £ € (M, g, ¢ ) hiperylzeyi, agirlikli alan

fonksiyonelinin bir kritik noktasi1 ise yani tiim kompakt destekli varyasyonlar i¢in

Ap,(W:(®) =0

t=0

dt
seklinde ise bu hiperyiizeye agirlikli minimal ya da ¢ — minimal hiperytizey denir [27].

Bayle’1in varyasyonel formulinden, kompakt destekli tlim varyasyonlar igin

I A(p(‘Pt(Z)) = jH(pue‘p dvy,
z

t=0

oldugu goriiliir. Burada

1 do
“mopaN. TTmop

H H <V, ,N> (3.1)

@ =
ifadesine hiperytzeyin agirhikh ortalama egriligi ya da ¢ — ortalama egriligi denir.

Boylece ¥ nin agirhkh minimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart agirlikli ortalama

egriliginin sifira esit olmasidir.
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@ - ortalama egriligi formiiliinden, j—ﬁ ifadesinin minimal ytzeyler icin geometrik yorumu

asagidaki gibi verilebilir:

d e o . 1 , . .
Gauss uzayinda % , Orijin ile ylizey lizerindeki bir noktanin teget hiperdiizlemi arasindaki

mesafedir. Bu ylizden G3 Gauss uzayinda,

e Diizlemler sabit ortalama egrilige sahiptir ve orijinden gecen duzlemler agirlikli

minimaldir.

e Orijindeki kiireler sabit ortalama egriliklidir ve yaricapt 1/v/2 olanlar agirlikh

minimaldir.

e Eksenleri orijinden gegen dairesel silindirler sabit ortalama egrilige sahiptir ve yarigapi

1 olan dairesel silindirler agirlikli minimaldir [28].

R™ Oklid uzayinda @(x)=YDI,a;x; seklinde lineer bir fonksiyon oldugunda e®™
yogunluk fonksiyonuna log-lineer yogunluk adi verilir. R" de sabit yogunluga sahip herhangi
bir nokta kiimesi hiperdiizlemdir. Uygun bir koordinat degisimiyle, yogunlugun e*n geklinde
oldugu kabul edilebilir. Boylece, e®® yogunluklu R" uzayr R*~! R, carpmmu olarak
diisiiniilebilir. Burada R"~*, (n— 1) —boyutlu Oklit uzay ve R, de e* yogunluklu reel

dogrudur. V,= (0,0,...,1) oldugundan, j—"o =< V4, N >, Nile z — ekseni arasindaki aginin
N
kosintsUdur. ¢- ortalama egriligi tanimindan H,, z — ekseni etrafinda bir 6teleme ya da donme

altinda degismez. Ayrica,

e R" de e*n yogunluklu hiperdiizlemler sabit ortalama egrilige sahiptir,

e R" de x,- eksenine paralel olan e*» yogunluklu hiperdiizlemler sifir ortalama egrilige
sahiptir,

e Uretecleri x, — eksenine paralel olan dairesel silindirler sabit ortalama egrilige

sahiptirler [25].

Tamm 3.2. e? yogunluklu Riemann yiizeyinin G, Gauss egriligi,
=G— A

P

ile verilir. Burada G Riemann Gauss egriligi ve A, Laplace operatorudur [6].
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Riemann metrigi g olan bir Riemann manifold (M, g) olsun. M tzerindeki herhangi bir
diferensiyellenebilir f fonksiyonunun Vf gradienti M tizerinde bir vektor alanidir. R™ de lokal

koordinatlar x,,x,,X;5 ..., X, olmak Uzere,

. of

= gl

(Vf)l g aX]
ile gosterilir. Ayrica M uzerindeki herhangi bir diferensiyellenebilir F vektor alani igin, divF,

M (lzerinde skalar bir fonksiyondur ve

divF = — aixi(,/detgiiFi)

det gl

seklinde tanimhidir. M (zerindeki v Riemann hacmi

v =4/ detgV dx,dx, ...dx,

olarak tanimlidir.

Lemma 3.1. (Rieman manifoldunda divergens teoremi) M yonlendirilmis bir Riemann
manifoldu olsun. M (zerinde kompakt destekli herhangi bir diferensiyellenebilir X vektor alani

ve parcali diferensiyellenebilir dQ) sinirina sahip herhangi bir Q € M agik kiimesi igin
JodivXdv= —[ <XN>da (3.2)

dir. Burada N, 0 boyunca birim normaldir [19].

Buradan bazi integral 6zdeslikleri elde edilir. Tlk olarak (3.2) de X yerine fX yazilirsa asagidaki

tlrev ozdeslikleri;
divfX = f. divX+< V£, X >= f. divX + X(f) (3.3)
ve Diverjans teoreminden,

J fdivXdv + [ X(Ddv =~ [, <X,N > fda (3.4)

oldugu ifade edilebilir. Diverjans teoremine gore diferensiyellenebilir her ffonksiyonu ve

diferensiyellenebilir F vektor alani igin, Fyada fkompakt destekli olacak sekilde
Jy fdivEdv=— [ <VLF>dv (3.5)
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olur. Burada <.,.>= g(.,.) dir. Ozel olarak, eger { fonksiyonu icin F = Vy ise,

Jy fdivV dv =~ [ <VEVY >dv (3.6)
elde edilir.

M Riemann manifoldunun Laplace operator,

A:=divoV

ile verilir. (3.6) dan ise

Jy BY dv=— [ <VEVY >dv= [, ¢Afdv.

Green formulu elde edilir.

Bu esitliklerin yogunluklu manifoldlardaki karsilig1 asagidaki gibidir:

w, M Uzerinde e*dv = dp ile tanimli bir dlgii olmak iizere div,, iliskili diverjansi (ya da

@ —diverjans)

1 0
divgF = ——— —(e® ldet; F) 3.7
"~ oo [detg, 0x, By 37

ile tanimlamir ve (M™, g, w) nin ¢-Laplace Beltrami operatori A,

1
Bgi= divg0V.= — div(e®V.) = A.+V,.. (3.8)

ile tanimlanir. p 6lglisiine gore Green formillerinin saglandigi kolayca gosterilebilir, yani

f fA,W dp = — f <VEVY >du = f WA fdp (3.9)
M M M

olur. Burada fve {5, Cg’(M) ye aittir [26].

Riemann diverjans teoremi ve div, Xdv, = div(e® X) dv esitliginin dogrudan bir

sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.1. e? yogunluklu, yonlendirilmis Riemann manifold M olsun. M Gzerinde kompakt
destekli diferensiyellenebilir X vektor alan1 ve pargali diferensiyellenebilir 0Q sinirina sahip
herhangi Q € M agik kiimesi igin,
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fdiv@de@ = - f <X,N > da, (3.10)
Q oQ

dir. Burada N, dQ boyunca i¢ birim normaldir [29].
Ispat: (3.2) den
J dive Xdvy = [ div(e®X) dv
= —faQ< e?X,N >da
=~ [, <X,N>e®da
= —faQ<X,N >daq)
elde edilir.

Z , n- boyutlu (M,g) Riemann manifoldunda gomiili diferensiyellenebilir yonlendirilmis
hiperytzey olsun. £ boyunca diferensiyellenebilir herhangi bir X vektor alani igin, X in X ye

gore @ — diverjansi,

divg X = div*X+< Y, , X > (3.11)
olarak tanimlanir. Burada divZ, (M, g) de X ye gore diverjansdir. Eger N, £ boyunca birim

normal ise asagidaki teorem ifade edilebilir [29].

Teorem 3.2. ¥ = e? yogunluguna sahip n-boyutlu ( M,g) Riemann manifold Gizerinde bir

hiperyizey Z olsun. O zaman
divyN = —(n — DH,, (3.12)

dir. Burada H,, X ylzeyinin ¢ — ortalama egriligi ve N, X hiperylzeyinin birim normal vektor

alanmidir [30].

Ispat: ¢ -diverjans tanimu ile birlikte, ortalama egrilik vektdrii tanimi ve < e;, N >= 0 olmas1

g0z Onune alinirsa,
| 1o,
divyN = e—(pdlv(e N)+< Vg, N>

= divN+< N,V,>
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n-—1
= Z <V, Ne>+<NV,>
i=1
n-—1
= Z(Vei< e, N> —<Vee;,N>)+< N, V,>

=1

= —(n—1) <HN,N>+< N, V,>
1
=~ -1 (H-—=5 <V, N>)

= —(n—-1H,
bulunur [30].

Ozel olarak n = 3 olmas: durumunda, asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.3. S,¥ = e? yogunluguna sahip, 3 — boyutlu manifoldda bir ylizey M olsun. Bu

durumda,
divy,N = —2H,, (3.13)

dir. Burada Hg, S ylzeyinin ¢ — ortalama egriligi ve N, S ylzeyinin birim normal vektor

alanidir [31].
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4. R3de e* YOGUNLUKLU, SABIT ¢-ORTALAMA EGRILiGE SAHIP YUZEYLER

Bu bolimde R3 de e? log- lineer yogunluga sahip bazi sabit ortalama egrilikli
yuzeylerin sabit ¢ ortalama egriligine sahip olmalar1 durumunda cesitli karakterizasyonlar

verilip daha sonra bu tiir ylizeyler ile ilgili genel bir siniflandirma yapilmistir.

4.1. R3 de e? Yogunluklu, Sabit ¢-Ortalama Egrilige Sahip Regle Yiizeyler

Sekil 4.1. X(u, v) regle yuzeyinin e* yogunluklu H, ortalama egriligi [32].

Sekil 4.2. X(u, v) regle ylizeyinin H ortalama egriligi ile e* yogunluklu H, ortalama egriliginin iliskisi

(M H ortalama egrilik, M : H,, ortalama egrilik ) [32].
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Tanmm4.1.1. R? de ortalama egriligi sifira 6zdes olan regle yiizeye minimal regle ylzey ad
verilir [24].

Sabit ortalama egrilikli regle ylzeyler ile ilgili karakterizasyon asagidaki teoremler ile

verilebilir:
Teorem 4.1.1. R3 uzayinda minimal regle yiizeyler ya diizlem ya da helikoiddir [25].

Teorem 4.1.2. R3 de sifirdan farkli sabit ortalama egrilige sahip yalniz regle yiizeyler dik
dairesel silindirdir [33].

(2.3) ile parametrize edilmis helikoidin birim normal vektori (2.1) formuliune gore

Iy XTIy (bsinav, —bcosav, au)
N = = (4.1.1)
”ruxrvll vV a%u? + b2
seklinde elde edilir.
Simdi R3® de e% = e® yogunluguna sahip bir helikoidin ¢ — ortalama egriligini
hesaplayalim:

¢ = z yogunluk fonksiyonunun gradient vektori V,= (0, 0, 1) seklindedir. YUzeyin N normali

ve V,, gradienti, (3.1) esitliginde yerine yazlirsa,

(bsinav, —bcosav, au)
v a%2u? + b2

olur. Gerekli iglemler yapilirsa, yogunluklu ortalama egrilik

1
H(p = _E< (0101 1)1

—au
o = Vo 752 *12)

olarak elde edilir. Buna gore agagidaki sonug verilebilir:

Sonug 4.1.1. R?® de e®=?yogunluguna sahip, sabit ¢ — ortalama egrilikli minimal regle

ylizeyler yalnizca diizlemdir.

Ispat: R3 deki her bir diizlem igin < Ve, N > = sabitolacagindan H, nin sabit oldugu agiktir.
Diger minimal regle yilizey olan helikoidin (4.1.2) ile verilen ¢ —ortalama egriligi sabit

olamayacagindan, helikoid sabit ¢ —ortalama egriligine sahip degildir.
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Simdi R3 de e? = e? yogunluguna sahip bir dik dairesel silindirin ¢ — ortalama

egriligini hesaplayalim:

(2.4) ile parametrize edilmis bir dik dairesel silindirin birim normal vektérd, (2.1) formiline

gore

EPEULL S inv, 0 4.1.3
= Troxrod = (—cosv, —sinv, 0) (4.1.3)

seklinde bulunur.

Yuzeyin N normali ve V,= (0,0,1) gradienti, (3.1) esitli§inde yerine yazildiginda,

1 .
Hy =23 < (0,0,1), (—cosv, —sinv, 0) >

elde edilir. Buradan

Hy = —

olur.
Bdylece asagidaki sonug verilebilir:

Sonug 4.1.2. R? de e® yogunlugunluklu sabit ortalama egrilikli regle yiizeyler (silindirler),

sabit ¢ — egriligine sahiptir.
4.2. R3 Uzayinda e? Yogunluklu, Sabit @-Ortalama Egrilige Sahip Donel Yiizeyler

Teorem 4.2.1. R3 uzayinda minimal bir dénel yiizey ya bir dizlemdir ya da bir katenoiddir
[34].

Tamim 4.2.3. Katenoid, xz- diizleminde parametrizasyonu a(v) = (c cosh (%)0 v) seklinde

olan zincir egrisinin (catenary) z-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan minimal bir dénel

ylzeydir. Bu ylizeyin standart parametrizasyonu,
v . v
r(u,v) = (c cosu cosh (E) ,Ccsinu cosh (Z) ,V) (4.2.1)

seklindedir [28].

Bu yizeyin N birim normal vektoru;
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v A
ry = (—csinucosh—,ccosucosh—,O)
C C

ry = (cos usinh (‘—é) ,sinu sinh (%) , 1)

ro X T (cosu, sinu,—sinhz)
=2 ¥ - — (4.2.2)
Il ry X1yl coshE
seklindedir.

Simdi e* yogunluklu bir katenoidin yogunluklu ortalama egriligini hesaplayalim:

Yogunluk fonksiyonu ¢ = z geklinde alindiginda, bu fonksiyonun gradienti V,= (0,0, 1)

olur. Ytzeyin birim normali ve V, vektoru (3.1) de g6z oniine alinirsa ¢ -ortalama egriligi,

. L LV
(cosu, sinu, —sinh E)

1
H, = -3 < (0,0,1), >,

vV
cosh—
C

(4.2.3)

an
I
I
I
ct
Q
=
=
|

elde edilir.

Sonug 4.2.1. R3 de e? yogunluklu, sabit ¢p — ortalama egriligine sahip minimal dénel yiizeyler

yalnizca diizlemlerdir.

Ispat: R? de bir diizlem igin < Ve, N > = sbt oldugundan diizlemin sabit ¢ — ortalama
egriligine sahip oldugu agikca goriiliir. Kabul edelim ki diger bir minimal donel yiizey olan

katenoid, sabit H,, — egriligine sahip olsun. Bu durumda (4.2.3) esitliginin v ye gore tlrevi

alinirsa ﬁ = 0 celiskisi elde edilir. Dolayisiyla kabuliimiiz yanlis olup, katenoidin sabit
cosh-~

H,, egriligine sahip olmadig1 sonucu elde edilir.

Teorem 4.2.2. R3 uzayinda sabit ortalama egrilikli donel yiizey bir kiiredir [33].

Sabit ortalama egrilikli bir donel yizey olan kiirenin, ¢ — ortalama egriligi i¢in asagidaki

sonug verilebilir:
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Sonug 4.2.2. R3 de sabit ortalama egrilikli donel yiizeyler, sabit ¢ — ortalama egriligine sahip
degildir.

Ispat. (2.5) ile verilen kiire yiizeyin birim normal vektorii (2.1) den,
N = (—cosusinv, —sinusinv, —cosv)
seklindedir. Yiizeyin ortalama egriligi (2.2) den,

1
H=-—
a

olarak bulunur. Yogunluk fonksiyonu ¢ = z seklinde alindiginda, bu fonksiyonun gradienti
Vo= (0,0, 1) olur. Yiizeyin birim normali, ortalama egriligi ve V,, vektori (3.1) de goz éniinde

bulundulursa ¢ -ortalama egriligi,

Hy = 373 < (0,0,1), (—cosusinv, —sinusinv, —cosv) >

H _1+1
¢ =7 H5cosv

seklinde elde edilir. Hy, nin v ye gore tiirevi almirsa sinv # 0 olup V v € [0, 1t] i¢in bu esitlik

saglanmadigindan H,, nin sabit olmadig1 sonucuna varilir.

4.3. R3 Uzayinda e? Yogunluklu, Sabit @-Ortalama Egrilige Sahip Minimal Helikoidal

YUzeyler

Tamm 4.3.1. R3 de xz- diizleminde, I c R agik aralif iizerinde tanimli regiiler bir y(u) =

(g(w),0,f (u)), g(u) > 0 diizlem egrisi olmak lzere, R? de

cosv. —sinv 0\ /f(u) 0
X(u,v) =|sinv cosv 0 0 |+h(o0
0 0 1/ \g(u) %
seklinde tanimli bir M yiizeyine; Oz eksenli, h adimli (pitch) ve profil egrisi y olan bir
helikoidal ylizey denir. Burada h bir sabittir. Yani M yiizeyi,

X(u,v) = (g(u) cosv,g(u) sinv, f(u) + hv)

seklinde parametrize edilir[35].
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Genelligi bozmaksizin profil egrisi y(u) = (u,0,f(u)) seklinde kabul edilebilir. Bu
durumda M helikoidal yiizeyi;

X(u,v) = (ucosv,usinv,f(u) + hv)
olur. Burada f, I aralig1 tizerinde taniml1 diferensiyellenebilir bir fonksiyondur.
Dogrudan bir hesaplama ile, yiizeyin N birim normal vektori ve H ortalama egriligi, sirasiyla,

_ (hsinv — uf'(u)cosv, —hcosv — uf’(u)sinv, u)

(h2 + (1+ f'z)uZ)%

, (4.3.1)

u? + h2)uf” (u) + u?f3 () + (u? + 2h)f’
H= ( Juf”’ (u) (u) (3 ) (43.2)

2(h? +uz(1+£2))?

seklinde elde edilir .

Simdi R3 de M nin e®, ¢ = z yogunluklu bir helikoidal yiizey oldugunu kabul edelim ve

ylizeyin minimal olmasi durumunda ¢ — egrilikli ortalama egriligini hesaplayalim:

(3.1) esitliginde, (4.3.1) ve V,= (0,0, 1) gradient vektori goz 6niine alinirsa;

1 hsinv — uf’(u)cosv, —hcosv — uf’ (u)sinv, u
Hy = —2(0,0,1),¢ W (e, W,

(h2 + u2(1+ f'z))%

u

2(h? + u?(1+ f'z))%
bulunur. Boylece asagidaki sonug verilebilir:
Sonug 4.3.1. Sabit ¢ — egrilikli minimal helikoidal yiizeyler yalnizca diizlemdir.
Ispat. Eger H,, sabitise (h? + u?(1 + f’z))% = cu, ¢ € R* gibi bir sabit olmalidir. Buna gore,
h? +u?(1 + %) = c?u?
h? = u?(c? — 1 —f"%)

12 2 hz
P=ct-1- (4.3.3)
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olur. (4.3.3)esitliginde |c| > 1 olmasi gerekir. Buna gére ¢ — 1 = d denirse,

h2
f’ = i d-— U_Z (434)
ya da
h? h
hu [d — —tan™! | —

hZ \} 2 («/ 2 _ 2)
f=u|d——+ d du® —h (4.3.5)

u? du? — h2

seklinde elde edilir. Simdi (4.3.3) de bulunan fonksiyonun (4.3.2) de H = 0 durumunda
(u? + h2)uf” (u) + uf">(u) + (u2 + 2h)f =0 (4.3.6)
seklinde elde edilen denklemi saglayip saglamadigini inceleyelim:

(4.3.6) denklemi diizenlendiginde

(u? + h2)uf"(w) + [(1+ £2(w) ) u? + 2h] £'(w) = 0 (4.3.7)

seklinde yazilabilir. (4.3.3) esitliginden 1 + f'* = ¢2 — D ifadesi (4.3.7) de yazilirsa,

u2

2

(u? + h®)uf” (u) + [(c* — %)u2 + 2h]f'(u) = 0. (4.3.8)

(4.3.4) Un tiirevi almip (4.3.8) de yerine yazildiginda,

2

u(u® + hz)(u3f’(U)

) + [c?u? — h? + 2h]f'(u)

h?u(u® + h?) + u®[c?u® — h? + 2h](f'(u))* 0
udf’(u) B

bulunur.
h%u(u? + h?) + u(c?u? — h? + 2h)(f'(u))? =0
olup (4.3.3) yerine yazilirsa,
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h2
h?u(u? + h?) + u3(c?u? — h? + 2h) <d — F) =0

olur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,

h?u3(u? + h?) + u3(c?u? —h? + 2h)(u*d —h?) =0

ya da

c?du’ + (2hd — 2h?d)u® + (2h* — 2h3)ud =0

olur. Bu ise u nun bas katsayis1 c2d # 0 olan bir polinomudur.

Boylece (4.3.5) deki f fonksiyonu H=0 esitligini saglamaz. Bu da ispati tamamlar.

4.4. R3 Uzayinda e? Yogunluklu, Sabit @-Ortalama Egrilige Sahip Oteleme Y izeyler
Tammm 4.4.1. R3 de bir M yiizeyi eger

r:UcR? - R3:(xy) - (xy,z=f(x) +g(y)) (4.4.1)
immersiyonu ile verilirse, M ye 6teleme ylzeyi denir [36].

Teorem 4.4.1. R® de diizlemlerin yani sira tek minimal dteleme yiizeyler

cos(ax)
cos(ay)

1
—In
a

parametrizasyonuna sahip Scherk yizeyidir [36].
Sonug 4.4.1. R3 de sabit ¢ - ortalama egrilikli bir minimal Steleme yiizey yalnizca diizlemdir.
Ispat. (4.4.1) parametrizasyonuna sahip bir 6teleme yiizeyin birim normal vektori,

rgxr, _ (—f',—g’, 1)

N ==
R R

seklindedir. e* yogunluklu sabit ortalama egriligine sahip bir 6teleme ylizeyin H,, egriligi

asagidaki sekilde hesaplanir;

N vektorii (3.1) de gbz oniine alinirsa
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(_fli _g,r 1)
ff’z + g’2 +1
1

H, = (4.4.2)
2 /f’z +g%+1

elde edilir. H, nin sabit oldugunu kabul edelim. (4.4.2) nin u ya gore tiirevi alinirsa f' # 0

1
H(p = _E( (0, 0, 1)) );

olmak tizere f" = 0 ve v ye gore turevi alinirsa g’ # 0 olmak (izere g"” = 0 oldugu bulunur.

Bu ise yiizeyin diizlem olmasi anlamina gelir.

Teorem 4.4.2. R® de sifirdan farkli sabit ortalama egrilikli tek Gteleme yizey, bir dik dairesel
silindirdir [33, 37].

Sonug 4.4.2. R3 de sifirdan farkli sabit ortalama egrilikli 6teleme yiizeyler (dik dairesel silindir)

sabit ¢ — ortalama egriligine sahiptir.
Ispat: Sonug 4.1.2. den agiktir.

Siiflandirma: R3 uzayinda M bir minimal regle, helikoidal, dénel ya da Steleme yiizeyi olsun.

Eger M sabit ¢ — ortalama egrilige sahip ise M bir diizlemdir.
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