SIRALI UZAYLARDA FREMLIN TENSOR
CARPIMLARI

Yagmur Nur TONKA

Yiiksek Lisans

Matematik Anabilim Dah
Damisman: Dog¢. Dr. Erdal BAYRAM

2020



T.C.
TEKIRDAG NAMIK KEMAL UNIVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZi

SIRALI UZAYLARDA FREMLIN TENSOR CARPIMLARI

Yagmur Nur TONKA

MATEMATIK ANABILIM DALI

DANISMAN: Dog. Dr. Erdal BAYRAM

TEKIRDAG-2020

Her hakki sakhdir.



Bu tezde gorsel, isitsel ve yazili bigimde sunulan tiim bilgi ve sonuglarin akademik ve
etik kurallara uyularak tarafimdan elde edildigini, tez i¢inde yer alan ancak bu ¢alismaya 6zgl
olmayan tiim sonug ve bilgileri tezde eksiksiz bicimde kaynak gostererek belirttigimi beyan

ederim.

Yagmur Nur TONKA



Do¢.Dr. Erdal BAYRAM damigsmanliginda, Yagmur Nur TONKA tarafindan hazirlanan
“Sirali Uzaylarda Fremlin Tensor Carpimlar1” baglikli bu calisma asagidaki jiiri tarafindan

13.05.2020 tarihinde Matematik Anabilim Dali’nda Yiiksek Lisans tezi olarak oy birligi/ey
cokdugu ile kabul/red edilmistir.

Jiiri Bagkani : Dog.Dr. Nurrettin Cenk TURGAY Imza:
Uye : Do¢.Dr. Erdal BAYRAM Imza:
Uye : Dr.Ogr.Uy. Dilek BAYRAK Imza:

Fen Bilimleri Enstitiisi Yonetim Kurulu adina

Do¢.Dr. Bahar UYMAZ
Enstiti Miduiri



OZET

Yiiksek Lisans Tezi
SIRALI UZAYLARDA FREMLIN TENSOR CARPIMLARI

Yagmur Nur TONKA
Tekirdag Namik Kemal Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danigman: Dog.Dr. Erdal BAYRAM

Bu calisma matematigin bircok bransinda kullanilan tensér c¢arpimlarinin incelenmesi
tizerinedir. Esas olarak sirali uzaylar teorisinde Arsimedyan Riesz uzaylarmin ve Banach
orgiilerinin Fremlin tensor carpimlarinin sistematik bir bigimde incelenmesi amaglanmistir.
Ayrica, Fremlin tensor ¢arpimlari igin tanimlanan pozitif projektif norm irdelenmis ve Riesz
bimorfizmi, Riesz homeomorfizmi, Riesz izomorfizmlerinin, tensor ¢arpimlarindaki
islevlerinin gozlenmesi de hedeflenmistir. Bu baglamda vektér uzaylari, normlu uzaylar ve
siralt uzaylarin tensor carpimlart ile ilgili literatiir taramasi yapilmis, 6n bilgiler bir araya
getirilmis, kanitlardaki bosluklar doldurularak gerekli bilgiler verilmistir.

Anahtar kelimeler: Tensér Carpimi, Projektif norm, Injektif norm, Riesz Uzayi, Banach
orgiisii, Riesz bimorfizmi.

2020, 68 sayfa



ABSTRACT

Msc. Thesis
FREMLIN TENSOR PRODUCTS IN ORDERED SPACES
Yagmur Nur TONKA
Tekirdag Namik Kemal University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc.Prof.Dr. Erdal BAYRAM

This study focuses on tensor products used in many branches of mathematics. The aim of this
course is to investigate Fremlin tensor products of Banach lattices and Archimedean Riesz
spaces systematically in the theory of ordered spaces. In addition, the positive projective norm
defined for Fremlin tensor products are examined and it is aimed to observe the functions of
Riesz bimorphism, Riesz homeomorphism, Riesz isomorphisms and tensor products is chosen
as the target. In this context, literature is searched about tensor products of vector spaces,
normed spaces and ordered spaces, preliminary information is gathered and the necessary
information is given by filling the gaps in the proofs.

Key words: Tensor Product, Projective norm, Injective norm, Riesz Space, Banach lattice,
Riesz bimorphism.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

R : Reel sayilar kiimesi
N : Dogal sayilar kiimesi
X" : X normlu uzayinin siirekli duali
< : Kismi siralama bagintisi
(K[ : Projektif norm
1. : Injektif norm
: : : Injektif norm ile iiretilmis dual norm
||.||w : Pozitif projektif norm
A : A kiimesinin 7 topolojisine gore kapanisi
Xv'y : X ile y elemanlarinin supremumu
XAY : X ile y elemanlarinin infimumu
E" . E sirali uzaymin pozitif kismi
XxY : X veY kiimelerinin kartezyen ¢arpimi
X®y : X ile y elemanlarinin tensér ¢arpimi
X ®Y : Cebirsel tensor ¢arpimi
X ®Y . Arsimedyan Riesz uzay tensor ¢arpimi
X 6A<)Y : Banach orgtileri tensor ¢arpiminin tamlanisi
B ( XxY, Z) : XxY flizerinde tanimh Z degerli bilineer dontigiimler
L ( XY, Z) : X ®Y fizerinde taniml1 Z degerli lineer doniisiimler
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1. GIRIS

Matematigin her alan1 kendine has dinamiklerle tensor ¢arpimlarmi kullanir. Ustelik
tensorler elastite, akiskanlar mekanigi ve genel gorelilik gibi fizigin bazi alanlarinda
karsilagilan problemleri ¢6zmek ve formiile etmek i¢cin matematiksel bir yap1 saglar. Vektor
uzaylarmin direkt toplami, uzaylar iizerinde tanimlanan 6zel bir toplama islemi iken tensor
carpimu vektor uzaylar lizerinde 6zel bir ¢arpim islemi saglayarak yeni uzaylar ve bunlarin
tizerinde yeni yapilar iretir. V ile W vektor uzaylarmin tensoér ¢arpimlari igin aligilmis
notasyon X ®Y kullanilir ve bu tensor ¢arpim uzaymin her bir elemanina tensor adi verilir.
Tensor ¢arpiminin en 6nemli ve yararh bir arag olma 6zelliklerinden birisi vektor uzaylarinin
kartezyen carpimi iizerinde tanimli bilineer doniisiimleri, tensdr ¢arpimi iizerinde tanimlanan

lineer doniisiimlere eslemesidir. Yani, L(X ®Y,H) ile B(X xY,H) o6zdeslestirilebilirdir.

Banach uzaylar1 durumunda ise X ®Y iizerinde uygun bir normun tanimlanmasi gerekir. Bu
amagla tensor ¢arpimlari iizerinde farkli 6zelliklere sahip normlar tanimlanabilmistir. Bu tez

calismada literatiirde sik¢a kullanilan projektif ve injektif normlar ele alinmigtir.

Tensorler ilk olarak 19 ylizyilin sonlarina dogru fizik ve matematik c¢alismalarinda

goriilmektedir. 1884 yilinda Gibbs viicut istiindeki gerilmeler ile ilgili bir ¢alismasinda (zira

tensoOr kelimesi germek, uzatmak anlaminda Latince “tendere” kelimesinden gelmektedir.) R
uzayindaki vektorlerin tensér ¢arpimlarin1 tanimlamis sonrasinda ise bunlari n boyut i¢in
genellestirmistir. Tensorler modern anlamda Voight‘in 1898 yilindaki kristaller iizerine bir
caligmasinda goriilmiistiir. Matematik alaninda ise Ricci diferensiyel geometriye uygulamis
ve Levi-Civita ile yazdigi bir makale Einstein‘in genel gorelilik ¢aligmasinda 6nemli rol
oynamistir. Tensor ¢arpimlarinin bir cebirsel yap1 olan modiiller i¢in genisletilmesi adina ilk
adim H.Whitney tarafindan atilmistir. Banach uzaylarinin tensor c¢arpimlart hakkinda
A.Grothendieck tarafindan yapilan ¢aligmalarin etkisi biiytliktlir. Sirali uzaylar teorisinde
tensor carpimlari hakkinda, A.Hulanicki ile P.R.Phelps tarafindan elde edilen sonuglar olsa da
literatiirde Riesz uzaylar1 ve Banach orgiileri ile ilgili cogu calismada D.H. Fremlin tarafindan

verilen tensor ¢arpimlari referans alinmaktadir.

Bu tez calismasinda esas olarak sirali uzaylar teorisinde Arsimedyan Riesz uzaylarinin
ve Banach orgiilerinin Fremlin tensér carpimlarimin sistematik bir bigimde incelenmesi,
projektif norm &zelliklerinin irdelenmesi ve Riesz bimorfizmi, Riesz homeomorfizmi, Riesz

izomorfizmlerinin, tensor carpimlarindaki islevlerinin gézlenmesi amaclanmistir. Bu ylizden



ilk olarak materyal ve metod bolimiinde diger bolimlerde kullanilacak temel tanimlar,
ozellikler ve teoremler verilmistir. Aragtirma bulgulart bolimiiniin ilk kisminda vektor
uzaylarmin cebirsel tensoér ¢arpimlari tanimlanip bunlarin bazi 6zellikler verilmis, ikinci
kisimda cebirsel tensér garpimlarina baglh olarak normlu uzaylarin tensor ¢arpimlari ele alinip
cebirsel tensor carpimlart tizerinde tanimlanan injektif tensér normu ve projektif tensér normu
incelenmistir. Ugiincii kisimda ise Arsimedyan sirali vektdr uzaylarinin Fremlin tarafindan
tanimlanan tensor ¢arpimlarina yer verilmistir. Son kisimda ise Banach orgiilerinin tensor

carpimlari, pozitif projektif norm kavramu ile birlikte incelenmistir.



2. KAYNAK OZETLERI

Tensor carpimlart fonksiyonel analiz alaninda ilk olarak Murray ve Neumann (1936)
tarafindan yapilan Hilbert Uzaylar {izerindeki c¢aligmalarinda goriildii. Banach uzaylarinin
tensor carpimlar1 iizerindeki normlar hakkindaki ilk sistematik calismalar ise Schatten
(1950)’a aittir. Schatten‘in “Carpim uzaylar teorisi” baslikli etkili ¢alismasi, teorinin en giizel
uygulamalari olan Hilbert uzaylar1 iizerinde tanimli operatdr idealleri, Hilbert—Schmidt
operatorleri ve Schatten-vonNeumann (1946) siniflar1 hakkinda sonuglar igerir. Grothendieck
(1956) tarafindan Bulletin Mathematical Society of Sao Paulo dergisinde yayinlanan “Resume
de la theorie metrique des produits tensoriels topologiques” baslikli makale fonksiyonel analiz
caligmalarin1 derinden etkileyen az sayida makaleden biriydi. Fakat fonksiyonel analiz
alaninda tensor ¢arpimlarina iliskin bir isteksizlik vardi. Ancak, bu makale Lindenstrauss and
Pelczynski‘nin “Absolutely summing operators in L" -spaces and applications” baglikl1 iinlii

makalesinden sonra ¢ok daha ilgi gordii.

Pietsch ve 6grencileri tarafindan tensor carpimlart géz ardi edilerek Banach uzaylari
lizerinde tanimli operator idealleri kategorik tarzda sistematik arastirilmaya baslandi. Bu
kategorik tarz tensor carpimlarinin teorisinin Ogrenilmesinden daha kolaydi. Bunun
sonucunda tensor carpimlarinin hi¢bir sekilde kullanilmadigr Pietsch tarafindan yaymlanan
“operator idealleri” adli kitab1 operatdr idealleri hakkinda zamaninda bilinen ¢ok fazla sey
iceriyordu. Banach uzay teorisinde tensor ¢arpimlarina karsi bir onyargt olsa da projektif
tensOr normu ve injektif tensor normu vektor degerli fonksiyon uzaylarini iceren basit
ornekler sayesinde faydalarini gosterdi. Genel tensér normlar1 hakkinda yeni sonuglar yetmisli
yillarda elde edildi. Bu konudaki dnciil ¢lismalarin en 6nemlisi Saphar ve Kwapein tarafindan
yapilan operatorlerin L° uzaylarina gore ayrisimlart iizerine ¢alismasidir. Ancak bu ¢alisma
operatdr idealleri diliyle yazilmistir. Daha sonra Lotz tensér ¢arpimlart {izerinde operator
ideallerin maksimal normunu temel ald1 (bunlara Grothendieck idealleri deniyordu). Gordon-
Lewis-Retherford operator idealleri tlizerine yaptiklart onemli c¢alismalari Schatten ile
Grothenideck‘in sonuglarina dayandirilmis ve tensor ¢arpimlart metotlarini agik bir sekilde

kullanmaktaydi. Diger taraftan Pisier‘in Banach uzaylari teorisi lizerine ¢aligmasi tensor

carpimlarma dikkat cekti. Calismalari “Izomorfik olarak X ® X =X®, X esitliginin

saglayan sonlu boyutlu Banach uzayr X var midir?” sorusuna yanit vermistir. Pisier‘in
“Banach Uzaylarin Geometrisi ve Lineer Operatorlerin Ayrisimi” baglikli kitabi Banach

uzaylar1 arasinda tanimli bir operatdriin Hilbert uzay1 boyunca bir ayrisima sahip olmasi i¢in
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gereken sartlar iizerine yogunlasmistir. Bu aragtirmalar sonucunda Grothenideck’in
caligmasinda belirtilen sorularin ¢oziimlerine yol agti. Pisier‘in kitabina bakildiginda operator
idealleri ve tensor carpimlar1 agisindan diisiinmenin oldukc¢a faydali oldugu acgik¢a ortaya
¢ikmaktadir. Grothendieck (1956) ’in ¢alismalarini anlamak ¢ok zordu ve bu nedenle tensor
normlarinin daha anlagilir bir bigimde teorisini vermek adina Amemiya-Shiga (1957), Lotz
(1973), Losert-Michor (1976), Michor (1978), Gilbert-Leih (1980) ornekleri gibi birgok
calisma yapildi.

Sirali uzaylar teorisinde ise tensor carpimlari olarak genelde Fremlin‘in yaptigi
insaalar kullanilir. D.H. Fremlin, fonksiyon uzaylarinin dogal tensor ¢arpimlariyla uyumlu
olan baz1 Riesz uzaylarinin tensoér ¢arpiminin genel bir insasin1 temsiller kullanarak inceledi
(Fremlin 1972, 1974). Boyle bir yapinin oldukca karmasik oldugu ortaya ¢ikti. Bu konudaki
referans olan makalesinde Fremlin (1972), iki fonksiyon uzayinin cebirsel tensér carpimi,
alttaki uzaylarin kartezyen ¢arpimi iizerindeki fonksiyon uzay1 olarak goriir ve indirgenmis bir
siralama tanimlar. Bu uzay genel olarak bir Riesz uzayi olmadigi igin, vektdr uzaylarin
tensorel ¢carpimi tarafindan tiretilen Riesz alt uzaylar1 diistintiliir. Fremlin, keyfi Archimedean
Riesz uzaylarinin, Riesz uzayi olan tensér c¢arpimlarini olusturmada basarili oldu. Bu
uzaylarin ingasinda, siirekli fonksiyon uzaylarinin alt uzaylari olarak temsil edilen sira birime
sahip Arsimedyan Riesz uzaylarin1 kullanmistir. Bu insada temsil teorisinin kullanildig1 ana
nokta, vektdr uzaylarinin tensor ¢arpimlarmin bir alt uzay oldugu fonksiyon uzaylarinin
olusturulmasidir. Bu uzaylar tensor carpimlari lizerine bir siralama indirger ve Riesz uzayinin

tamamlanisini verir.

Fremlin tensor carpiminin alternatif bir yapisi, Martinez (1972) 'deki { gruplarinin
tensOr carpimlar1 teorisidir. Grobler ve Labuschagne (1998), Fremlin tensér carpiminin
yapisal bir ingasini verdi. Pozitif elemanlarin elementer tensér carpimlari ile iiretilmis koni
olan vektdr uzaylarinin tensor carpiminin projektif konisini tanimlamis ve projektif koninin
diizglin  kapanisinin  tensér carpimi  iizerine uygun bir siralama indirgedigini
gozlemlemislerdir. Boylelikle Fremlin tensor ¢arpimi bu uzaylarin Dedekind tamamlamalari
ile elde edilmistir. Ayrica, Riesz ayrigsma 6zelligine sahip olan Arsimedyan kismi sirali vektor
uzaylarinin tensor carpimini da elde etmislerdir. Diger taraftan tensor carpimindaki sira
evrensel bir donlisim oOzelligini saglamasi gerekmektedir. Riesz ayristirma isleminin

kullanildigi Grobler ve Labuschagne’nin insasindaki 6nemli noktalardan birisi, projektif



koninin relatif diizgiin kapaniginin sadece bir wedge degil tekrar bir koni oldugunun

kanitlanmasidir.



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu ¢alisma esas olarak fonksiyonel analizin Banach uzay teorisi, sirali uzaylar teorisi
ve tensoOr ¢arpimlari teorisinin tekniklerini, araglarini ve metodlarini kullanir. Matematik ile
ilgili ¢aligmalarda literatiir bilgisi ¢ok Onemlidir. Bu nedenle genel bir altyapi olusturmak
adina vektor uzaylari, Banach uzaylari ve sirali vektor uzaylari hakkindaki temel kavramlar ve

sonugclar ispatsiz olarak bu boliimde verilecektir.

Tamm 3.1. (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985) ' cisim ve V bir kiime olsun. Eger sirasiyla

toplama ve skalar ile ¢arpim olarak adlandirilan

+:V xV oV < FxV oV

ve

(m,n)—>m+n (a,m)—am

islemleri asagidaki kosullart sagliyorsa (V,F,+,-) dortliisiine bir vektdr uzayi1 denir. Veya

alisilageldigi lizere kisaca V, [ cismi iizerinde bir vektor uzayidir denir.

i. vVmneVigin m+neV,
ii. vVmneVigin (m+n)+l=m+(n+l)eV,

iii. 0eV vardir 6yleki VmeV igin m+0=0+m=m,

iv. VmeV i¢in m+(—m)=0=(-m)+m olacak bicimde —m eV vardr,
V. VaeF ve mneV igin a(m+n)=am+an,

vii Va,feF ve meVigin (a+fg)m=am+ fm,

vii. Va,feF ve meVicin (¢f)m=a(fm),

viii. meV i¢in Im=m=ml.

Aksiyomlarda gegen 0 elemanina toplamaya gore etkisiz eleman veya vektor uzayimin

sifir, (—M) elemanina ise m elemanimin toplamaya gore tersi denir. Bir vektdr uzayinin her

bir elemanina da vektor adi verilir.



Tamm 3.2. (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985) X vektor uzaymin bostan farkli bir alt kiimesi
Y olsun. Eger Y kiimesi X vektor uzayindan indirgenen islemlere gore bir vektor uzayi ise Y

kiimesine X vektor uzayinin alt vektér uzay1 denir.

Agik olarak, X vektor uzaymin asikar alt uzaylar1 adi verilen {0} ve X alt uzaylardir.

X vektor uzaymin kendisinden farkli olan alt uzaylarina ise 6z alt uzay denir.

Teorem 3.3. (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985) X vektor uzayinin bir alt kiimesi Y ’nin alt

vektor uzay1 olmasi icin gerekli ve yeterli kosul VaeF ve Vx,ye X i¢cin X+yeY ve

axeY olmasidir.

Ornek 3.4. Bos kiimeden farkli olan Q kiimesinden X vektér uzayma tanmimli tiim
fonksiyonlarin olusturdugu X© , f,geX Q olmak  lzere Vx e Q i¢cin
(f + g)(x) =f (X)+ g (X) ve (f.g)(x) =f (x).g (X) olarak tanimlanan ve noktasal toplama

ile noktasal carpma adi verilen iglemler ile bir vektdr uzayidir. Aslinda vektor uzaylariin

cogu bazi fonksiyon uzaylarinin alt uzaylaridir.

Tamm 3.5. (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985) X vektor uzayi ve {X1 Xy yeeny Xn} c X olsun.

n
I. ie{1,2,...,n} icin o €F olmak iizere Y=Y X =X +aX+, e+, X

n"n
i=1

vektoriine X, X,,...,X, vektorlerinin bir lineer kombinasyonu ad1 verilir.
i. 1=12,..,n i¢cin ¢ €F oldugunda Zlocixi =0 iken o; =0 Onermesi dogru ise
{Xl, Xy yeens Xn} kiimesi lineer bagimsizdir denir. Aksi durumda kiimeye lineer bagimlidir denir.

iii. X’ in sonlu olmayan bir alt kiimesi M’nin sonlu elemani her alt kiimesi lineer
bagimsiz ise M lineer bagimsizdir denir.

Iv. X ’in herhangi bir alt kiimesi M’nin elemanlar1 ile olusturulacak tiim lineer

kombinasyonlarinin kiimesi M’nin gerdigi (lirettigi, dogurdugu) kiime denir ve Sp(l\/l) ile

i=1

n
gosterilir. Yani Sp(M )= {Z a.X o, €Fvex,X,,...X, eM } olur. Kolayca gdsterilebilir

kisp(M ), M’yi kapayan en kiigiik alt uzaydur.



v. X vektdr uzaymin bir alt kiimesi M lineer bagimsiz ve Sp(M)= X ise M

kiimesi X i¢in bir bazdir ve tabandir denir. O halde M bir baz ise X ’in her eleman1 M ’nin
elemanlarinin bir lineer kombinasyonu olarak tek tiirlii yazilabilir.

vi. X vektor uzaymin her bir bazi aymi kardinaliteye sahiptir. Buna gore baz

vektorlerin sayisina vektdr uzaymin boyutu denir ve genelde dim(X) ile gosterilir. Baz

vektorlerinin sayist sonlu ise X sonlu boyutlu vektor uzayi, aksi halde sonsuz boyutlu vektor

uzay1 denir.

Tammm 3.6. (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985) X vektor uzay olmak iizere Vu,ve X,
VaeF i¢in asagidaki ozellikleri gergekleyen |||| X —>R+U{O} fonksiyonuna X uzay1

{izerinde bir norm ve (X , ||||) ikilisine de normlu uzay denir.
i. |u|=0eu=6
ii. [u[=0
i, o] -laflu
v, fusv]<ul+ v

(X,|) normlu uzay olmak iizere, Ac X alt vektdr uzayma norm fonksiyonun

kisitlamasi ile elde edilen (A, ||||| ) normlu uzayina alt uzay denir.
A

Ozel olarak d:XxX >R, d (X, y)=||x—y|| fonksiyonu X {izerinde bir metrik

tanimlar. Norm ile tanimlanan bu metrige norm tarafindan tiretilen (veya indirgenen) metrik

ad1 verilir. Eger indirgenmis metrige gore (X,d) tam ise (X||||) Banach uzay1 olarak

adlandirilir.

Normlu uzaymn B, ={X€ X :||x||£1} kiimesine X’in kapali birim yuvari denir.

Normlu uzayin bir alt kiimesi A i¢gin Ac aB, olacak bigimde bir & € R" varsa A kiimesine

norm sinirhidir denir.



Baz1 Banach uzay 6rnekleri asagida verilmistir.

=

i. X =R" olmak iizere [(X,%,..X,)

:[gxﬂz Oklid normu (R",||.[) bir
i=1

Banach uzayidir.

i 0, ={(x,), cR:(x,),,, smrl) dizi uzayr |(x,),]. =sup{|x|:neN} normu

neN

ile normu Banach uzayidir ve C, = {( X0 )y CRIX, — 0} :

c= {(xn o SRI(X,) yakmsak} ayn1 norm ile alt uzaylardir.

iii. 1< p<ow igin Lp(X,,u) uzayi ||f||p :[I|f|p d,ujp normu ile Banach uzayidir.
X

iv. Q topolojik bir uzay olmak iizere C(Q)= {f Q>R f sUrein} vektor uzay1
normu ile Banach uzayidir.

Tamm 3.7. (X ||||) bir normlu uzay1 igin X ={f:X - R: f strekli} kiimesi X’in siirekli

veya norm duali olarak adlandirilir ve fonksiyonlar i¢in verilen noktasal toplama ve skalar ile

carpma islemlerine gore vektor uzayi,

f ||X = sup| f (x)| normu ile bir Banach uzay1 olur.

e

X norm duali de bir normlu uzay oldugundan (X *)* duali tanimlidir ve bu normlu

uzaya X ’in ikinci duali denir. Iyi bilinen bir sonugtur ki her normlu uzay ikinci duali i¢ine

C: X > X7, (C (X))( f ) =f (X) kanonik doniistimii ile gdmiilebilir.

Tamm 3.8. (X||||X) bir normlu uzay olmak iizere asagidaki kosullar1 saglayan (Y||||Y)

Banach uzayima X’in norm tamlamasi denir.

i. @:X =Y injektif lineer dontistimii vardir.
ii. ||(p(x)||Y =||x|, saglanir.
iii. ¢@(X),Y icinde yogundur.

Teorem 3.9. Her normlu uzayin bir tamlamasi vardir.



(X||||X) ve (Y,||||Y) normlu uzaylar olmak iizere X xY :{(X, y) [xeX, er},

(xl,y1)+(x2,y2):(x1+x2,y1+y2) ve a(X,y)z(aX,ay) islemlerine gore vektdr uzayi

uzayidir ve X xY iizerinde ||(x, y)

=|x|, + bir norm tanimlar. Aksi belirtilmedikge
wor =X+

X xY lzerinde tanimli fonksiyonlarin siirekliligi s6z konusu oldugunda bu norm

dusiiniilecektir.

Bundan sonraki kisimda sirali uzaylar teorisindeki en temel kavramlar ve teoremler
verilecektir. Bu tanim ve teoremler icin Luxemburg ve Zaanen (1971), Aliprantis ve
Burkinshaw (1985) ve Meyer-Nieberg (1991) referans olarak kullanilmistir. Riesz uzaylari
teorisindeki ilk sonuglar, F. Riesz, H. Freudenthal ve L.V. Kontorovitch ‘in birbirlerinden
bagimsiz olarak ve farkli konularda yaptigi ¢aligmalar ile elde edilmistir. Sonrasinda ise
giinlimilize degin bir¢cok matematik¢i sirali vektor uzaylarma iliskin 6nemli katkilar
saglamigtir. Uygulama alaninda 6rnek vermek gerekirse, ekonomi teorisinde kullanilan bir¢ok

uzay Riesz uzaylaridir.

Tanmm 3.10. X =& icin XxX = {(X, y) X, Ye X} sirali ikili R X x X alt kiimesine X

‘de bir bagint1 denir. Buna gore “ (X, Y) € R < XRy” olur.
I.  Vxe X igin xRx
ii. VX, yeXigin XRy ve YRX ise x =y
iii. VX, y,Ze X igin XRy ve YRz iken xRz

ozellikleri saglantyor ise R ‘ye siralama bagmtisi denir. (X, y)¢ Rve (y,x)§£ R olacak

bigimde X,V € X elemanlar1 varsa bu bagintiya kismi siralama bagintis1 denir. R bagmtisi

yerine "<" sembolii kullanilacaktir.

Tammm 3.11. (Aliprants ve Burkinshaw, 1985) E vektor uzayi {izerinde tanimli siralama
bagintis1 “<” olsun. Buna gore siralama ile vektor uzaymin cebirsel islemleri uyumlu ise,

yani X,y € E olmak iizere
i. Heri¢in z€E icin X<y iken x+z<y+z

ii. Her a e R igin X<y iken ax<ay
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gerektirmeleri saglaniyorsa, E sirali vektor uzayidir denir.

E swrali vektér uzayinda 0<Xx ise X elemanma pozitiftir denir ve tim pozitif

elemanlarinin kiimesi i¢in E* gésterimim kullanilir.

Tamim 3.12. (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985) Sirali vektor uzayi E i¢in her u,v€ E i¢in

uvvi=sup u,v €E ve uAv:i=inf u,v €E ise E Riesz uzay1 veya vektor orgiisii

olarak adlandirilir.

Ornegin asagidaki fonksiyon uzaylari noktasal siralama denilen
f>g & Vvxedom f Nndom g igin f x >g x
siralamasi ile birer Riesz uzaylaridir.

i. X topolojik wuzay olmak {izere C X = f:X——R:f strekli ve

C, X = f:X——=R:f smrh
i (X, 2Zp) olgiim uzay1 ve 0<p<oo olmak lizere
L, :{f EM X,X :f|f|pdu<oo}
X
iii. Klasik dizi uzaylan ¢,,c,£, 1< p<oo .

iv. 2x2 reel matrislerin vektdr uzayr M, (R) ile < siralama bagntisi tarafindan

A<B<B-AeM;(R) tanimlanir ve norm ile H(a‘vi)H = m?X{Z‘aH‘:i, j=1 2} bir

Banach orgiisiidiir. Burada M, (R)pozitif reel girdileri olan tiim matrislerin kiimesidir

(Muzundu, 2012).

Siral1 vektdr uzay1 olup Riesz uzayi olmayan bazi 6rnekler de asagida verilmistir.
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i. X sonsuz elemanli bir kiime ve Q= {Ac X :Asonlu ve cardA=2n,ne N} olsun.

U ={a1,a2,a3,a4}, Vv :{a4,a5} €eQ i¢in UAV =UnNV ={a4} ¢ Q) elde edilir. Dolayisiyla

(Q,<) bir orgii degildir.

ii. Cl[O,l]:{f :[0,1] > R|f , stirekli, diferansellenebilir} fonksiyon uzaymi noktasal

siralama ile C' [0,1] sirali vektér uzayidir. f (X) =X, 0 (X) =1-x, seklinde taniml

f,geC! [0,1] fonksiyonlarimi secelim. c! [0,1] fonksiyon uzayi
1-x, OSXS% X, OSXS%
fvg= ¢C'[0,1] ve fag= ¢C'[0,1] oldugundan
1 1
X, E£xs1 1-x, Estl

c! [0,1] uzay1 Riesz uzay1 degildir.

Tamm 3.13. E Riesz uzayr ve XEE olmak iizere X :=xV0, x = —x VO,

|X| =SuUp X,—X elemanlarina sirasiyla X’in pozitif kismi, negatif kismi1 ve modiilii denir.

Teorem 3.14. (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985) E Riesz uzayinda asagidaki esitlikler her
X, Y € E i¢in saglanir.

i, X=x"—x"
i [x=x"+x
iii. X"Ax =0

V. X= X—y +XAY

Tamm 3.15. (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985) E bir Riesz uzaymin bostan farkli bir alt
kiimesi A olsun.

i. VX,yeA iken XVYEA ve XAYEA ise A’ya alt 6rgii veya Riesz alt uzay1
denir.

ii. YEA i¢in |x|§|y| iken XE€ A oluyorsa A kiimesine kat1 (solid) kiime denir.
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sol A= xeE:dyeAigin |x|§|y| kiimesine de A kiimesinin kati1 zarfi denir ve bu

kiime A‘y1 iceren en kiiciik kat1 kiimedir.

iii. E  Riesz  uzaymin  kati alt  uzaylarina  ideal  adi  wverilir.
n

{yEE:EI A Agren Ay ERT VR T X, Xy, .00 X, € AlliGiN |y|§ZAk|xk|} kiimesine ~ A‘nin
k=1

dogurdugu ideal denir ve A‘y1 iceren en kiigiik idealdir. Bir X € E elemaninin iirettigi ideale
esas ideal denir ve x € E elemanimin iirettigi esas ideal 1, = y€E:3A€R", |y|<A|X|

olur.

Ornegin, E=C 0,1 iginde 0,1 iizerindeki tiim afin fonksiyonlarin alt uzay1 Riesz

alt uzayidir fakat alt 6rgiisii degildir. ¢, £_ igin alt orgii olmasina ragmen ideal degildir. C,,

£__ icin bir idealdir fakat band degildir.

Tanmm 3.16. E vektor orgiisiiniin bos olmayan bir alt kiimesi A ’y1 igeren en kiigiik vektor
Orgilistine A’nin irettigi vektdr Orgiisii denir. Bu ise A’y igeren tiim vektdr oOrgiilerinin

arakesitidir.

Onerme 3.17. (Abramovich ve Aliprantis, 2002) E vektor orgiisiiniin bos olmayan bir alt

kiimesi A i¢in
AN :{inf {a,8,,...8,}18,a,,...,, € A}
ve

A’ ={sup{a,a,...a,}:8,8,,...a, € A}

kiimelerini tamimlayalim ve (A/\ )V =AY, (AV )A = A"” olsun. Buna gore A’nin iirettigi

vektor orgiisii (Sp ( A))/\V = (Sp ( A))vA olacaktir.

Indeks kiimesi | icin X

a €l !

E Riesz uzayinda bir ag olsun. Her o, B € | igin X, <X
ve X, <X, kosullarin saglayan bir v €| varsa X, yukari yonlendirilmistir denir ve x, 7T

seklinde gosterilir. Bu durumda X, T ve sup X, =X ise X, 1T X ile gosterilir. Benzer
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sekilde her o, €| igin x, > X, Ve X, > X kosullarim saglayan bir v €1 varsa X, asag
yonlendirilmistir denir ve X, | seklinde gosterilir. Benzer sekilde X, | ve inf X, =X

ise X, { X ile gosterilir.

Tamm 3.18.(Aliprantis ve Burkinshaw, 1985) Her bir x€E" ve VnéeN igin n™'x 10

saglaniyorsa E Riesz uzayima Arsimedyandir (Archimedean) denir.

Ormnegin, klasik fonksiyon Riesz uzaylari Arsimedyandir. Fakat R?, sozliik

(lexicographically) siralama adi verilen “ X,X, > Vy,Y, < X >V, ya da X =Y,

oldugunda X, >y, ” siralamasina gére Arsimedyan olmayan Riesz uzayidir.

Tamm 3.19. (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985) E Riesz uzayinda |X| < |y| kosulunu saglayan
X,y€E i¢in ||X|| < ||y|| saglantyorsa, E iizerinde tanimlanan || . || normuna Orgii normu ve
E,|.| ikilisine de normlu Riesz uzay: denir. Bu durumda normlu Riesz uzayi E 6rgii

normuna gore tam ise, Banach orgiisii olarak adlandirilir.
Her normlu Riesz uzayr Arsimedyan Riesz uzayidir ve bir Riesz uzaymi: Banach

oOrgiisii yapan tiim normlar denktir. Ayrica her nomlu Riesz uzayinin norm duali ve norm

tamlanis1 Banach orgiisiidiir.

Tamim 3.20. X reel vektdr uzaymnin bir alt kiimesi C asagidaki sartlar1 sagliyorsa X’in bir

konisi denir.

i. C+CCC
ii. Herbir >0 i¢in aCCC
iii. CN—-—C =20

Agiktir ki sirali vektdr uzay E’nin pozitif kismu E*, E icin bir konidir. Ustelik X reel

vektor uzayimin bir konisi C ise “X <y < y—X € C” bagintis1 ile X sirali vektor uzay1 olur

ve X =C saglanr.

Onerme 3.21. E,7 Hausdorff lokal solid Riesz uzay1 i¢in asagidakiler saglanir.

14



i. E* konisi T-kapaldir.

ii. E,7 ’nin topolojik tamlanisi EA,7’: ise E* konisinin 7 -kapanisi EA,7C i¢in bir
konidir ve bu koni ile E,7 , E,7 ’yi Riesz alt uzay olarak iceren Hausdorff lokal solid

Riesz uzayidir.

Tamm 3.22. (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985) X ve Y ayni cisimli vektor uzaylart olmak

iizere T:X —>Y doniisimi xeX, yeY ve aeF igin T(x+y)=T(x)+T(y) ve

T (aX) =al (X) sartlarin1 sagliyorsa T doniisiimiine lineer operatdr denir.

Tamim 3.23. (Aliprantis ve Burkinshaw, 1985) X ve Y normlu uzaylar ve T:D(T)—Y bir

operatdr olsun.

i. Vxedom (T) icin ||TX||Y < C||X||X olacak sekilde ¢ >0 sayist varsa T operatdriine

sinirlidir denir.

ii. T smrh ise |T||= sup M degeri vardir ve bu degere T operatdriiniin normu

wo(r) [ X

denir.

iii. Eger T sinurl ise

IT||= sup |[Tx||= sup [Tx|=inf {1 >0:vxedom(T) igin |Tx| < A|x|}
xeD(T XED(T)

=2 Ix=2
esitlikleri vardir.

iv. T smrhise VX edom (T) i¢in ||TX|| < ||T||||X|| olur.

V. T lineerise “T smirlidir < T siireklidir ”.

Vi. B(X,Y)z{T:X —Y:T lineer ve Szmrll} kiimesi S,T eB(X,Y) ve o R olmak

lizere (T+S)(X)=T(X)+S(X) ve (aT)(X)=(Z(T(X)) islemleri ile bir vektdr uzayidir.
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[T

Ustelik, [|:B(X.,Y)>R,|T|= Supw bir norm tanimlar. Ozel olarak B(X,X) igin B(X)
x#0
gosterimi kullanilir.
vii. Y bir Banach uzayi ise B(X,Y) Banach uzayidir. Buna gore bir normlu uzayin

norm duali her zaman Banach uzayidir.

Tanmm 3.24. (Yildiz ve Erdz, 2009) X ve Y normlu uzaylar ve lineer doniisiim olsun. x e X

ve feY icin T:Y" > X*,(T*f )(x) =f(T(x)) bigiminde tammlanan T" operatériine
T’nin eslegi veya adjointi ad1 verilir.

Tamm 3.25. (Aliprantis ve Border, 2006) iki Banach uzayr X ve Y igin T: X =Y lineer
doniisiim olsun. Eger her x e X igin x| < ||T (X)” < B|X| olacak bigimde a, B eR var ise

T doniisiimiine bir gdmme doniisiimii denir. Bu durumda T (X ), Y ’nin kapali bir alt vektor

uzayl, dolayistyla Banach uzayidir ve X’in Y i¢ine gomiilmesi olarak adlandirilir.

Eger E ve F Banach orgiileri, T:E - F gdmme doniisiimii ayn1 zamanda bir 6rgii

homomorfizmi ise T ’ye 6rgii gommesi denir. Bu durumda T(E), E ile 6zdeslestirilen F

‘nin kapal1 Riesz alt uzay1, dolayisiyla Banach orgiistidiir.

Tamm 3.26. (Aliprantis ve Border, 2006) E ve F Riesz uzaylar1 olmak tizere ¢:E—>F
donlisimii xeE ve YeF igin ¢(X\/ y)=¢(x)v¢(y) kosulunu sagliyorsa orgii (Riesz)

homomorfizmi olarak adlandirilir. Injektif Riesz homomorfizmine Riesz izomorfizmi denir.

¢:E—>F Riesz homomorfizmi olmak t{izere her bir xeE’" igin
¢(X) = ¢(X v 0) = ¢(X) v ¢(0) = (¢(x))+ >0 saglandigindan her Riesz homomorfizmi

pozitiftir. Ustelik, Riesz homomorfizmleri érgii islemlerini korudugundan (15( E) bir Riesz alt

uzaydir.

Teorem 3.27. (Aliprantis ve Border, 2006) E ve F Riesz uzaylari ve ¢:E — F doniisiimii igin

asagidakiler denktir. X,y € E i¢in,

i. ¢:E—F Rieszhomomorfizmdir,
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i. p(xAy)=g(x)rd(y),
iii. §(x")=4(x)" ve ¢(x )=g(x)",
v. o(d)=lo(x).

Tammm 3.28. (Ryan R. A, 2002) X, Y ve Z reel vektor uzaylari olmak {izere A: X xY — Z

doniigimii X,y,z€ X ve a € R igin
A(x+y,2)=A(x2)+A(y,z), Alax,z)=aA(x )
A(x,y+2)=A(xY)+A(x,2), A(x,ay)=aA(XY)

kosullarin1 sagliyorsa bilineer doniisiim olarak adlandirilir. Eger X, Y ve Z swrali vektor

uzaylari ve A( X xY +) < Z" ise A bilineer doniistimii pozitiftir denir.

Tamm 3.29. (Bu, Buskes, ve Kusraev, 2007) E, F ve G Riesz uzaylar1 ve ¢:ExF ->G
bilineer doniisiimii olsun. Her xeE" ve yeF' icin E—>G,z—>¢(z,y) Ve
F—G, z-4¢(x z) dontisimleri pozitif (Riesz homomorfizmi) ise ¢:ExF —>G
doniistimiine pozitiftir (Riesz bimorfizmi) denir.

Onerme 3.30. (Fremlin 1972) E, F ve G Riesz uzaylarn ve ¢:ExF — G pozitif bilineer

doniisiim ise ‘¢(X, y)‘ £¢(|x|,|y|) saglanir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Cebirsel Tensor Carpimlar:

Lineer cebirde skaler ¢arpim X xIF — X, nokta carpim R"xR" — R, vektorel

carpim R®xR® — R®, matris ¢arpimlart M_, xM,  —M_  gibi carpim 6rnekleri vardir.

kxn
Verilen bu 6rneklerde ¢arpim aslinda bilineer bir doniisiimdiir. Bunun gibi bir carpimin bagka
bir 6rnegi de tensor ¢arpimidir. Eger X ve Y, F cismi ilizerinde iki vektor uzaylarinin tensor
carpimlar1 X ®Y, F cismi iizerinde yeni bir vektor uzaydir ve tensér ¢arpimi denilen

®:XxY > X®Y,®(x,y)=x®y doniisiimii bilineer olur. Bu déniisiimii tanimlamak igin

gerekli olan X ®Y vektor uzayi farkli sekillerde insa edilebilir. Bunlardan birisi aksiyomatik

olarak X ®Y vektor uzayinin ve bilineer tensér doniistimiiniin 6zelliklerini belirlemektir.

Tamm 4.1.1. (Purbhoo, 2012) X, Y ve W, F cismi ilizerinde vektor uzaylar1 olmak iizere
®: X xY —>W bilineer doniigiim olsun. X ve Y igin her hangi bazlar sirasiyla B, ve f,
oldugunda ® (S, x f3,) = {®(X1, X)X €pB, %€ ﬂz} kiimesi W igin bir baz oluyorsa

(W,®) ciftine X ve Y vektor uzaylarmnin tensér carpimi denir.

Genelde W vektor uzayr icin X ®Y ve ®(X1,X2) icin de X ®X, notasyonlari

kullanilir. Ayrica tanimdaki kosulun X ve Y vektor uzaylarinin olasi her bazi yerine sadece
bir baz c¢ifti i¢in saglanmasi yeterlidir. Ciinkii asagidaki teoremden goriilebilecegi lizere

yapilan bu tanimlama vektor uzaylarinin bazlarindan bagimsizdir.

Teorem 4.1.2. (Purbhoo, 2012) W bir vektor uzay1 ve ®: X xY —W bir bilineer doniigiim
olsun. Kabul edelim ki W igin bir baz ®(, xy, ) olacak sekilde X ve Y igin bazlar sirastyla

7, Ve 7, olsun. Buna gére X ve Y vektor uzaylan icin herhangi (£, ,) baz cifti icin

®(B,xf,), W igin bir bazdir.

Ispat: Ik olarak W =sp{®(f,xp,)} oldugunu gosterelim. weW  segildiginde

W= Zajk ®(zl i sz) olacak bi¢imde z ey, Ve Z, €y, elemanlar1 bulunabilir. Diger
ik

taraftan X icin bir baz S, oldugundan z,, => b, x, olacak bi¢cimde X, € /5 elemanlan
|

18



vardir. Benzer sekilde Y igin bir baz f, oldugundan z, =>c,.x,, olacak bicimde X,, € 5,
k

elemanlar1 vardir. O halde,

W:Zajk®(zbjlxll7zckm)(2m]: Z ajkbjlckm®(xll’x2m)
ik I k

jachm
esitliginden w e sp ( u(Bx B, )) oldugu goriiliir.

Eger X ve Y sonlu boyutlu vektdr uzaylar ise card {®( B.x B, )} = card {®( VXY, )}

olacaktir. Fakat sonsuz boyutlu vektdr uzaylart icin lineer bagimsizlifin daha farkli olarak

gosterilmesi gerekir.
Kabul edelim ki x, € 5, Ve X,, € B, elemanlar i¢in Zdlmﬂ(xﬂ,xm)zo saglansin.
I,m
Bazlarin degisimine gore X, =ZGU Z;; Ve X =Z fokZa  olacak bicimde z,; ey, ve
j k

Ly €7, elemanlar1 vardir. Dikkat edilmelidir ki, e; elemanlari, b, elemanlarn igin

] it

mm'

Zeljbjl' =0, esitligi anlaminda ters matris formundadir. Benzer sekilde Zk: foCim = O,
J

olur. Boylece

0 :Zdlm ®(X1I’X2m) :Zdlm ®(Zeljzljlz fmeZKJ: szlmelj fmk ®(le122k)
I,m I,m j k j,k Im

elde edilir. ®(7/1><72) lineer bagimsiz oldugundan Vj,k igin Zdlme” f. =0 olur.
I,m

Dolayistyla, her bir I',m" elemanlar1 i¢in;

dl'm' = Z dlmé]l'5mm' = Izdlm (ijl'elj j(;ckm' fmk ) = ;bjl'ckm' (Izdlmelj fmk j =0
,m ,m j j, m

elde edilir.

O halde asagidaki sonug kolayca goriiliir.

Onerme 4.1.3. Eger X ve Y vektor uzaylann sonlu boyutlu ise

dim(X ®Y)=dim(X)dim(Y) olur.
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Tensor carpimi asagidaki bigimde ikiden fazla vektor uzaylari igin de tanimlanabilir.

Tamm 4.1.4. (Purbhoo, 2012) V,,V,,...,V, ve Y, F cismi lizerinde vektdr uzaylari ve
1V, xV, x... xV, =Y, k-lineer doniisiim olsun. Her bir i € {1, s k} icin, V; vektor uzayinin
bir baz1 f, olmak lizere, {,u(Xl, Xy yeens Xk) | X € ﬂl} kiimesi Y igin bir baz ise (Y,x) iftine
V,,V,,...,V, vektor uzaylarinin tensor carpimi denir. Notasyon olarak Y vektor uzay: i¢in

V,®V, ®... ®V, Ve u(X,X,.... %) icin de x, ®X, ®...® X, kullanilir.

Tensor carpim uzayinda c¢alismanin diger bir yolu da X ®Y uzaymi ve tensor
dontisiimiinii bilindik matematiksel objelerle 6zdeslestirmektir. Dogal olarak boyle bir
0zdeslestirmenin yapilabilecegi bir¢ok olasilik vardir. Diger taraftan, sadece X ®Y ile
0zdeslestirdigimiz vektor uzayini belirlemek degil, ayn1 zamanda bu 6zdeslestirmeyi yapmak

icin kullandigimiz bilineer doniisiimii belirlemek te cok 6nemlidir.

Ornek 4.1.5. (Purbhoo, 2012) Sirasiyla satir ve siitun matrislerinden olusan vektor uzaylari

X = IE“nI’O

W

ve Y=F", i¢in X®Y=M_ (F) olur. Ustelik burada tensdr doniisiimii
(x,y)>x®y=(a;) =(yx;)  seklinde tammlanir. Gergekten, Y icin standart baz
{el,ez,...,en} ve X i¢in standart baz {fl, fyr fn} ise M, (IF) icin standart baz {fi ®ej}

olacaktir.

Yukaridaki  ornege benzer olarak y®x:(yixj) tensdr  carpimi  ile

Y®X=M,_, (]F) oldugunu da sdyleyebiliriz. Buna gore X ®Y ile Y ® X ayn1 gibi goriinse

de 6nemli bir fark vardir. Carpimi tanimlamak i¢in iki bilesenin degistirilmesi gerekmistir.

X ®Y ile Y® X arasindaki iliski X xY ve Y x X kartezyen ¢arpimlart arasindaki iliskiye
paraleldir. Fakat (X, y) ve (y, X) elemanlarini birbiri yerine yazarsak bir¢ok soruna yol acar.

Benzer sekilde X ®Y ve Y ® X birbirine dogal olarak izomorfik olduklarindan aynidirlar.
Fakat y ® x kastedildiginde yerine x® y yazilmaz (Purbhoo, 2012).

Ornek 4.1.6. (Purbhoo, 2012) Tek degiskenli polinomlarin vektdr uzayr X = F[X] i¢in tensor
carpimi (g ® h)( X, X2) =0 (X1) h (Xz) seklinde tanimlandiginda X ® X tensér ¢arpimi iki

degiskenli polinomlarin vektér uzayr X ®Y =IF[X1,X2] olur. Gergekten, X i¢in bir baz
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B={Lx X} ise OB ={x®x[i,j=0123. . }={Xx,’ [i,j=0123,..} kimesi
F[Xl,xz] icin bir baz olacaktir. Fakat bu carpim degismeli degildir. Ciinkii genelde

(9®h)(x,%,)=9(x)h(x,)=h(x)g(x,)=(h®g)(x,X,) olur.

Ornek 4.1.7. (Purbhoo, 2012) X, F cismi iizerinde vektor uzayi ise X ® F=X olur. Bu
durumda tensor ¢arpimi @ sadece skaler carpimdir. Bu durumu F=R ozel hali i¢in

gosterelim. Sonlu boyutlu vektor uzayr V olsun. ¢@:RxX —W bir vektor uzayi
(4, X) > @(A,x)=Af(x) ve en az bir f:X —W lineer ddniisiimii i¢in x — f (x) olarak
verilsin  f(A®x)=f (Ax)=4f(x)=¢(4,x) oldugundan f®=¢ oldu. ¢ donisimi

bilineerdir: 4,4, €R, o, R ve xe X olsun.

o(ad+ Phu)=(ad+ph) f(U) = f (u)+ B4 f (U) = ap(4,u)+ Bp(4,u)
olurve AeR, a,feR ve v,v, eV ise

p(Aiax +Bxy, )= AT (au+pv)=A[af (u)+BF (v)]=Aaf (u)+ 1B (V)

=ap(A,u)+ Bp(A,V)

elde edilir. Yani ¢ bilineerdir. f (A®x)=¢(4,X) olur boylece (V,®)sifti Rve V icin
tensor ¢arpimidir. R® X = X de 6zel olarak R=X ise R®R =R “dir. Yani VA, e Rigin
A® u=Au olur. Burada her reel say1 bir tensor ve reel sayilardaki ¢arpma islemi de tensor

carpma islemi olur.

Asagidaki 6rnek Ornek 4.1.5.’nin soyut bir versiyonudur. Eger X =F"_, ve Y =F"_,

col

ise X" =F",, olur. Buna gore Ornek 4.1.5 kullanildiginda X ®Y tensér ¢arpimi M, (F)

wW

ileyani L ( X ,Y) ile 6zdeslestirilmis olur.

Ornek 4.1.8. (Purbhoo, 2012) F cismi iizerinde sonlu boyutlu vektdr uzaylar1 X ve Y olmak

izere feX', ueY igin tensér carpmu (f®u)(x)=f(Xx)u tammlanirsa

X" ®Y =L(X,Y) elde edilir.
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Gergekten X’in bir bazi A={X1,X2,...,Xn} ile olusturulan X~ igin dual baz
A ={f, ... 1} ise f(x)=5, saglamr. Eger xe X ise X=X + B,X,+,....+/3,X, olacak

bi¢imde S €[ vardir. Buna gore,

X) = fi(gﬂixij:gﬁif](x

oldugundan x= f, (X)X, + f,(X)X,+,....+f, (X)X, yazilabilir. Diger taraftan, Y icin bir baz
B={Yi Vs ¥} ise tanim geregi X" ®Y icin bir baz

(o(X*xY)Z: {(p(fi,yj) |feA,y e B} olacagindan S e L(X,Y) segimi ile i=1,...,n i¢in

S (XI ) = Za jiy ; olacak bigimde & ji € F vardir. Dolayisiyla, VX € X i¢in
=}

n

S(x):S( fi(x)xijziznl:fi(x)s(xi)z nl f.( x)(Za Y jzzm:_n a;'f(x

i=1

>

a,(f®yj)} {iia,(“@y)} x)

j=1 i=1

oldugu goriiliir. O halde S = 'S a'(f®y )| olacak bicimde «; €F var oldugundan
J ! yJ ]

j=1i=1

Sesp {(0( X7 xY )} saglanir. Bu ise L( X ,Y) =X ®Y oldugunu gosterir.

Eger X ve Y vektor uzaylari sonsuz boyutlu ise X" ®Y , L ( X ,Y) ‘nin 6z alt uzayidir.
Ozel olarak X ®Y ={T eL(X,Y)| dimR(T)<o}, L(X,Y) lineer sonlu rank

doniisiimlerinin kiimesidir. Bu durum f eX”, U€Y i¢in f ®u doniisiimiiniin rank 1

dontigiimii ve dolayisiyla boyle doniisiimlerin lineer kombinasyonlarinin da sonlu ranka sahip

lineer doniistimler olduklarindan goriilebilir.

Ornek 4.1.9. (Purbhoo, 2012) Q" ve R, Q iizerinde vektor uzaylar olarak diisiiniildiigiinde
ve tensor carpim dontisimii R" tizerindeki skaler ¢arpim olarak alindiginda Q iizerinde bir

vektor uzayi olan Q" ® R =R" tensor ¢arpimu elde edilir.
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Gergekten, Q" i¢in standart baz B={e e,,...e,} ve R icin bir baz j/eR—{O}
oldugunda (a,,a,,...,8,) € R" ise X; €7 olmak iizere & = ZDU ; olarak yazilabilir. Béylece

Zb“ iCi Zbij (ei®xj) olur. Yani Sp{ﬁ@y}:R" olur. Diger taraftan,
]
> ci(e®x)=0ise Vie{l2...n} icin 3 c;(g®x,)= (Z X chjxk] oldugundan
i i j

ZC“ ; =0 elde edilir. Dolayisiyla y lineer bagimsiz oldugundan ¢; =0 elde edilir. Bu ise
L ®y ‘nin lineer bagimsiz oldugunu gosterir.

Vektor uzaylarinin tensdr ¢arpimi bu bolimiin simdiye kadar ki kisminda tabanlar
yardimiyla tanimlandi. Fakat tensor ¢arpimi bilineer doniistimlerle de tanimlanabilir. Bundan
sonra asagida verilen bilineer doniistimlerle verilen ve sonradan lineerlestirme de denilecek

olan tanim1 kullanacagiz.

Tamim 4.1.10. (Gaans ve Kalauch, 2010) X ve Y (reel) vektor uzaylar olmak {izere asagidaki
kosullar1 saglayan (W \ ®) ciftine X ve Y i¢in bir tensor ¢carpimi denir.

i. W bir vektor uzaydir ve ®: X xY —W bilineer doniisiimii vardir.

ii. Eger Z vektor uzay1 ve w: X xY — Z bilineer doniisim ise y =T ® olacak sekilde

birtek T :W — Z lineer doniisiimii vardir.
Asagidaki teorem tensor ¢arpimi igin bir varlik teoremidir.

Teorem 4.1.11. (Gaans ve Kalauch, 2010) X ve Y (reel) vektor uzaylari igin tensor ¢arpimi

(W , ®) vardir.
Ispat: X ve Y vektor uzaylar olmak iizere,

{CRNANCA WA RN n,yn,)}:neN, a,cRvex eX,yeY >
U= i # jise (xi,yi);t(xjyj)

kiimesi i¢in +:U xU - U islemi
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{{(al’ Xl’ yl)""’(am’ Xm’ ym)+(am+1’ Xm+l’ ym+1)""’(am+n’ Xm+n’ ym+n )}}

_ { Z(u V)ai,u,v] (V) € {(%0 Ya) oo (Ko ymm)}}

i=(%,y;)=(u,

seklinde tanimlandiginda (U ,+) bir yar1 gruptur. Benzer sekilde, RxU —U skaler ¢arpma
islemi /1{(051, Xy, Y1 ) seeen (G Xy yn,)} 2{(2,051, X, ¥n ) e (A X, yn,)} seklinde tanimlanirsa,
A,peR ve UU,U,eU igin A(uu)=(Au)u, A(u+u,)=Au+Au, ve lu=u esitlikleri

saglanir. Bu iki igleme gore

(a” Xii» y) y; elemanlar ikiserli ayrik ve Vje{l ..... n} icin

Vl == nj EU
> a;x; =0 olacak bicimde i € {1, 2,..., nj} vardr.

i=1
ve

(% Yy ): % elemanlan ikiserli ayrik ve Vi {1,...,n} igin
V2 = N eU

D a;y; =0 olacak bigimde j €{1,2,...,n;} vardir
=

kiimeleri kapalidir. V ={V,+V,:v, €V,, v, €V,} ise ueU igin OueV olur. Diger
taraftan, U,U, €V i¢in “u, ~u, < u,+(-1)u, eV ” seklinde tammlanan ~ < UxU
bagintist  bir denklik bagintisidir ve bu denklik bagmtist ile olusturulan
W =UN ={[u]:u eU} bolim uzay1 [u1]+[u2]=[u1+u2] ve /I[u]:[/w] islemleri ile vektor
uzayidir.

®: X xY 5>W, ®(x,Y) =[{(1, X, y)}} seklinde tanimli doniisiimiin o, B, at,, B, € R,
X, %€ X, Y,Y,€Y i¢in
®(a1x1+a2x2,y)=[{(1,(alx1+a2x2),y)}} [ a1X1 ]"'[ J

_al[{(lxly ]+az[ {(Lx,y) ] a, ®(x,Y)+a, ®(X,,Y)

®(x Y+ BY:) = {(Lx (By+ By} = {(Lx (By))} |+ {2 % (Boy2))}
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=P I:{(lv X, yl)}:l+ﬂ2 [{(1' X, yz)}] =4 ®(X1 Y1)+182 ®(X, yz)
:ﬂl®(X, y1)+ﬁ2 ®(X’ Y2)

esitliklerinden  dolayr  bilineer oldugu  goriilir. Buna gore WeT  elemam

W= {(0, %, V1) oon( @0 X0 Yo )} | = 0, @ (%, V1) +o+ @, ®(X,, Y,,)  olarak  yazilabilir. Yani,
sp{w(x.y):xe X, yeY}=W olur.

X ve Y i¢in Hamel bazlar1 sirasiyla {ei e I}e X ve {5J. S eJ}eY olsun. ¥

doniisiimii ~ bilineer ~ oldugundan W = Sp{®(é‘i,5 j ) el je J} olur.  Eger,

> 0, ®(5,6,)=0 ise Yo {(1.2,6,)}|=0 olur ki bu ise {(c;,2,6,) i, j=1..nf eV

i,j=1 i,j=1

anlamina gelir. O halde {(0{-- Si,§j):i, ] =1,...,n} =1, +1, olacak bigimde V; €V, ve V, €V,

ij?
elemanlar1 vardir. k=12 icin A, ={(i, j): baz ai(jk) € R i¢in (aigk),gi,éj)e Ik} ise
A, UA, :{(i, i) :1,...,n} saglanir. Eger (i,])e A,nA, iken o;=a’+a? olurken
(i,j)e Ay /JA,NA, oldugunda k=12 igin g —a!Y  olur. Diger taraftan,

1 ]

vlz{(aiﬁl),giﬁj):(i,j)eAl} oldugundan (i, j)e A, icin Z Oti(jl)gi =0 olur. O halde

(i1
{gi (i j)e Al} lineer bagimsiz oldugundan her (i, j) €A, icin ai(jl) =0 elde edilir. Benzer
sekilde her (i, j)e A, igin o’ =0 elde edilir. O halde her i, j=1..,n igin &, =0 olur.
Sonug olarak {®(€i 0, ) el je J} lineer bagimsiz oldugundan W i¢in bir Hamel bazidir.
Kabul edelim ki Tanim 4.1.10 (ii) i¢in Z bir vektdr uzay ve w: X xY — Z bilineer
doniisim olsun. T:S —)Z,T(®(8i,5j))i=l//(8i,5j) doniistimiinii tamimlayalim. Lineer
genislemesi tarafindan T :S — Z bir lineer doniisiim tammlanir. ® ve y  doniisiimlerinin
bilinerliligi T’nin lineerligini gerektirir ve ¥xe X ,yeY igin T (®(X, y)) = t//(X, y)
saglanir. Eger #:S — Z bir lineer doniisim ve VXxe X ,yeY i¢in 0(®(X, y)):u//(x, y)

saglantyor ise @ =T olur. Boylece (W : ®) , XVve Y ‘nin tensor ¢carpimudir.
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Teorem 4.1.12. (Gaans ve Kalauch, 2010) X ve Y (reel) vektor uzaylarinin tensor garpimi
izomorfizmler altinda tekdir. Yani X ve Y igin iki tensoér ¢arpimi (W,®) ve (V\?,@) ise
VxeX,yeYicin ®(xy)=®(&(xy)) olacak sekilde ® :W —W bir lineer bijekif

doniisiimii vardir.

Ispat: (Gaans ve Kalauch, 2010) X ve Y igin baska bir tensor ¢arpimi (V\7,®) olsun. Tanim
4.1.10 geregi (V\7,®) ve ® bilineer déniisiimil igin bir tek ®" :W —>W lineer déniisiimii

vardir ve VXe X, yeY igin ®(X, y):®*(®(x, y)) olur. Buna gore weW igin
n n A ~ *
W=Zai®(xi,y,-) temsili ve W:Zai®(xi,yi)ew elemant vardir ve ® (W)=w
i=1 i=1
saglanir. Bu ise ® doniisiimiiniin drten oldugunu gosterir.
KmmwmeIQQNmmk=2%®mm)w|=2m®mﬁJomw
i=1 j=1

bigimde o, cR, x,w, e X, y,,z, eY elemanlar olsun. Eger ® (k)=®(l) saglanirsa

m

Za@( X,,y,)) > B® (®( 0 ])) ve dolayisiyla Zn:ai@)(xi,y, Z,B ®( 0 J)

j=1 i=1

olur. Tanim geregi (W,®) tensdr carpimi, ® bilineer doniisiimii i¢in Vxe X, yeY igin
®(X, y) = ®*(®(X, y)) olacak sekilde bir tek ® :W —W lineer déniisiimii vardir. O halde,

(5* ‘yi son esitlige uyguladigimizda edilir.

Za@( X Yi ):JZ::A@*(@( i J)):ZO‘@ X Yi) Z'B ®( i J)jk:l

elde edilir. Bu ise ®" ’nin injektif oldugunu gosterir.

Bu sonuglara gore [ cismi iizerinde taniml1 X ve Y vektor uzaylarin tensor ¢arpimu,
B ( XxY, F) lizerinde tanimli lineer fonksiyonellerin uzay1 olarak da insa edilebilir. Soyle ki:

Xe X, yeY icin

X®Y:B(XxY,F)>F, (x®y)(A)=A(x,Y)
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seklinde tanimli temel tensorler i¢cin X ®Y = Sp{X ®y:xe X,y EY} olur. Boylece

n
Ue X®Y tensori A4 elF, x,eX,y, €Y olmak lizere U= Zﬂflxi ®Y, seklinde temsil

i1

edilebilir. Dolayistyla her bir AeB(XxY)igin, u(A)= <A,Z:/7,IXi ® yi> = AA(XY;)
i=1 i=1

olur. Buna gore tensor gapimi i¢in asagidaki 6zellikler vardir.

Onerme 4.1.13. (Ryan, 2002) X ve Y vektdr uzaylari igin X, X, € X ,y,,¥,€Y ve A1eF
olmak tizere, (X, y) eXxY > x®ye X®Y dontsimii i¢in asagidaki 6zellikler saglanir:
i, (tx)®y=x®y+x 0y,
ii. X®(Y+Y,)=x®Yy,+x®Y,,
iii. A(x®y)=(Ax)®y=x®(1y),
iv. 0®y=x®0=0,

Ispat: Kabul edelimki x,x, € X ,y,,y, €Y, 1eF olsun. Her A: X xY — Z igin,
i (%) ®Y)(A)=A(x+%,Y) = Al Y)+ A%, V) = (4 ®Y)(A)+(x, ®Y)(A)
i, (XO(y,+Y,))(A) = A(X Y, +Y,) = A%, Y) + A(X, Y, ) = (x® ) (A)+ (x® Y, ) (A)
iii.  (2(x®y))(A)=A(2xy)=AA(x,y) = A(x.y)
iv. (0®Y)(A)=A(0,y)=A(0xy)=0A(xy)=A(x0y)=0A(xy)

esitliklerinden istenen goriiliir.

n
Sonug olarak, aslinda her bir Ue X ®Y tensoriiniin U :ZXi ®Y, seklinde temel
=

tensorlerin toplami seklinde temsil edilebilecegi goriiliir.
Ornek 4.1.14. (Purbhoo, 2012) R? dogal bazi {el,ez} olmak iizere, R* ® R® tensdr garpimina

gore (1,1)®(L,4)+(L,-2)®(-1,2)=6e ®e, +3e, ®e, olur. Gergekten,

(L1)®(L4)+(L-2)®(-1,2)=(e,+&,)® (e, +4e,)+ (e, —2e,) ®(—€, + 2¢,)

=(e, ®e, +4e, ®e, +e,®e +4e, Qe,)+(—€, ®e +2¢ ®e, —2e, ®e —4e, Qe,)
=be, ®e, +3¢, ®g
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olur.

Ayni diislince tarziyla asagidaki teorem iki temel tensériin hangi durumlarda esit

oldugunu karakterize eder.
Onerme 4.1.15. (Ryan, 2002) X ve Y vektor uzaylari olmak {izere U= in ®y, e X®Y
i=1

tensorii i¢in asagidakiler denktir.
i, u=0

i. VoeX VyeY in Z¢> w(y)=0,
i. ' VoeX icin 2 0(X)y, =0
i=1

iv. Yy eY icn 2w (y)x=0.
i=1

Vektor uzaylarinin bazi 6zelliklerine bagl olarak tensorel ¢arpimlari yapisi iyi bilinen

vektor uzaylari igine gdmiilebilir. Ornegin:

. ZXT@YTJ(X®Y)—>ZXT(X)VT(V) doniigimii ile X ®Y (X ®Y)
i= i=1

i, ix@yiJ(x*,y*)%ix*( X)Y (V) déniisimiiile X ®Y <B(X",Y"),

iii. ZX ®y.j (xy —>ZX ) doniisiimii ile X ®Y cB(X,Y),

iv. | 2%®Y (X)X (%)Y donisimiile X ®Y < L(X7Y),

i=1

i=1

n

vi. | 2% @Y ()= 2% (X)Y; doniisiimiiile X ®Y S L(X,Y),

i=1

V. ZXT®yTJ(X)—>ZX?(X)y? doniisiimii ile X" ®Y < L(X;Y7),
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4.2. Normlu Tensor Carpimlari

Cebirsel tensor carpim, temel tensorlerin sonlu lineer kombinasyonu olarak
tamimlandi. Fakat sonlu olmayan toplamlar, dizilerin limitleri olarak verildiginden bir
topolojiye gerek vardir. Bu kisimda tensér normlari hakkinda genel olarak bahsedilecek ve

0zel olarak projektif norm ve injektif norm adi verilen iki normun 6zellikleri verilecektir.

(X||||X) ve (Y||||Y) normlu uzaylari olmak iizere ||, ve |||, normlar: yardimiyla
X ®Y iizerinde bir norm tanimlanip tanimlanamamas: énemlidir. Ornegin xe X ve yeY
elemanlarinin tanimladigi ||X ® y|| = ||x||||y|| seklindeki bir tanim elemanter tensorlerden olusan

alt uzay i¢cin norm tanimlasa da X ®Y iizerinde genelde norm tanimlamaz. Dolayisiyla

cebirsel tensdr uzaylarmim aksine (X V.| ®) topolojik tensor uzayi (X||||)X ve (Y||||)Y

bilesenleri tarafindan tek tiirlii olarak belirlenemez (Hackbusch 2010).

Tanim 4.2.1. (Hackbusch, 2010) Her bir xe X ve yeY icin [x®y|, =[x||y| sartm

saglayan X ®Y {izerinde tanimli olan herhangi bir norma ¢apraz norm denir.

(X ®Y,||.||®) normlu uzayr sadelik agisindan bazi durumlarda X @Y ile

gosterilecektir.

Bilineer olan ®: (X T )><(Y||||Y ) —>(X ®Y,||.||®) doniisiimiin siirekli olmas1 igin
gerek ve yeter sart Vxe X ve VyeY igin ||®(X, Y)”® <C|X|, [lyl, kosulunu saglayan bir

Cc er sayisinin var olmasidir. Dolayisiyla, bilineer olmasi sebebiyle tensor g¢arpiminin

stirekli olmas1 ||x®y|| o £C||X||X ||y||Y kosulunu saglayan bir C eR sayisinin var olmasina

denktir.

Lemma 4.2.2. (Hackbusch, 2010) X Banach uzayi, Y normlu uzay olmak iizere Vxe X ve
VyeY i¢in ||X® y|| <C, ||X||X ve ||X® y|| <C, ||y||Y kosullarin1 saglayan sirasiyla x ve y
elemanlarina bagli C,,C, € R sayilari varsa |®(x, y)||® <C|x|, lyl, kosulunu saglayan bir

C e R sayisi vardir.

Tensér normu igin gerekli bir sart ta tensor c¢arpiminin siirekliligidir. Yani

(X, y) eXxY >x®ye X®Y donisiimii siirekli olmas1 gerekir. Aciktir ki ¢apraz norm
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stirekliligi saglar. Ciinkl siireklilik saglanmiyorsa ||X® y|| degerinin sonlu olmadigi

(X,y)e X xY elemani bulunabilir. Dolayisiyla norm X ®Y iizerinde tanimlanamaz. Bu

durum asagidaki onermede verilmistir.

Onerme 4.2.3. (X ®Y,||.||®) normlu uzay ise (X,y)e XxY 5>x®yeX ®Y doniisiimii
suireklidir.

Ispat: Kabul edelim ki (X ®Y,||.||) normlu uzay, fakat tensér carpim déniisiimiiniin

X®
stirekliligi saglanmasin. O halde Lemma 4.2.2 ‘den Sup{wio;t Xe X}zoo olacak

I

bicimnde Xe€ X  eleman1 vardir. Diger taraftan, herhangi bir yeY igin
¢,: X >R U{0},4(x)=|x®y| bir norm tanimlar ve |x|, <¢,(X) saglamr. O halde

9, (XO) = olacak bigimde x, € X elemani vardir. Yani ||X0 ® y|| taniml1 degildir.

Dolayisiyla, (X ®Y||||) normlu uzay veya |||| bir tensér normu denildiginde tensor

carpiminin |||| -stirekli oldugu anlasilacaktir.

Sonlu boyutlu vektér uzaylarmmin tensér c¢arpimi da sonlu boyutlu olacagindan
herhangi bir norma gére tamdir. Hatta bu durum vektor uzaylarindan sadece birisinin bile

sonlu boyutlu olmasi durumunda da gegerlidir. Diger taraftan iyi bilinen bir sonuctur ki,

herhangi bir (X Sy ) normlu uzay bir tamlanisi (Y, I, ) vardir ve bu tamlanis i¢cinde yogun

alt kiime olarak gomiiliisii dogal bir sonuctur. Buna gore asagidaki sonu¢ 6nemlidir.

Onerme 4.2.4. (Hackbusch, 2010) X,, (X,||||X) icinde yogun ve Y,, (Y||||Y) icinde yogun

ve ®:(X, [, )x(Y.[ll, )= (X ®Y.|}|) sirekli olsun. Bu durumda X, ®Y,, X®,Y iginde

yogundur. Yani, X,®Y, =X ®H-H Y.

Ispat: £>0 ve ue X ®, Y olsun. X®,Y tanim geregi ||x—x'||£§ ve X' e X®Y olacak

bicimde Xi' e X ve yi' eY elemanlar1 vardir. C,. =max {H X' y,

1>i< n} kiimesini

’
X Y

tanimlayalim ve nCo (2Cmax +0 ) <&/2 saglanacak bigimde ¢>0 sayisim segelim. Diger
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taraftan ||X'i—Xi||X <6 ve ||y'i—yi||Y <0 olacak bigcimde x € X, ve Y, €Y, elemanlarin

n
segelim ve u, = Z X ®Y, elemanini tanimlayalim. Bu durumda,
i=1

i(xli@) Y% ®yi)H:

i=1

n

Ju-u,

(Xi=%)® Yy + X\ ®(y'i—y)+(% _X'i)®(y'i_yi)H

i=1

< Slloix)@ vl el -l

n

< — {||(X'i—Xi)®Y'i||+||X'i (y'i—yi)||+||(xi —X'i)®(y'i_yi )”}
<> {cheixl il +Cll byl «Cl-xilly'-w)
<nCS(2C,,, +5)<¢/2

elde edilir ki, bu da |u-u,

< ¢ oldugunu gosterir.

Capraz normunun elamanter tensorler icin sagladig1 6zellik dolayisiyla herhangi bir

n n n
u= Zﬂ,lxi ®Yy, € X®Y tensorii igin ||U|| < Z”Xi ® yi|| < Z||xi||||yi || saglanir. Dolayisiyla,
i1

i=1 i=1

tensorlerin temsilleri tek olmadigindan

|u|| < inf {Z”x, ®y|u=>x® yi}
i=1 i=1

esitsizligi de saglanir. Bu esitsizlik tensor carpimlart lizerinde tanimli normlar arasinda en

giiclii bir norm tanimlanmasina olanak verir.

Teorem 4.25. (Hackbusch, 2010) X ve Y normlu uzaylar olmak iizere

X®Y (B(x xY,IE‘))* gomiiliigii ile X ®Y {izerine indirgenen norm

Jul. : X ®Y —[0,00),ul :sup{\¢(u)\:¢e B(X xY,]F),||¢||£1}

bir ¢apraz norm tanimlar ve bu norm projektif tensér normu olarak adlandirilir. Bu tanima

denk olarak projektif norm su sekilde de tanimlanir:
ol X @Y 0o} e, =t {3l Iy, - 3 ey,
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Dikkat edilmelidir ki tanimda infimum, U tensoriiniin olas1 tiim temsilleri tizerinden

alinmaktadir.

Sadelik agisindan (X ®Y,||.||”) normlu uzayr X ®_Y ile, tamlanisi ise X ®. Y

seklinde gosterilecektir.
Ispat: Her bir X ®Y icin 0£||u||” oldugu tanimdan agiktir. Kabul edelim ki ||u||” =0 olsun.

n n
Buna gore Ve>0 ic¢in U tensériiniin bir temsili 2xi®yi ise Z”Xi””yi”SE olur.
= i-L

Dolayisiyla, her @e X  ve weY  igin S8||¢||||l//|| saglanir.  Yani

> o0 (x)

n

Z (p( X )V/ ( Yi ) bu degerlerin toplam1 U’nun temsilinden bagimsizdir. Z (/J(Xi )!// ( Yi ) =0 bunu

i=1 i=1

takip eder X, Y~ cebirsel dualleri sirastyla alt uzaylarini ayirir ve u =0 olur.

0xAeR ve U= Z X, ®Yy, olsun. O halde, Au= lei ®Y, olacagindan

i=1 i=1
n n
||ﬂuu||7r < Z”/IX,”” Y, || < |/1|Z:||Xi |||| Y, || saglanir. Yani u tensoriiniin her bir temsili icin esitsizlik
i=1 i=1

saglanacagindan  infimum  geregi ||ﬂuu||7Z < |ﬁ| ||u ||” elde edilir. Buna  gore,

Jul, = 22w

< 4] Au], esitsizliginden de |A||u]. <[Au]. oldugu gérilir. Yani, her bir

AR icin |au], =AJu]. olur,

n
Projektif normun tanimi geregi u,ve X ®Y ve £>0 igin Z:”Xi ||||y| ||S||U||ﬂ +§ ve

i=1

n

Zn:HWJHHZJH < ||V||7r +§ olacak bigcimde U= Zn:Xi Y, ve v= W, ®z; temsilleri vardir.
-1 i=1 -1

]

n n
Buna gore U+Ve X ®Y tensoriiniin bir temsili in®yi+ZWj®zj olur. O halde,
i=1 i=1

vl <l Sz, | <lul, +Iv, +2  esissiztigi  her  bir >0 icin
i=1 =1

saglanacagindan ||u +V||” < ||u||” + ||V||” elde edilir.
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Aciktir ki ||x®y||” £||x||||y|| saglanir. Hahn-Banach teoreminin bir sonucu geregi

n
herhangi bir x®y:in ®Y, tensor temsili igin ¢(X):||X||X ve ||¢||X <1 olacak bigimde

i=1

n
¢ € X" vardir. Dolayisiyla [6(y)|<|vill, esitsizligi de saglanir. O halde ||X||>< y= Z¢(Xi )Y,
=

saglanir ve {iggen esitsizliginden de ||, |yl §Z¢(Xi)”yi”y SZ:”Xi”x Iyl elde edilir.
i=1 i=1

X®y tensoriinlin tiim temsilleri lizerinden infimum alindiginda ||X||X ||y||Y S||X® y||ﬂ oldugu

goriiliir. Yani projektif norm bir ¢apraz normdur.

Onerme 4.2.6. (Hackbusch, 2010) (X,|,) ve (Y.|J,) normlu uzaylar olsun. ||| , ile

verilen norm (X, y) = X® Y siirekliligini saglayan en gii¢lii normdur.

Ispat: Tanim geregi ||x®y||ﬂ S”X”X ||y||Y saglanacagindan tensor ¢arpiminin siirekli oldugu
aciktir. X ®Y {izerinde tanimli herhangi tensér normu |||| ise (X, y)|—> X®Y dontstimii

stirekli olacagindan ||X® y|| <C ||X||X ||y||Y olacak bicimde C R vardir. Diger taraftan keyfi

n n
segilen U= in ®Yy, € X®Y tensorii igin iiggen esitsizlifine gore ||U|| < Z”Xi ® yi|| olur.
=

i=1

n n
u|| < CZ:”Xi ||||y, || saglanir. Bu esitsizlik U= Z X, ®Y; tensoriiniin tim temsilleri
i=1 i1

Dolayisiyla,

icin saglanacagindan infimum 6zelligi geregi ||u|| < ||u||” elde edilir.

Ornek 4.2.7. (Hackbuseh, 2010) (1), X =(1*(1),[[s)) ve ¥ =(1*(3):[Hls,,) isin bazs

sonluyada | ve J sayilabilir kiimelerini goz 6niine alalim. Projektif norm ve Banach tensér

uzaytile || o =[lls.,, ve F(1)®, 11(3)=1(1xJ) olur.

Ispat: ceX®,Ycl'(IxJ), acl ve pel igin ¢, , vardr. e, ve e birim

vektorleri ve ¢ nin  bir temsili ile C=ZZCa’ﬂex(a)eY(ﬂ ) seklinde yazilir.
ael pel
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Hex(a) _H (ﬁ)HI(J) ve |||| ) projektif norm tanimindan
|C” (X.Y) ZZ; a,p |C|| (1x3) olur.
aE E

bir ¢arpimnorm olmak iizere C=1 sahiptir. Yani ||C||I1(I><J)S||C||;r(X,Y) olur.

it (1x3)

olur. Ozdeslik ile birlikte (p=1 igin) tensdér carpimi

Bunlar ile ||c||”(xY =] i(1x)

(1)®, 1'(J)=1"(1xJ) olur.

Projektif norma benzer olarak X ile Y normlu uzaylar igin u = in ®y. e X®Y ile
i=1

iligkili bilineer form

n

0, :B(X Y )5 F,0,(f,9)= f(x)a(y)

i=1

seklinde tanimlanir. O halde X ®Y +— B ( X xY7, IF) kanonik gomiiliisii vardir.

Teorem 4.2.8. X ve Y normlu uzaylar olmak iizere X ®Y B(X*xY*,IF) gomiiliisii ile

n
X ®Y ilizerine indirgenen norm U = Z X; ® Y, olmak iizere,
i=1

Ju : X ®Y —[0,c0)

~supu( )= 31 () o)

bir capraz norm tanimlar ve injektif tensor normu olarak adlandirilir.

Sadelik acisindan (X ®Y,||.||g) normlu uzayr X ®_Y ile, tamlanis1 ise (X é)gY)

seklinde gosterilecektir.

Ispat: Bir Ue X ®Y tensoriiniin bir temsili in ®Yy, olsun. 2eR" ise feB . geB,.
=

elemanlar1 i¢in
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= sup {u(r)=[3 1 (=x)a (00| = s T (a0 -

fe

elde edilir. Benzer olarak Ve X ®Y tensoriiniin bir temsili Zwi ®z; ise feB . geB.
i=1

elemanlari i¢in gecerli olan

iZznl:f(xiJrWi)g(y +1 sgf(x)g(y)+ )

2. f(w)g(z)

< sup { }‘f‘ sup { }
feB geB feB)<

esitsizligi ||u +V||g < ||u||g +||V||g saglandigini gosterir. Tanim geregi her bir Ue X ®Y tensorii

%)9(y:)

icin 0< ||u||6 oldugu agiktir. Diger taraftan ||U|L =0 ise her bir feX",geY" i¢in

U=>%®Y, temsiline gore f (x)=0 ve g(y;)=0 oldugu gbriiliir. Yani, i €{1,2,...,n}
=)

i¢iny, = x =0, dolayistyla U=0 olur.

X®ye X ®Y elamanter tensoril igin,

o= Sup [(feg)(x®y)= sup [f(x)g(y)|
( ) feBx*,ger* *

feB)< ,geBY*

{1z, 1o ba o

oldugundan injektif norm bir ¢apraz normdur.

Onerme 4.2.9. (Hackbusch, 2010) X ve Y normlu uzaylar olmak iizere her bir ue X ®Y igin

||u||£ < ||u||” saglanir.

ispat: £>0 ve ue X ®Y ise Z||x||||y,||<||u|| +& olacak bigimde U= ZX ®y; temsili

i=1

vardir. Benzer sekilde tamimdan |Ju| < )|+ ¢ olacak bigimde feB,. ve geB.

D (e®w)(
i=1

elemanlar1 vardir. Buna gore,

v (%)

Ju]. <

n
+&=

+g£iznl:|¢(xi)||t//(yi )|+g
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n
< 2 Ixllil+e <[ul, 22
-
elde edilir. & >0 keyfi secildiginden ||U||g < ||u||” olur.

(X ®Y,||.||) normlu uzay: ile (X ®Y)* dual uzay1 {izerinde ||||( =||||* dual normu

X®Y)

tanimlanabilir.  Buna gére X ®Y < (X ®Y )* kapsamasinin  saglanmasi  igin
. | - ) X (Y ,

geY icin |f ® g||* <C| f|,-|gl,- esitsizligini saglayan bir C >0 sayisimnimn var olmasidir.

(x.

) (X ey,

|*) doniisiimiiniin siirekli olmas, yani her bir f € X~ ve

Onerme 4.2.10. (Hackbusch, 2010) Injektif norm ile tanimlanan dual norm X" ®Y " iizerinde

bir gapraz normdur. Yani, herbir f e X" ve geY icin |f ®@g| =|f|,.|g], saglanr.

Ispat: 02 f®geX ®Y" temel tensoriinii secelim ve f, = ﬁ f ve g,= ﬁg
X" ‘-

fonksiyonellerini tanimlayalim. Her ue X ®_ Y icin

<

(t@g)wl-Itl ol (@8 ) W<l ol _sup_ e (w]-Itl, lal, I

saglamir. U € Byg ¢ elemanlar igin supremum alindiginda |f ®g

. <[f]- gl oldugu
goriiliir.

e>0 ve f®geX ®Y" olsun. Dual norm tanimindan ||X||X =||y||Y =1,
|f()|=(1-¢)|f],- ve |g9(y)|=(1-¢)|g|,- olacak biginde XeX ve yeY elemanlar

bulunabilir. Eger u=x®y ise |u

,=[x®y

= ||X||X ||y||Y =1 olur. Dolayisiyla,

=) [l loll,- <[f Mg (V)] =|(f ®g)(x®Y)|

<sup(f@g)(w)=[feg

o, =L

(f®g)(u)

*
&

elde edilir ki, buise | f ®g : > f||,- gl esitsizliginin saglandigim ifade eder.
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*

I )® (Y

O halde, (X*, |Y*)c(x Y, |, ) olur.

Onerme 4.2.11. (Diestel, Fourie ve Swart, 2008) 1nj ektif norm,

W )<

normlar i¢inde en zayif olanidir.

*

(X )P (X ey,

*) doniistimiint siirekli yapan X ®Y {izerinde taniml

ispat: Kabul edelim ki her bir ue X ®Y igin [|ul|<||u] olsun. O halde dual normlar: her bir

02 f®geX ®Y icin ||f®g:§||f®g||* saglanir. O halde £>0 i¢in dual norm

tanimindan ||U|| =lve [f®g| <(1+ ¢)|(f ®g)(u)| olacak bicime ue X ®Y elemani vardir.

Diger taraftan siireklilik hipotezi geregi, |f ®g| <C|f I,-[|gfl,- olacak bigimde bir C >0

sayis1 vardir. Boylece,

[f@ol <@+e)|(f®@g)(u)=(@+e)f ®gf Jul<C@+&)]fl,ol,- =C(1+e)]f g,

elde edilir. Bu ise ||||* ile ||||: normlarmn denk, dolayisiyla || ile ||||£ normlarinin denk

oldugunu gosterir. Yani X ®Y {iizerinde injektif normdan daha zayif s6z konusu siirekliligi

saglayan bir norm yoktur.

Sonug 4.2.12. (Diestel, Fourie ve Swart, 2008) X ve Y normlu uzaylar olmak iizere X ®Y

u

tizerinde taniml1 herhangi bir norm |||| ise her bir ue X ®Y ig¢in | S ||u|| < ||u||” saglanir.

Dual uzay lizerinde tanimli injektif norm ile projektif norm ile elde edilen dual norm

arasindaki iliskiyi asagidaki sonu¢ vermektedir.

Onerme 4.2.13. (Diestel, Fourie ve Swart, 2008) X, Y Banach uzaylari olmak iizere (X ®Y )*

uzerinde

g(x"Y7) :”'”*;z(x,v) olur.
Ispat: ® e X" ®Y" i¢in

oGl (X 1oy

n
swexer 2l Il

], =, 0P

n
0£ueX ®Y ||U||”(X Yy 0mu=Yl x
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n
< sup 2
ow-gionerer Lokl

0#yeY

P ®%) _ 2@
X 1Y

elde edilir ki burada

CECT - {@ oy,
iefl,...n

} olur. Diger taraftan dual norm tanimi

X vl e Il Il
D(x® « x X®
geregi sup‘ ( y)‘£||CD||”(XY) saglanacagindan ||CD||”(XY)—sup‘ (xey) esitligi elde
ooex x|, vl | g Xl IV,

edilir.

*

Kabul edelim ki ® =3 ¢ ®y, ve secilmis bir yeY i¢in ¢:=> w,(y)p X

olsun. O halde,

P20 TS R Lo T By DR CVILE)

O¢XEX || || 0#xeX ”X” 0=x"ex™ HXHH 02x” ex HXHH

olur. Benzer sekilde bir normlu uzayin ikinci duali i¢ine gomiilebildigi disiiniildiigiinde

D =Zi(pi ®y; i¢in

e[ ey)@)

ok
S Y R
0=yeY O#y*’(ey”*

elde edilir. Sonug olarak elde edilen bu iki esitlikle |®(x® y)|:‘zigoi(x)l//i(y)‘ esitligi

. ‘(x”’ ®y")(®)
beraber  diisiiniildiigiinde ”q)”,[(x,y) == Sup = pm oldugu, dolayisiyla
0£x eX o~ -
0=y ey™ X Y

||(D||;(X,Y) -

) oldugu gortiliir.

Sonu¢ 4.2.14. (Diestel, Fourie ve Swart, 2008) Her bir peX  ve weY' igin

e =12l Wl saglanr.

Ispat: Onerme 4.2.10 geregi injektif norm ile tanimlanan dual norm bir ¢apraz norm

Ly = ||.||*”(X‘Y) esitliginden istenen goriiliir.
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Tanimlart  dikkate alindiginda X ®.Y B(X* xY*) oldugu agiktir. Ayrica

n

u=ixi®yi icin L1 X" Y.L (0)=20(x)% ve R:Y > X.R, ()= w(y)x

n
i=1 i=1 i=1

seklinde tanimli operatorler ile X égY c L(X*,Y) ile X (>A§g Y < L(Y*, X) kapsamalarinin

saglandig1 goriliir. Dolayistyla injektif norm igin

>y (y,)x

i=1

i, p{

ng(xi)yiH:q)e X", ||go||£1}=sup{
i=1

weY, ||(0|| Sl}

esitlikleri de wvardir. Boylece X6A<)5Y tensor c¢arpimi L(X*,Y) ve L(Y*,X) igine

gomiilebilir.

Projektif norm igin de benzer temsiller vardir. Her bir Be B(X ><Y) siirli bilineer
formuna karsilik Xe X ve yeY igin (LB (x))(y) = B(X, y) olacak bigimde L, L(X ,Y*)

operatorii tanimlanabilir. Bu durumda agiktir ki @:B(XxY)—>L ( X ,Y*) @(B)=L,

*

dontlisiimii 1izometrik izomorfizmdir. Bdylece (X éﬂYj = L(X ,Y*) Ozlestirilmesi goriliir.

Boylece T e L(X,Y") operatorii igin T (Zn: X ®Yy, j = Zn“(yi T, ) olur. Benzer sekilde her bir
i=1 i=1
Be B(X ><Y) sinirli bilineer formuna karsilik xe X ve yeY igin (LB (y))(x) = B(X, y)

olacak bi¢imde L;e L(Y,X*) operatoriic tanimlanabilir. Bu durumda aciktir ki

p:B(XxY)—>L (Y , X *) ,¢(B)=L, doniisiimii izometrik izomorfizm  oldugundan

(x éﬁvj =L(Y,X") ozlestirilmesi goriiliir. Buna gére TeL(Y,X") operatorii igin

n

T (Zn: X ®Yy, J =>(y;,Tx) temsili vardur.
i=1

i=1
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4.3. Sirali Uzaylarda Fremlin Tensor Carpimlari

Bu bolim sirali uzaylar teorisinde D.H. Fremlin tarafindan ¢aligilan sirali uzaylarin

tensor carpimlart hakkindaki sonucglara ayrilmistir. Fremlin ilk olarak bir topolojik uzay

tizerinde tanimh reel degerli tiim fonksiyonlarin kiimesi olan C(X) formundaki uzaylarin

tensor ¢arpimlarini vermis, daha sonra ise Riesz uzaylarimin tensor ¢arpimlarini bu formdaki

uzaylar i¢indeki temsilleri ile vermistir.

Riesz uzaylarinin tensoér carpiminin tanimi, vektor uzaylarinin tensor ¢arpimlarinda
verilen lineer doniisiimler yerine Riesz uzay yapisin1 koruyan Riesz homomorfizmler ile

verilir.

Tanmmm 4.3.1. (Fremlin, 1972) E ve F (Arsimedyan) Riesz vektdor uzaylar olmak iizere
asagidaki kosullar1 saglayan (G,@) ciftine E ve F’nin (Arsimedyan) Riesz tensor carpimi

denir.
i. G bir (Arsimedyan) Riesz uzaydir ve ®: E xF — G Riesz bimorfizmidir.

ii. Eger H (Arsimedyan) Riesz uzayi ve her w:ExF — H Riesz bimorfizm ise

w =T ® olacak sekilde bir tek T : G — H Riesz homomorfizmi vardir.

Topolojik bir uzay x tizerinde tanimli reel degerli tiim siirekli fonksiyonlarin kiimesi

C(X) ile gosterilir. C(X)={f:X - R: f strekli} fonksiyonlar arasinda tamimli noktasal
toplama ve noktasal skalarla carpma ile reel vektor uzayi, noktasal siralama ile Riesz uzay1 ve

I:C(X)>R,|f|= sup{‘ f(x):xe X} normu ile Banach drgiisiidiir.

Fremlin‘in ingaa ettigi tensor ¢arpimi asagida verilen iyi bilinen bir temsil teoremine

dayanir.

Teorem 4.3.2. (Kakutani, 1941) Birimli AM-uzay1 E i¢in kompakt Hausdorff uzay o vardir
ve E, C(Q) ‘ya izometrik ve orgii izomorfiktir. Ustelik, kurulan bu temsilde birim, 1o ile

Ozdeslestirilir ve 0 homeomorfizmler altinda tektir.

Diger taraftan efer E Arsimedyan Riesz uzayr e sira birimine sahip ise,

x —|X|=inf{0<A:|x|<Ae} seklinde tammh norm ile birimli AM-uzay olacaktir.
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Dolayisiyla bir 6nceki teorem ayni zamanda sira birime sahip Arsimedyan Riesz uzaylar1 igin

de gecerlidir.
Fremlin‘in tensor ¢arpimlarinin insasini verdigi sonug¢ asagidadir.

Teorem 4.3.3. (Fremlin, 1972) E ve F Arsimedyan Riesz uzaylar1 olmak iizere asagidaki
Ozellikleri saglayacak bigimde bir tek G Arsimedyan Riesz uzay1 ve ®:ExF — G bilineer

doniistimii vardir.

i. H Arsimedyan Riesz uzay ve v :ExF — H Riesz bimorfizmi oldugunda bir tek

T:G — H Riesz homomorfizmi vardir ve =T ® olur.

(69 _
ExF X—, EQF
W T
H
Sekil 4.3.1.

ii. Cebirsel tensor carpm E®F |, ® . E® F —> G ile G igine gomiilebilir.

iii. Her bir UeG elemanina karsilik her 6 >0 igin |u —V| <0X, ®Y, olacak bigimde

ve E®F vardir kosulunu saglayacak sekilde X, € E*, Y, € F" elemanlar: vardur.
iv. E®F G iginde sira yogundur. Yani 0 <u e E®F icin u>x®Yy olacak bigimde

0<xeE ve O<yeF elemanlar vardir.

Ispat: Ozel olarak E ve F sira birime sahip Arsimedyan Riesz uzaylar1 olsun. Dolayistyla

Kakutani temsil teoremi (Teorem 4.3.2) geregi X ve Y kompakt Hausdorff uzaylari vardir dyle
ki E ve F Riesz uzaylar C(X) ve C(Y)‘nin, l, ve I, elemanlarmi iceren yogun alt

uzaylart olarak goriilebilir. O halde f e E ve g e F olmak lizere Xe X ve yeY igin

cebirsel tensor carpimini da veren

v ExF Gy (f,g)(xy)=(f®g)(xy)=f(x)a(y)
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doniisimii ile E®F tensor carpimi C(X ><Y) ‘in lineer alt uzayir oldugu goriiliir.
C(X ><Y) ‘de E®F tarafindan iiretilen Riesz alt uzayr G olsun. Buna gore ¥ Riesz

bimorfizmi E® F ‘nin G Riesz uzayi i¢ine ile gdmiiliisiinii verir. Yani (ii) saglanur.

Diger taraftan Kakutani teoremi geregi E ile F, swrasiyla C(X) ve C(Y) iginde
yogun, C(X)®C(Y) de C(XxY) i¢inde yogun oldugundan; E®F, C(X xY) iginde
yogun, dolayisiyla G i¢inde norm yogundur. Iyi bilinen bir sonugtur ki: her norm yogun Riesz
alt uzay sira yogundur.

Kabul edelim ki 0<weG olsun. C(X)®C(Y) de C(XxY) iginde yogun
oldugundan, C(XxY) iginde 0<f®g<weG olacak bicimde 0<feC(X) ve
0<geC (Y) elemanlar1 vardir. Diger taraftan E ve F sirasiyla C ( X ) ve C (Y) icinde norm
yogun, dolayistyla sira yogun oldugundan 0<x< f ve O0<y<g olacak bicimde xe E* ve

yeF" elemanlar vardir. Dolayisiyla, 0< Xx®y < f ® g <w saglanir.

Herhangi Arsimedyan Riesz uzay1 H ve w:ExF — H doniisiimii Riesz bimorfizm
olsun. H iginde l//(lx,lY) tarafindan iretilen solid lineer alt uzayr H, olsun. Buna gore
H, ={heH:32>0 vardir ve |h|< Ay (1,,1,)} aym zamanda Riesz uzayidir ve sira birimi
l//(lx ,IY) olur. Diger taraftan, H,cC(Q) temsili geregi her bir teQ igin
¢:H, >R,p(h)=h(t) doniisimi bir Riesz homomorfizmi olur ve bu ise
Z={®:H, >R:0<® bir Riesz homomorfizm| kiimesinin H, Riesz uzaymi noktalarina
ayirdigint gosterir. Sira birim tanimindan X€ E ve yeF elemanlart igin |X| <A1, ve
Y| < 4,1, olacak bigimde 4,4, eR™ vardir. Dolayistyla |1//(x, y)| < 1//(|x| , |y|) <ALy (1.1,)
saglanacagindan ¥ (E X F)g H, oldugu goriiliir. Herhangi bir ¢ €Z i¢in gy :ExF >R
doniistimii  sifirdan farkli Riesz bimorfizmi oldugundan siireklidir ve sifirdan farkli

17:C(X)xC(Y)—>R Riesz bimorfizm genislemesi vardir (17| = ®) . Buna gore ®€eZ
A

elemanina bagh tek bir sekilde @, €R", t €X ve U €Y elemanlari vardir ve

VxeC(X),vyeC(Y) igin 7(X,y)=a,x(t,)y(u,) saglanur.
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®
ExF — —» G=<¢(ExF)>gG*=HKi

v r
H0=l//(ExF)gH

Sekil 4.3.2.

Her bir ¢ € Z bir Riesz homeomorfizmi oldugundan,
G,={weC(XxY):3zeH, vardir ve Vp e Z igin ¢(z)=c,W(t,,uy) }
kiimesi C ( XxY)’in  Riesz alt uzayidir. VxekE ve vyeF icin
a, (X ® y)(th Uy, ) = OthX('[h ) y(uh ) = (/)l//(X, y) saglanacagindan X®Y e Gl olur. Dolayisiyla
G c G, saglamir. O halde z, H;‘m noktalarini ayirdigindan her YWe G elemanma karsilik
VheZ igin ®(TW) = ahW(th , uh) esitligini saglayan bir tek T (W) elemanini karsilik getiren
dontigtimi tanimlanabilir. Tanimi geregi T bir Riesz homomorfizmidir ve T® =y saglanir.

Yani (1) 6nermesini ispatlar.

Kabul edelim ki E ve F Arsimedyan Riesz uzaylar1 ve kiime olarak E < F Kartezyen

carpimin alt kiimeleri ile tiretilmis tiim Arsimedyan Riesz uzaylarmm ailesi R olsun. Yani,
card (K) <card (ExF) kosulunu saglayan K Arsimedyan Riesz uzay1, R "nin bir elemanina
izomorfiktir. | ={i=(K;,®,):K; eR ve ®:ExF — K Riesz bimorfizm} olmak iizere Riesz

bimorfizmi olmak lizere G =][K, carpim Riesz uzayini ve

iel

®:ExF >G",®(xy)=(®(xY)) . doniistimiinii tammlayalim. Agiktir ki G™ Arsimedyan

ie

ve ® Riesz bimorfizmidir. G” iginde ®(E xF) ile iiretilen Riesz alt uzay1 G olsun.

Herhangi bir Arsimedyan Riesz uzayt H ve y:ExF — H Riesz bimorfizmi olsun.

H icinde ¥ ( E x F) tarafindan tiretilen Riesz alt uzayr H, olsun. card (HO) < card (E X F)

oldugundan H,’a izomorfik olan K € R vardir ve dolayisiyla ¢:H, = K Riesz izomorfizmi

tanimlanabilir. O halde, gy : ExF — K Riesz bimorfizmi olacagindan i, = (K,S(//) el olur.
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Buna gore <Zi >

., €G i¢in T:G—>H, T(( D ) ¢z, seklinde tammlanan doniisiim

Riesz bimorfizmdir ve T® =y saglanir. Ustelik T déniisiimii bu sartlar1 saglayan tek Riesz
bimorfizmidir. Eger T,:G—>H  Riesz homeomorfizmi ve T,®=y ise
G = {W eG:Tw =T1W} G i¢in bir Riesz alt uzayidir ve ®(E xF ) ‘yi kapsar.G, ®(E X F)

tarafindan tretildiginden G =G, olmalidir.

C(X)xC(Y)2ExF _® , EeoFce- (E®F)" =C(XxY)

N\

HoH, =1, (v(L.1,))

Sekil 4.3.3.

Diger taraftan Tanim 4.3.1. geregi H bir Arsimedyan Riesz uzay1 ve w:ExF —H
Riesz bimorfizmi vardir ve bu bimorfizm E® F — H birebir lineer doniisiimii indirger. Eger

S®=¢ olacak bi¢imdeki S:E®F — G lineer doniisiimii i¢in TS doniisiimii birebirdir ve

dolayisiyla S birebirdir. O halde S, E®F ’nin G i¢ine bir gomiiliisiinii verir. Yani (ii)

saglanir.

Keyfi olarak we G secelim. olsun. O halde w elemanu, ®(E X F) tarafindan {iretilen
Riesz alt uzayinda olur. Dolayisiyla, sonlu Ac E ve Bc F kiimeleri vardir ve w aslinda

®(A>< B) tarafindan tretilen Riesz alt uzayindadir. A ve B ile iiretilen Riesz alt uzaylar

sirastyla E; ve Fy ise sirasiyla X = |a| ve y, = Z|b| sira birimlerine sahiptirler. Diger

acA

taraftan E, ve F;’m Riesz uzay tensor ¢arpmmi G, ise 6:E;xF, - G, kanonik Riesz

bimorfizmi vardir. Ayrica, ®:E;xF, — G doniisimii de Riesz bimorfizmi olacagindan
¢=T6 saglanacak bigimde T:G, > G Riesz homomorfizmi vardir. O halde T (GO) :
®( E, x Fo) 1, dolayisiyla ®(A>< B) ’yi igeren Riesz alt uzay1 olmalidir. Yani we T (GO) olur.
Tv=W olacak bicimde V€G,; secelim. Her bir §>0 icin |V —V1| < 56’(X0, yo) olacak

bigimde V, € Sp{¢9(E0 xF, )} vardir. Dolayisiyla Tv;,, E®F ile 06zdeslestirilen
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sp {®( ExF )} ‘nin bir elemanidir. Bu ise G iginde |V —TV1| <o® (XO, yO) esitsizliginin

saglandigini gosterir. Yani (iii) saglanir.

Kabul edelim ki 0 <weG olsun. Yukaridaki ispata benzer olarak V#0 olacagindan

|V| >0 ve dolayisiyla T(|v|) =[Tv|=|w|=w saglanir. Yine onceki ispattan 0<x, €E ve
0<Yy, €F elemanlar1 vardir ve H(X, y) < |V| saglanir. Dolayisiyla ®(X, y) <W saglanir ve

®(X,y)#0 olmasi gerektiginden 0<®(X,y)<w elde edilir.

E ve F Arsimedyan Riesz uzaylariin yukaridaki ispatta insa edilen ve G ile gosterilen

Arsimedyan Riesz uzayr tensor carpimi (veya Fremlin tensdr carpimi) E®F ile

gosterilecektir.

Cebirsel tensor ¢arpimi E® F ‘nin EQF icine gdmiilmesi E ® F {izerinde bir kismi

siralama indirgenecegi anlamina gelir. Fakat {x® y:XxeE",ye F*} ile dretilmig P konisi ile

E®F zaten bir siralamaya sahiptir. Diger taraftan, (E®F)" :(E(;DF )+ N(E®F) ise
(E®F) ={w6 E®F:vie(E") ,vge(F") igin (w| f ®g>zo}

olur. Buna gore, E ve F Banach orgiileri ise E®F *de {x@y:Xe E',ye F*} ile iretilen
koni P olmak tizere E® F {izerindeki herhangi T lokal konveks lineer topolojiye gore

(E®F) P saglanr,

Sirali uzaylar teorisinde 6nemli bir arag¢ bir sirali uzayin Riesz tamlamasidir. Kismi
siral1 bir X vektor uzaymin Riesz tamlamasi, X’in sira yogun olarak bipozitif doniisiimlerle

gomiildiigii en kiiciik Riesz uzayidir (Kalauch and Gaans, 2019). Dikkat edilmelidir ki E® F

vektor uzay1 tensor ¢arpimi E®F iginde gomiilebilirdir. Asagidaki teorem E® F ile E®F

arasindaki iligkiyi vermektedir.

Teorem 4.3.4. (Gaans ve Kalauch, 2019) E ve F Arsimedyan Riesz uzaylarinin Fremlin
tensor carpimi E®F olmak iizere E ® F iizerindeki siralama E®F ‘den indirgenmis olsun.
Bu durumda E®F pre-Riesz uzayidir ve Riesz tamamlamasi E®F olur. Ayrica gdmme

doniisiimii ®: E® F — E®F bir Riesz homomorfizmidir.
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Ispat: ® :E®F — E®F Riesz bimorfizmi ve ®  E®F — E®F gémme doniisiimii olsun.
E®F iizerindeki siralamaya gore & déniisiimii bipozitiftir. We G ise Teorem 4.3.3(iii)

geregi 6 >O0sayisina karsilik v, e ®(E®F) vardir ve |[w-v,|<5®(x® y)kosulunu
saglayan xeE, yeF bulunabilir Dolayisiyla v, +5®(x®y)e®(E®F) ve
W<v,+5®(x®y)  olur.  Benzer olarak Vv,-w<5®(x®y)  olacagindan
Vv, < W+§®(X® y) saglanir. Bu nedenle eger « ,{U € ®(E ® F):u > W} kiimesi i¢in bir alt
simir ise o <V;+0 <W+ 5®(X® y)+§®(x® y) olur. E®F Arsimedyan oldugu i¢in
a<w elde edili. Dolayisiyla E®F ’de w=inf {U € ®(E ® F) U2 W} olur. Bu ise

®(E ® F) *nin, EQF *de sira yogun oldugunu gosterir.

GO, ®(E ® F) tarafindan iretilen E®F ’nin Riesz alt uzay1 olsun. Gdmme dontistimii
®:E®F — G, bipozitiftir, ®(E®F) sira yogundur ve bir Riesz uzay1 olarak Gy 1 iiretir. O
halde (GO,®), E ® F ’nin bir Riesz tamlamasidir ve 6zellikle ® Riesz homeomorfizmidir
(Kalauch and Gaans, 2019). Diger taraftan, ®:ExF — E®F bir Riesz bimorfizmi ve
®( E x F) c G, oldugundan ®:ExF =G, Riesz bimorfizmidir. Herhangi bir Arsimedyan
Riesz uzay1 H ve y:ExF — H Riesz bimorfizmi ise Teorem 4.3.3 geregi T : E®F - H

Riesz homomorfizmi vardir ve T® =y saglanir. Agiktir ki T, =T | G :G, > H kisitlama
0

dontistimii de Riesz homomorfizmdir ve T,® =y saglanir. Eger baska bir Riesz bimorfizmi
T,:G, > H ve T,®=y saglaniyorsa T, =T, olmalidir. Dolayisiyla G,, Teorem 4.2 ‘nin (ii),
(iii) ve (iv) sartlarm saglar. O halde (Kalauch and Gaans, 2019 Teorem 2.4.2, Onerme 2.4.3,
Onerme2.4.4) geregi G ile G, Riesz uzaylari izomorf oldugundan G, ®(E ® F ) *nin Riesz

tamlamasidir.

Aciklama 4.3.5. (Fremlin, 1972) Bu temsillerin dezavantaji E®F ’nin temsillerini

tanimlamanin kolay olmamasidir. Ornegin E =F =C ([01]) durumda bile [0,1]2 lizerindeki

siirekli bir fonksiyonun E®F ait olmas1 icin gerek ve yeter kosul olmadigidr.
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Asagidaki Ornek Arsimedyan olmayan Riesz uzaylari icin Teorem 4.3.3. dogru

olmayabilecegini gosterir.

Ornek 4.3.6. (Fremlin, 1972) E =F =C([0,1]) alahm. Her bir @ >0 i¢in [e,1] kapsayan,
P[0,1]"in temel olmayan maksimal ideali | ve N, ={f eR*:{t: f(t)=0} e} solid lineer
altuzayi i¢in K=E[IN, ve H =E/K olsun. 1=1,, olmak iizere ¥,y € E igin

y ExE->Hp(xy)= ((2x— x(O)l))x((Zy— y(O)l))
Riesz bimorfizmini tanimlayalim. Kabul edelim ki E’de yAz=0 olsun. [ bir maksimal
oldugundan ayrik kiimeler igin {t:y(t)=0}e( ya da {t:z(t)#0jel olur. Eger
{t:y(t)=0} e iseher bir & >0 icin [a,1] kiimesi { tarafindan kapsandigindan ve y siirekli
oldugundan y(0)=0 olur. Dolayssiyla, {t:(2y—y(0)1)(t)#0}e( olur. Sonug olarak
2y-y(0)1eN, ve VxeE i¢in w(xy)=0 elde edilir. Ustelik V¥xeE" igin
v (X, Y)Aw(x,2)=0 olur. Bdylece her bir xe E* i¢in E— H,y >y (x,y) doniisiimii bir
Riesz homomorfizmidir. Benzer sekilde {t:Z(t)=0}e( oldugunun kabul edilmesiyle her bir
yeE" igin E->H,x>y(Xy) doniisimiiniin bir Riesz homomorfizmi oldugu goriiliir.
Her te[0,1] igin v,weE elemanlant V(t)=¢' ve w(t)=e" seklinde verilsin. O halde,
vtue[0] igin v(t)w(u)+w(t)v(u)22 ve dolayisiyla E®F < C([0,1]') iginde
VOW+WRV-2.181>0 olur. Ancak, t >0 iken
z(t)=(2¢'-1)(2e" —1)+(2e" —1)(2e' -1)+2(2-1)(2-1)=8-4(e' +e ') <0
olmak iizere H icinde ¥ (V,W)+y (W,v)-2p(1,1)=z elde edilir. [ temel ideal
olmadigindan (0,1]¢ ¢ ve z¢ K olur. Buna gore Z<0 olur. Boylece eger T® =y kosulunu

saglayan herhangi lineer doéniisim T:E®F —»H icin VOW+WRV-21®1>0 iken
T (V OW+WRV-2.1® 1) <0 elde edilir. Yani T pozitif doniisiim olamayacagindan bir Riesz

homomorfizmi degildir.
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Yukaridaki 6rnegin bir sonucu olarak VOW+W®V-2.101c E®F eleman1 EQF

n
‘nin pozitif konisinde olmasina ragmen x.,y, € E" i¢in Z X, ®Y; seklinde temsil edilemez.
i-1

n

Ciinkii eger dyle olsaydi H iginde W (V,W)+y (W,v)-2p(L,1)=> w(x.Y,) pozitif

i=1

olmaliydi.

Sonuc 4.3.7. (Fremlin, 1972) E ve F Arsimedyan Riesz uzaylari olsun. Eger H Arsimedyan
Riesz uzay1 ve 0<xeE igin 0< l//(X, y) eH ise E®F tensér ¢arpimi H icinde l//(E X F)

tarafindan tiretilen Riesz alt uzayina izomorfiktir.

ExF —2 & EQF

/ izomorfizm

H o[y (ExF)]

Sekil 4.3.4.

Ispat: Kabul edelim ki T® =y olacak sekilde Riesz homomorfizmi T:E®F — H olsun.

Eger 0=we EQF ise Teorem 4.3.3(v) geregi 0<XeE ve 0<yeF elemanlar: vardir ve
x®y <[ saglamr. O halde, 0<y (x,y)<T(|w|)=[Tw| saglanir, yani Tw=0 olur. Bu ise
T’nin birebir oldugunu gdsterir. Sonug olarak EQF ile T (E(;)F) izomorfik, dolayistyla

W [ E x F] tarafindan tiretilen Riesz alt uzayina izomorfiktir.

Sonug 4.3.8. (Fremlin, 1972) E ve F Arsimedyan Riesz uzaylar ile E, ve F, sirasiyla E ve

F’nin Riesz alt uzaylar1 olsun. O halde EoéFO ,E®F icinde E, ®F, ile iiretilen Riesz alt

uzayidir.

Ispat: E ve F Arsimedyan Riesz uzaylarinin Teorem 4.3.3‘de verilen Fremlin tensdr

carpimini tanimlayan ® 1 E;xF, — E®F doniistimii bir 6nceki sonucun kosullarini saglar.
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4.4. Banach Orgiilerinin Tensor Carpimlar

Onceki béliimde, X ve Y Arsimedyan Riesz uzaylari igin Fremlin tensor ¢arpiminin
nasil insa edildigi verilmis ve X ®Y cebirsel tensor carpiminin lineer alt uzay oldugu
gosterilmisti. Iyi bilinen bir sonuctur ki her normlu Riesz uzay1 Arsimedyandir. O halde

normlu uzaylarin Fremlin tensor ¢arpimlart her zaman tanimlidir. Boliim 4.2°de ise X ® Y

projektif normlu uzay ve X ®_ Y injektif normlu uzaylar: tanitilmis ve bunlarin tamlanislar

sirastyla X ®,Y ve X®.Y ile gosterilmisti. Sirali vektor uzaylart teorisinin kavramlari

acisindan, X ile Y’nin Banach o6rgiisii olmasi durumunda X QA%Y ve X é@gY ‘nin Banach

orgiisii olup olmadiklarini bilmek énemlidir. Ornegin (Q, 2, ,u) sonlu 6l¢ii uzay1 olmak iizere
L, ( ,u)é)” X =L (x4, X) bir Banach orgiisiidiir ve benzer sekilde K Hausdorff kompakt
topolojik uzay olmak tizere C( K)é)g X =C(K,X) de Banach orgiisidiir. Ancak X ®,Y Ve
X (:Dg Y genelde Banach orgiisii degildir.

Banach orgiilerinin Fremlin Arsimedyan tensor ¢arpimlari i¢in Teorem 4.3.3’den elde

edilecek bazi sonuglar asagidaki verilmistir.

Sonug¢ 4.4.1. (Fremlin, 1974) E ve F Banach orgiileri olmak {izere asagidakiler saglanir.

i. E®F iizerinde herhangi bir Riesz normunun tanimladigi topolojiye gére EQF
E®F icinde yogundur.

ii. E®F iizerinde herhangi bir Riesz normunun tanimladigi topolojiye gore
{X® y:xeE" ye F+} tarafindan olusturulan koni P olmak iizere (E@)F )+ =P olur.
iii. Herhangi Banach orgiisi H ve Riesz bimorfizmi w:ExF — H ile belirlenen

Riesz homomorfizmi T:E®F —H ise H iginde T(E®F):T(EC;)F) olur. Dolayistyla

T (EC;)F) , H icinde kapal1 Riesz alt uzaydir ve kendi iginde Banach orgiisiidiir.

Ispat: (i) Teorem3.3 geregi her bir uc E®F elemanma karsilikx, e E*, y, € F* elemanlari

bulunabilir dyle ki her 6 >0 igin |u —V| <X, ®Y, olacak bigimde Ve E®F vardir. O halde
E®F iizerinde bir Riesz normu | .| ise her >0 icin &<glx, ®y,| " sesildiginde
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||u —V|| < 5||Xo ® y0|| < ¢ olacak bigimde ve E®F bulunur. Yani EQ F, EQF iginde || : || -

yogundur.

, lokal conveks lineer topoloji belirler. Diger taraftan

(ii) E®F iizerinde bir Riesz normu | .
Fremlin (1972), Teorem 6.4 geregi (E®F)+ c Polur. O halde Fremlin (1972), Teorem 4.2
geregi istenen goriliir.

(i) Teorem 4.33(iii) E®F, E®F iginde |.[-yogun ve T:E®F - H Riesz
homomorfizmi oldugundan ispat agiktir.

Teorem 4.2.5°de verilen projektif norm tanimi sirali uzaylar baglaminda Fremlin

tarafindan asagidaki bigcimde verilmistir.
Tamim 4.4.2. (Fremlin, 1974)E ve F Banach orgiileri olmak tizere
||.||M 'E®F >R, ||u||w =sup{]ly/(u)|: G Banach 6rgiisii, 0<y € B(ExF,G) ve |] <1}

fonksiyonu bir normdur ve pozitif projektif norm olarak adlandirilir.

Bu tanimda 7, herhangi bir H Banach orgiisii ve w:ExF —H pozitif bilineer

dontisiimii i¢in tensor carpiminda karsilik gelen w:E® F — H lineer doniisiimiidiir. Yani,

T _y.
1=

E ve F Banach orgiileri olmak tizere E®F cebirsel tensor ¢arpiminin ””\”\ normuna

A
gore tamamlanist E® F ile gosterilecektir.
Lemma 4.4.3. (Fremlin, 1974) E ve F Banach orgiileri olmak lizere xeE™ ve Y€ F' icin

[x@yl, =IMe vl sagtamr.

Ispat: Tanim geregi xcE* ve Y€ F* icin ||X® y||w < ”X”E ”Y"F saglanir. Diger taraftan, || f || <1

loll<1, f(X)=||X||E ve g(y)=||y||F olacak bigimde f €B_. ve geB_. vardur. E ve F’

dual uzaylari Banach orgiileri oldugundan || |f]| ||:||f|| ve || [o] ||:||g|| saglanir. Buna gore,
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w:ExF >R, t//(W,Z)=|f|(X).|g|(Z) seklinde tanimli  dontisim  pozitif, bilineer ve

“‘//H:“ m ”” \g\ Hﬁl esitsizligini saglar. Dolayisiyla,

IXle IV =[F Cllg (< FICe) al (v) = (x y)| < [x® v,

elde edilir.

Teorem 4.4.4. (Fremlin, 1974) E ve F Banach orgiileri olmak iizere (E®F,||.||ﬂ) normlu
A
uzaydir. Dolayisiyla E®F cebirsel tensor ¢arpiminin ||||‘ﬂ‘ normuna gore tamamlanist EQF

A
bir Banach uzaydir ve E®F {lizerinde asagidaki sartlar saglanacak sekilde bir tek Riesz uzay

yapisi vardir.

A A
i. E®F bir Banach orgiisii ve tensor ¢arpimi doniisimii ® :ExF - E®F Riesz
bimorfizmidir.

A o
ii. {x®y:XE Ef,ye F*} tarafindan tretilen koni Pc E®F ise (E@F) =P olur.

iii. Herhangi Banach orgiisii G olmak iizere, w:ExF — H siirekli pozitif bilineer

A
doniisimler ile w =T ® kosulunu saglayan T:E®F — H siirekli artan lineer doniisiimler

arasinda bire bir norm koruyan bir esleme vardir. Ustelik T bir Riesz homomorfizmi olmasi

icin gerek ve yeter sart v : ExF — H bir Riesz bimorfizmi olmasidir.

iv. VXeE ve vyeF ic¢in ||X® y||w = ||X||||Y|| saglanir.

_ A
V. E®F ,E®F i¢ine norm yogun Riesz alt uzay1 olacak bigimde gomiilebilir ve

uCE@F igin, ul,, —inf {Zn:”xi””yi % cEy, e Foul< 3% ® yi} olur.
i1 i1

Vi UcE®F icin ||u||”:inf{2||xi||||yi||:xieE*,yieF*ViSN,|u|£in®yi}

ieN ieN

olur.
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Ispat: Arsimedyan Riesz uzaylarinin Fremlin tensér ¢apiminin insa edildigi Teorem 4.3.3°de

gegen notasyonu kullanalim. Herhangi ue E®F igin |u|£x0®yo kosulunu saglayan

X, € E" Y, € F* elemanlar1 vardir. Dolayisiyla,

p(u)=inf {Zi”:l”xi Iyl iefl...n},x €E",y, eF" ve E®F icinde |u|< DU x® yi}

seklinde p ' E ®F >R fonksiyoneli tanimlanabilir. A¢iktir ki 0 bir Riesz yar1 normudur.

Diger taraftan herhangi Banach orgilisi H ve y:ExF —H siirekli, pozitif bilineer

doniisiimii igin tensoér carpimi tanimindan bir tek T:E®F — H lineer ve artan doniisiimii

vardir ve i =T ® saglanir. Uc EQF ve £>0 secelim. O halde tensdr garpimi tanimi

geregi |u[<> x ®y, ve infimum geregi >'|x[|y,|<p(u)+e& saglanacak bigimde

i<n i<n

Xoyeeey Xy € E™ ve Yoro Yy € F* elemanlar1 vardir. Buna gbre T’nin artan olmas1 sebebiyle

|Tu|ST|u|ST(Z::lXi®yi)= in:ll//(xi,yi) olur ve dolayisiyla Riesz normu geregi

ul <0y (v = X0l (vl < LIyl <y [(o(u) + 2) elde edili. & >0

keyfi oldugundan |[Tu||<|w| p(u) olur. Buna gére ue E®F ve || <1 ise y?(u)”ﬁp(u)

olur. Yani, ue E®F ise [u] < p(u) elde edilir.

Ote yandan, 0#ucE®F ise |u[>X®Yy olacak bigimde 0<xecE ve O<yeF
elemanlar1 vardir ve Lemma 4.4.3 yardimiyla p(u) > p(x® y) > ||X® y”\”\ = ||x||||y|| >0 elde

edilir. Dolayisiyla p(u) =0 iken u=0 olmaldir. Bu ise p ‘nun aslinda bir norm oldugunu

gdsterir. Buna yiizden p Riesz normuna gére E ® F ’nin bir tamlanis1 olan H Banach orgiisii
vardir ve. E® F, G iginde norm yogun olur. Tensor ¢arpimi doniisiimii olan ®:ExF —>G

Riesz bimorfizmi oldugundan xeE ve yeF i¢in [x®y|=|X®|y|>0 olur ve

p(x®y)£|||x||||||y|||:||x||||y|| saglanir. Bu durumda |[®]<1 olmalidir. Dolayisiyla projektif

norm tanimi geregi ||U||‘”‘ 2 ,O(U) elde edilir.
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Sonug¢ olarak son iki esitsizligi diisiindiigiimiizde ue E®F igin HUHW =,0(U)

olmalidir. Bu sonuca bagli olarak X€ E ve y e F i¢in

[x®y],, = p(x®y)=p(Ix®Y])= p(IX|®]y])=[ X®]y]

=TT = )

elde edilir.

Diger taraftan Teorem 4.3.3 geregi E®F = (E ® F)p olur. Dolayisiyla p ‘ya goére

— A
E®F ‘nin tamlanisi olan Banach orgiisi H ile E®F bir Banach uzayr olarak

A
Ozdeslestirilebilir. Bu durum E®F {izerine bir Riesz uzayi yapisi tanimlar.

.o A
Ustelik, E®F 'nin pozitif konisi {x@ y:xeE", ye F*} tarafindan {retilen
A _ —
Pc E®F pozitif konisinin E®F i¢indeki kapanigidir. Ciinkii E®Q F* = p+’ oldugundan

PN
H*=(E®F) olur. Yani (ii) dogrudur.

Eger G herhangi bir Banach Orgiisii ve w:ExF — H siirekli pozitif bilineer
doniisiim ise tensor garpimi geredi bir tek T : E®F — H siirekli artan doniisiimii vardir yle

Ki T® =y ve ||T || < ||l,y|| saglanir. Buna gore Hahn-Banach teoremi geregi siirekli, artan ve
L A A
lineer olacak bicimde T:E®F — G genislemesi vardir ve HTH < ||l//|| saglanir. Diger taraftan

A
herhangi S:E®F — H siirekli, artan, lineer doniisim ise w=S®:ExF —H pozitif,
bilineer doniisimdiir ve ||!//|| < ||S||||®|| = ||S|| saglanir. Ustelik, Teorem 4.3.3.(ii) geregi, V¥ bir
Riesz bimorfizmi olmasi igin gerek ve yeter kosul T:E®F —H Riesz homomorfizmi

LA .
olmasi ve siireklilik geregi T:E®F — H Riesz homomorfizmi olmasidir.

+

A
Keyfi olarak ue EQF secelim. Kabul edelim ki (X; )ieN

cE" ve (yi)ieN cF
dizileri i¢in ||| <o saglansmn. Dolayisiyla > x ®y, € E (>A§ F olurve Ju<>x®y,
ieN ieN ieN

saglaniyorsa
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Hu”\ﬁ\ =

D % ®y,

ieN

<X Ix @yl =2l
N ieN

ie

=]

olur. Diger taraftan kapams geregi &>0 sayisma karsiik Vne N icin HU—unh”‘ <2'¢
olacak bi¢imde (un)neN c E®F dizisi vardir. Bazi béliimlerinde asagidaki kosullar

saglayacak sekilde (Xi) cE" ve (yi )ieN c F" dizilerini secelim. Her bir Yne N i¢in

ieN

|u0|§Zxi Yy,

i<k,

Sl <l +2.
i<k

bauls ¥ %oy,

Ky <i<kn,g

2, [xllyil < luns =usfl +27"

Ky <i<kn,1

Bu kosullar altinda u| <|u,|+ D |u,., —u,|<D x ®y, saglanir ve dolayistyla

ieN ieN

D%l < Huoﬂw +e+ Zﬂ:”un+1 —u, ||w +2¢ < Hu”w +7¢
le

ieN

elde edilir. 0 < ¢ keyfi segildiginden ek kiigiik tist sinir oldugu goriiliir.

ExF —— H

& T

A
E®F
Sekil 4.4.1

Sonu¢ 4.4.5. (Fremlin, 1974) Eger E, F ve G Banach orgiileri ise kanonik lineer uzay
izomorfizmalan EQF = F®E | E®(F®G) = (E®F)®G Banach orgiisii izomorfizmleri
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A A A A A A
EQF=FQ®E ve EQ(FRG)=(EQF)®G

izomorfizmlerine doniisiir.

A A *
E ve F Banach orgiileri i¢in E®F Banach 6rgiisii oldugundan (E®F) dual uzay1

A
da Banach uzayidir. (E®F)" uzaymnin her bir eleman siirekli, artan iki lineer fonksiyonun

farkidir ve bu fonksiyonlar ExF iizerinde tanmimli pozitif, siirekli, bilineer fonksiyonlar

A
belirler. Bu durumda (E®F) dual uzaymin elemanlar1 ExF {izerinde taniml siirekli,

pozitif bilineer fonksiyonlarin farki olarak yazilabilen siirekli bilineer fonksiyonellerdir.

0<he(E®F) igin Hh”:sup{”h(x@y)H:||x||sl,||y||£1} olur. O halde genel

< 1} olur.

Onerme 4.4.6. (Fremlin, 1974) E ve F Banach orgiileri olmak iizere E®F icinde

<1

2.1

i<m

olarak [[h][=|| |h| stup{ > |h(x ®y,)|:

i<m, j<n

2|yl

j<n

{X ®y:xeE", ye F*} tarafindan tiretilen koni P ve o : E®F — R bir yar1 normu i¢in

(i) vxeE' ve yeF" icin o(x®y) <|x|_]|y|.
(i) u+veP ve U-VeP kosullarini saglayan u,ve EQF i¢in o(u) < o(V)

kosullar saglaniyorsa Yu e E®F igin o(U) < ||U||w olur.

ispat: Uy€E®F ise Hahn-Banach teoremi geregi VucE®F icin |f(u)|<o(u) ve
f(UO) =0 (UO) olacak bi¢imde f:E®F — R lineer fonksiyoneli vardir. O halde
Teorem1.7.1 (Jameson, 1970) ile U ={u:o(u) <1} olmak iizere Vu e P icin |f (u)| < g(u)
ve Yue E®F igin |g(u)|<o(u) olacak bigimde g:E®F —R lineer fonksiyoneli vardir.
Buna gore f; :%(g +f) ve f, :%(g —f) olmak {lizere f,f,:E®F —>R lineer

fonksiyonlart P {izerinde pozitiftir. Dolayisiyla E®F  {izerinde pozitif, bilineer

fonksiyoneller belirler ve bunlarin E®F iizerine artan, lineer fonksiyonel olacak bi¢cimde bir
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tek geniglemesi vardir. Boylece denk olarak g = f, + f, fonksiyoneli E®F iizerinde bir lineer

fonksiyonel olarak goriiliir. Herhangi Xx€ E ve y e F i¢in,
lgx@y)|<g(x|@[y < (x| @yh <[ x| | 1¥] =[]

oldugundan g®:ExF — R bilineer fonksiyoneli icin ||g ®||£1 saglanir. Dolayisiyla

g:E®F >R lineer fonksiyoneli icin o<1 olur (Teorem 4.4.4(iii)). Sonug olarak

o(Ug) = f(Uy) = f,(uy) = T, (Uy) < |, (ug)[+| f, (up))

< £y ()= 2 (uol) = 9 (Juo] <] g

= |u,

7 G

elde edilir.

Sonu¢ 4.4.7. (Fremlin, 1974) Bir 6nceki 6nermede (ii) sartin1 saglayan E ® F {izerinde

tanimli en giiglii carpim normu || ||w > dur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Simdiye degin tensorler hakkinda oldukga fazla ¢alisma yapilmasina karsin ozellikle
Banach orgiilerinin tensor carpimlart hakkinda c¢alisilmamis bir¢ok nokta vardir. Uzaylarin
geometrik Ozelliklerinin tensor ¢arpimlarinda da korunup korunmadigi arastirilmasi gereken
onemli konulardir. Ornegin Banach orgiilerinin tensdr ¢arpimlarinin Banach 6rgiisii olmasi
gerekmedigi veya Radon-Nikodym ozelliginin kalitsal bir 6zellik olup olmadigi

gosterilmemistir.

Bu tez calismas1 Banach uzaylarinin ve sirali uzaylarin tensér ¢arpimlari hakkinda
literatiiriin derlenmesi, acik problemlerin ortaya konmasi agisindan bir 6neme sahiptir. Ayrica
Banach orgiileri lizerinde tanimli bazi1 operator uzaylarinin (kompakt, zayif kompakt, L- veya
M-zayif kompakt operatorler gibi) tensor ¢arpimlar1 veya Riesz uzay teorisine ait bazi 6zel
kiimeler ve dualite agisindan tensor ¢arpimlarinin irdelenmesi ile elde edilecek olasi sonuglar

icin bir alt yap1 saglamistir.
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