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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
KESIRLI MERTEBEDEN ANALIZIN TEMEL KAVRAMLARININ INCELENMESI
Gozde ARSLANTAS
Tekirdag Namik Kemal Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Giilizar ALISOY

Yiiksek Lisans tez calismast giris, klasik ve kesirli matematiksel analizlerin karsilastirilmasi,
reel eksenin sonlu araliginda kesirli mertebe tiirev ve integralin 6zellikleri, Griinwald-Letnikov
ve Riemann- Liouville yaklasimlarinin esdegerligi, kesirli mertebe ikinci g¢esit Volterra
denklemi igin correct Cauchy probleminin ¢éziimiine iligkin aragtirma bulgulari, tartisma ve
sonu¢ ve kaynaklar olmak iizere toplam alt1 boliimden olugmaktadir. Tezin giris kisminda
konuya iliskin literatiir 6zetleri, ¢alismanin giincelligi, tez ¢alismasinin amaci, bu amaca
varmak i¢in ¢oziilmesi gereken problemler verilmistir. Ikinci boliimde, kesirli mertebe tiirevleri
ve integralleri tanimlamak ve 6zelliklerini incelemek ve ayrica kesirli mertebe tiirevleri ihtiva
eden diferansiyel denklemleri incelemek icin kuramsal temeller verilmistir. Uciincii boliimde,
kesirli mertebe tiirev ve integral hesabinda yaygin olarak kullanilan ve Euler fonksiyonlar
olarak bilinen Gamma ve Beta fonksiyonlar1 tanimlanmis ve onlar arasindaki iliski 6zellikleri
verilmistir. Dordiincti bolimde, kesirli mertebe matematikte kullanilan Riemann-Liouville,
Griinvald-Letnikov, Caputo yaklagimlar: verilmis ve bu yaklasimlar yardimiyla kesirli mertebe
tiirev ve integralin hesaplanmasina iligkin bazi1 6rnekler verilmistir. Besinci boliimde oncelikli
olarak, kesirli mertebe diferansiyel denklemlerle ikinci ¢esit Volterra integral denklemi
arasindaki iligki belirlenmis ve daha sonra ise siirekli ve integrallenebilir fonksiyonlar uzayinda
gercel eksenin sonlu araliginda kesirli mertebe bayag: diferansiyel denklemler i¢in Cauchy tipi
problemin ¢o6ziimiinlin varlig1 ve tekligi verilmistir. Tezin altinci bdliimde ise tartisma ve
sonuglar verilmistir.

Anahtar kelimeler: Gamma ve Beta fonksiyonlari, Riemann-Liouville kesirli tiirevi,
Griinvald-Letnikov kesirli tlirevi, Caputo kesirli tiirevi, Cauchy problemi
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Riemann-Liouville, Grunwald-Letnikov, Caputo approximations used in fractional-order
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SIMGELER VE KISALTMALAR

: p dereceden integrallenebilir fonksiyon sinifi
: () iizerinde Olgiilebilir fonksiyonlar kiimesi

: Mutlak siirekli fonksiyonlar sinifi

: Reel sayilar kiimesi

: Kompleks sayilar kiimesi

: Siirekli fonksiyonlarin agirlik uzay1

: Bos olmayan tam metrik uzay

: Gamma fonksiyonu

: Beta fonksiyonu
: Tam say1 mertebe tiirev operatorii

: Kesirli mertebe integro- diferansiyel operatorii

: o. Mertebeden sol Riemann- Liouville kesirli integrali
: 0. Mertebeden sag Riemann- Liouville kesirli integrali
: a sayisinin tam kismi

: a sayisinin kesir kismi

L{f(t)} = F(s) :f(t) fonksiyonunun Laplace integral doniistimii

Y

: Euler- Mascheroni sabiti
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1. GIRIS

Matematiksel analizin bir kolu olan kesirli tiirev ve integral, teknolojinin hizl
gelisimine bagl olarak genis kullanim spektrumuna sahiptir. Adindan da anlasilacagi lizere

kesirli diferansiyel hesap, tiirev ve integralin tam say1 olmayan (keyfi) mertebelere genisletilmis

seklidir [1-15].

Kesirli mertebe analizin klasik analizden en 6nemli farki, klasik analizde oldugu gibi
tek bir tiirev taniminin olmayisidir. Dolayisiyla, kesirli mertebe analizdeki farkli tlirev
tanimlarin varligi ve problemin tanimlanma bi¢imine en uygun olaninin kullanilmasi,
problemin en iyi ¢dziimiiniin elde edilmesine olanak saglamaktadir. Kesirli mertebe analizde
agirlikli olarak kullanilan tiirev tanimlari, Riemann - Liouville, Griinwald - Letnikov ve Caputo
kesirli tiirev tanimlaridir. Hatirlayalim ki, periyodik siireglerin incelenmesinde Fourier kesirli
tiirev tanimi1 daha iyi sonuglar verir [3]. Bu tanimlar arasinda belirli kosullarda gegcisler olmasina

ragmen tanimlar ve tanimlarin fiziksel yorumlari agisindan belirli farkliliga sahiptirler.

Sonug olarak matematiksel analizin bu béliimiiniin, siradan ve fraktal ortamlardaki en
karmagik dinamik siireclerin matematiksel modellemesi i¢in bir ara¢ haline geldigini
sOyleyebiliriz. Dolayisiyla, matematiksel analizin bu boliimii, yeni bir temelde analiz, sentez,
tanimlama, teshis ve yeni kontrol sistemlerinin yaratilmasinda en ¢esitli sorunlar1 ¢6zmemize
olanak tanimaktadir. Bu durum ise incelenen tez konusunun giincel bir konu oldugunu

gostermektedir.

Tezin temel amaci, kesirli mertebe analizin temel kavramlarindan hareketle Griinwald-
Letnikov ve Riemann- Liouville yaklagimlarinin esdegerliginin incelenmesi ve kesirli mertebe

ikinci ¢esit Volterra denklemi i¢in Cauchy probleminin ¢oziimiinii gostermektir.
Tezde belirlenen amaca varmak i¢in asagidaki problemler ele alinmistir;
v Fonksiyonel analizin bazi temel kavramlari

v' Klasik ve Kkesirli matematiksel analizlerin Kkarsilastirilmasi ve [a,b] € R

araliginda kesirli mertebe tiirev ve integralin 6zellikleri
v' Griinwald-Letnikov ve Riemann- Liouville yaklasimlarinin esdegerligi

v" Kesirli mertebe ikinci gesit Volterra denklemi igin correct Cauchy problemi



2. KAYNAK OZETLERI

Kesirli-mertebe tiirevlere iliskin ilk yaklagim J.Bernoulli ve G.Leibniz’in ¢aligmalarinda

bulunur [2-9].

G.Leibniz 1695 yilinda G.Lopital’e yazdigi bir mektuba gore, 2 mertebe tiirev
islemlerinde farkliliklar olasiligini tartismistir ve bunun bir giin faydali sonuglari ortaya

¢ikaracaginin agikca goriilen bir paradoks oldugunu belirtmistir.

Leibniz’in kesirli mertebe tiirevler tizerine ortaya attig1 bu soru, giiniimiize kadar olan
siireclerde iizerinde calisilan ve ortaya konulan tanimlarla gelistirilen 6nemli bir konu olmustur.
Leibniz’in yani sira Fourier, Abel, Liouville, Riemann, Heaviside, Laplace, Lagrange, Euler,
Griinwald, Hardy, Sigmund, Courant ve Leitnikov gibi {inlii birgok matematik¢i de bu konu

tizerinde ¢ok dnemli ¢alismalar yapmistir [8-15].

18.ylizyilda, kesirli mertebeli matematige olan ilgi yok sayilacak kadar olup, konuya
iliskin Euler ve Lagrange isimleriyle ilgili sadece birka¢ yayin bilinmektedir. Tiim XIX yiizy1ili
ve XX in ilk yarisi, sonuglarin biriktirildigi ve matematiksel analizin bagimsiz bir bolimii
olarak kesirli-mertebe hesabin olusum dénemiydi. Laplace, Foruier, Abel, Liouville, Riemann,
Heaviside, Griinwald, Hardy, Sigmund, Courant, Leitnikov vb. iinlii matematikg¢ilerin, mekanik

ve fizikgilerin kesirli- mertebeli integral-diferansiyel konularinda bilinen yayinlart vardir.

Unlii Rus matematik¢i Moskova Matematik Dernegi Baskan1 A.V. Leitnikov, kesirli-
mertebe matematiksel analizinin gelistirilmesine biiylik katki saglamistir. Onun doktora tezi ve
caligmalar1 [2-6], Kesirli-mertebe tiirev teorisine, kesirli-mertebe matematigin tarihsel
gelisimine, kesirli hesap teorisinin integral hesabina uygulanmasi ve diferansiyel denklemlerin

¢Ozlimiine ayrilmistir.

A.V. Leitnikov’ un kesirli analizde ilk yaymlar1 1868 den 1872’ ye uzanmaktadir.
Bilimsel toplulugun kesirli-mertebe hesaplara ilgisinde yeni bir yiikselis 1974 yilinda “The
Fractional Calculus™ kitabinin yayinlanmasindan sonra ortaya ¢ikmistir. Bu kitapta, kesirli
analiz teorisi sistematik olarak incelenmis ve bu teorinin farkli uygulama alanlar1 ortaya

konulmustur [2].

Gilinlimiizde, kesirli-mertebe matematik ve onun farkli alanlara uygulanmasina iliskin

cok sayida bilimsel, teknik konferans ve seminerler [1-5] yapilmakta olup, ¢esitli 6zel dergiler



diizenlenmektedir [2-5]. Kesirli-mertebe analizin, gesitli bilim, teknoloji ve doga bilimleri
alanlarindaki uygulamalarina adanmis birbirinden farkli dergilerin tematik konular1 ortaya

cikmaktadir [9].

Kesirli-mertebe matematiksel analize iliskin Ref. [2,6,9]" da ki ¢ok sayida miikemmel
degerlendirme calismalar1 yer almaktadir. Ozellikle, Ref. [4]’ te B. Ross tarafindan derlenen
aciklamali kronolojik bibliyografya ve ayrica kesirli-mertebe matematiksel analize iligkin son
derece Onemli bilgilerin yer aldigi [2-11] kaynak bilgilerinin ¢ok faydali olacagi

diistiniilmektedir.

Giiniimiiz kosullarinda S.G. Samko, A.A. Kilbas, O.I. Marichev, M. Al-Bassam, R.
Bagley, Y.A. Brychkov, L.M.B.C. Campos, R. Gorenflo, J.M.C. Joshi, S. Kalla, E.R. Love, M.
Mikolas, K. Nishimoto, S. Owa, A.P. Prudnikov, B. Ross, S. Samko ve H.M. Srivastava, A.M.
Nahushev, R. Nigmatulin, Uchaykin, Chen iinlii bilim insanlar tarafindan kesirli hesap ve
uygulamalar1 konusunda teferruatli bilgiler iceren ¢ok sayida yayimnlar yapmis ve dinamik bir

bi¢imde yeni uygulamalar igeren degisik yaynlar yapilmaktadir [1-7].

Bagka bir degisle su anda, kesirli matematik hem teorik hem de pratik uygulanma

acisindan hizli gelisme siirecindedir [15-18].



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Fonksiyonel Analizin Baz1 Temel Kavramlar:

Burada oncelikle, kesirli mertebe tiirevleri ve integralleri tanimlamak ve 6zelliklerini
incelemek ve ayrica kesirli mertebe tiirevleri ihtiva eden diferansiyel denklemlerin ¢ziimiiniin
varligi ve tekligi ile ilgili problemi incelemek i¢in ihtiya¢ duyacagimiz bazi kavram ve
tanimlamalar1 verecegiz. Hatirlayalim ki bu tanim ve kavramlar ayrintili bir bicimde [19,20]

de verilmistir.

Bu tez calismasinda genel olarak R- ile gercek sayilar kiimesini ve C- ile karmagik
sayilar kiimesini gdsterecegiz. Diger bir husus ise, tez calismasinda ele alinan kiimelerin ve
fonksiyonlarin, ayrica olarak belirtilmeden oSlgiilebilir oldugu ve fonksiyonlarin hemen her

yerde sonlu oldugu kabul edilmistir.

3.1.1. Metrik Uzaylar Banach Teoremi

Matematiksel analizin en 6nemli islemlerinden biri de limite gecis islemidir. Bu limit
islemin temeli, bir say1 ekseni lizerinde bir noktadan digerine olan uzakligin tanimlanmis
olmasma dayanir. Bir¢cok temel analiz olgusu, gergek sayilarin cebirsel dogasiyla (bir alan
olusturma gercegi) ilgili degildir, ancak yalnizca “uzaklik” kavramina dayanir. Gergek sayilar
kavramini, 0geler arasindaki uzakligin tanimlandigi bir kiime olarak &zetleyerek, modern

matematigin en dnemli kavramlarindan birine “metrik uzay” kavramina ge¢mis oluruz.

Tamm 3.1.1.1. [20] Bos olmayan bir X kiimesi ve
d:XxX-> R, (xy) = dXxy) (3.1)
dontigimii verilsin. Eger bu d(x,y) doniisimii VX,y,z € X i¢in asagida tanimlanan {ig

aksiyomu sagliyorsa

e dx,y) =0=x=y
e d(xy) =d(y,x)
e d(x,y) <d(xz) + d(zy)



d(x,y) fonksiyonuna X iizerinde uzaklik fonksiyonu veya metrik denir. (X,d)- ikilisine bir

metrik uzay denir. Metrik uzay1 R = (X, d) bi¢iminde isaretleyecegiz.

Matematiksel analizin incelenmesinin ilk asamalarindan itibaren, reel sayilar kiimesinin
tamliginin analizde ne kadar 6nemli bir role sahip oldugunu goériiyoruz. Bir baska degisle, reel
sayilarin her temel dizisi belirli bir limite yakinsamaktadir. Dolayisiyla reel sayilar kiimesi, en

basit bir tam metrik uzaydir.

Hatirlayalim ki bir R- metrik uzayimin noktalarindan olusan {x,} dizisinin bir temel dizi
olmasi i¢in onun Cauchy 6l¢iitiinii (kriterini) karsilamas1 gerekir. Yani; herhangi bir € > 0 igin

oyle bir N sayisi vardir ki keyfi x,» > N¢ ve x,7 > Ng i¢in d(x,7,%x,7) < € dogrudur.

Tanim 3.1.1.2. [20] Bir (X, d) metrik uzaydaki her Cauchy dizisi X- i¢inde bir limite

sahipse, bu (X, d)- metrik uzayina tam metrik uzay denir.

Once “sabit nokta” tanimini hatirlayarak, tam metrik uzay icin ispatsiz olarak klasik

Banach sabit nokta teoremini verelim.

Tamm 3.1.1.3. Eger Ax = x ise x noktasina A doniigiimiiniin sabit noktas1 denir. Baska

bir deyisle, sabit noktalar Ax = x denkleminin ¢oziimleridir.

Simdi ise ispatsiz olarak Banach sabit nokta teoremini verelim. Hatirlayalim ki bu

teoremin ispati1 Ref. [20]” da verilmistir.

Teorem 3.1.1.4. [20] Varsayalim ki (U,d) bos olmayan tam metrik bir uzay olsun. Ayrica, T :
U — U dyle bir doniisiimdiir ki keyfi u,v € U i¢in

d(Tu, Tv) < wd(u,v), 0<w<1 (3.2)

T operatdriiniin tek bir sabit u* € U noktas1 vardir. Ayrica eger k € N olmak iizere TX asagidaki

bicimde belirlenmis bir operator ise;
T!=T, TK=T-TK!, ke N\ {1}

keyfi uy € U i¢in {Tkuo}:;l dizisi sabit noktaya yakinsar.



(3.2) ifadesi ile tanimlanan teorem kasilma veya biiziilme (contraction mapping)

doniistimii olarakta bilinir.

Banach sabit nokta teoremi genelde, degisik tip denklemlerin ¢6ziimiiniin varligi ve
tekliginin ispat1 i¢in kullanilir. Bunun yani sira, sabit nokta teoremi degisik tip denklemlerin
¢Oziimlerinin yaklasik belirlenme yontemlerine olanak saglamaktadir. Bu tez ¢alismasinin
besinci boliimiinde kesirli mertebe ikinci ¢esit Volterra denklemi i¢in tanimlanan correct

problemin ¢6ziimiinde Banach sabit nokta teoreminden yararlanacagiz.

3.1.2. Holder Fonksiyonu ve Mutlak Siirekli Fonksiyonlar Sinifi

Bu paragrafta oncelikli olarak Holder’in yerel ve global kosullar1 ve daha sonra ise
mutlak siirekli fonksiyonlar sinifina iligskin bazi tanimlar verilecektir. —c0 < a < b < oo olmak

tizere Q = [a,b] reel eksen iizerinde kapali bir aralik olsun.
Tamim 3.1.2.1. A bir sabit ve 1 bir gosterge (Holder gostergesi) olmak lizere tiim

X1, X, € Q icin f(x) fonksiyonu Q tizerinde

[f(x2) — f(x)| < Alxy — x4 " (3.3)

Holder kosulunu saglar.

Tammm 3.1.2.2. Q iizerinde n - sabit gostergeli Holder kosulunu saglayan tiim

fonksiyonlar sinift H" = H"(Q) bigiminde gosterilir.

N > 1 olmasi durumunda H"(Q) smifi sadece f(x) = sabit kapsar.

f(xz) — f(xq)

Xy — X1

<AlimM<A|x —-x¢|"1=0
T A0 [xp—xq| T2t (34)

Elde edilen bu sonugtan hareketle H"(Q) fonksiyonlar sinifinin 0 < 1 < 1 i¢in daha
anlamli oldugunu gérmekteyiz. 1 = 1 i¢in H"(Q) fonksiyonlar siifi Lipschitz fonksiyonlar

smifidir.

Simdi ise H(Q)) Lipschitz fonksiyonlar smifindan daha genis olan AC(Q) mutlak

stirekli fonksiyonlar sinifini tanimlayalim.



Tanim 3.1.2.3. Eger keyfi bir € > 0 i¢in 6ylebir 6 >0 vardrki k=1,2,..,n ve

Yi=1(bx — ayx) < & olmak iizere keyfi sonlu ¢ift ¢ift ayrik [ay, by] € Q araliklari igin

Yi=1lf(b) — f(a)] < € (3.5)

esitsizligi dogrudur. O halde f(x) fonksiyonuna Q araliginda mutlak siirekli fonksiyon denir.

Mutlak siirekli fonksiyonlar sinifi AC(Q) bigiminde gosterilir. Hatirlayalim ki AC()
mutlak siirekli fonksiyonlar siifinin, Lebesgue anlaminda integrallenebilir fonksiyonlarinin

antiderivatif sinifina denk geldigi bilinmektedir. Yani;

X

f(x) e AC(QY) & f(x) =c+ f @(t)dt (3.6)

a

b
[le@ldt <o, o=@
a
Tammm 3.1.2.4. n = 1,2,..., olmak iizere, AC"(Q2) f(x) fonksiyonunun Q iizerinde
n — 1 mertebe diferansiyele sahip siirekli fonksiyonlar sinifi olsun.
f-D(x) € AC(Q)
ACY(Q) = AC(Q)

olacag agiktir ve AC™ (L) fonksiyonlar smifinin kapsadigi fonksiyonlar asagidaki gibi belirlenecektir.

X

f(x) € ACM(Q) & f(x) = ) C(x—a)k+ | dt... | dt | @(t)dt 37
gois-ars o fa o7

a

b £® (a)
[leldt<o, 0 =t0@, =




Eger Q bir eksen veya yarim ekseni temsil ederse bu durumda H"(Q) fonksiyonlar
smifinin  belirlenmesinde f(x) fonksiyonunun sonsuz uzaklikta alinan noktanin yakin
civarindaki davranis1 da dikkate alinmalidir. Bir bagka deyisle, mutlak degerce yeterince biiyiik

degerlere sahip tiim X, , X, i¢in f(x) fonksiyonu Holder kosulunu saglamalidir;

IRIGIE @8)

Tamm 3.1.2.5. Varsayalim ki ()- bir eksen veya yarim ekseni temsil etmektedir. Bu
taktirde H" = H"(Q) fonksiyonlar smifi ( tizerindeki keyfi sonlu aralikta (3.3) ifadesi ile
tanmimlanan Holder kosulunu ve (3.8) ifadesi ile tanimlanan sonsuz uzaklikta alinan noktanin
yakin civarindaki Hélder kosulunu saglar. Eger H"(Q) fonksiyonlar sinifi igin (3.3) ve (3.8)
ifadeleri ile tanimlanan Holder kosullari tek bir kosul bigiminde ifade edilirse asagidaki ifadeyi

elde ederiz;

|xp — x4 |"

) =10l = AT + Dy 39

Bu ifade “global Holder kosulu™ olarak bilinir.

3.1.3. Lp - Smifi ve Onun Baz1 Ozellikleri

Burada oncelikli olarak p dereceden integrallenebilir fonksiyonlar sinifi ve bu
fonksiyonlar smifindan olan fonksiyonlar i¢in bazi teorem ve esitsizlikler verilecektir

[19]. —0 < a < b < o olmak iizere Q € [a, b] olsun.

Tamm 3.1.3.1. [20] Q iizerinde Olgiilebilir f(x) fonksiyonlar kiimesi L, = L,(Q)

bi¢iminde isaretlenir ve bu durumda asagidaki esitsizlik dogrudur.

Jo, IfGIPdx < oo, (1<p<w) (3.10)



Ayrica f(x) fonksiyonunun L, (Q) iizerindeki normu,

1

1l oy = (J, 1FGOIPdx)”

(3.11)

Sifir 6lgiime sahip kiimede farklilik gosteren iki fonksiyon Lj() uzaymin elemanlari

gibi farklilik gostermezler.

fe Ly,(Q) ve g € L,(Q) fonksiyonlari igin;

IIf + g”Lp(Q) < ”f”Lp(Q) + ||g||Lp(Q)

Minkowski esitsizligi dogrudur. Burada L,(Q) uzayr normlu uzaydir.

Eger f€ L,(Q) ve g € Ly (Q) ise;

r_ P
p_p—l

olmak tizere Holder esitsizligi dogrudur. Yani;

J,, 16008G dx < Nl oo gl oy

Burada L, () uzay: tam uzaydir.

(3.12)

(3.13)

Tez calismasinin ileriki asamalarinda ihtiya¢c duyacagimiz bir diger teorem de kath

integrallerde integralleme sirasin1 degistirmeye olanak saglayan Fubini teoremidir.

Teorem 3.1.3.2. [19] Q; = [a,b],Q, = [c,d], —0o <a < b < 00,—0 < c<d < ovef(x,y),

Q, X Q, tlzerinde tanimli Olgiilebilir bir fonksiyon olsun. Eger ffh dx fﬂz f(x,y)dy,

) 0, Y J. o, fxy)dx, If a,x , [(% y)dxdy integrallerinden en az biri (mutlak) yakinsarsa, bu iig

integral aynidir.



f: f(x,y)dy = fab dy f; f(x, y)dx (3.14)

formiiliine Fubini teoreminin 6zel durumu veya Dirichlet formiilii denir [7]. Ayrica bu durumda

genellestirilmis Minkowski esitsizligi dogrudur.

p

J.dx J.f(x,y)dy < fdy flf(x,y)lpdx (3.15)

Q]_ QZ QZ Ql

Tl
Tl

3.2. Ozel Foksiyonlar ve Euler Integralleri

Burada oOncelikli olarak elementer ve 6zel fonksiyon kavramlarimi hatirlayalim.
Bilindigi tizere; c- bir sabit olmak iizere f(x) = ¢ sabit fonksiyonu, x"- kuvvet fonksiyonu,
0 < a, a # 1 olmak {izere a*- iistel fonksiyonu, log, x - logaritma fonksiyonu, trigonometrik

fonksiyonlar (sinx, cosx,tanx, cotx), ve ters  trigonometrik  fonksiyonlar

1 1 1

(sin"'x,cos'x,tan ' x,cot™1x) basit elementer fonksiyonlar olarak adlandirilir. Basit
elementer fonksiyonlar iizerinde yapilan sonlu sayida aritmetik iglemler ve siiperpozisyonlar
sonucu elde edilen fonksiyonlar elementer fonksiyonlar olarak tanimlanir. Elementer
fonksiyonlar cinsinden ifade olunamayan fonksiyonlara ise 6zel fonksiyonlar denir. Ozel
fonksiyonlar seri ve integral biciminde temsil edilir. Ozel fonksiyonlara 6rnek olarak,
hipergeometrik, kiiresel, silindirik, fonksiyonlar, Airy fonksiyonu, beta ve gamma

fonksiyonlari, integral siniis, integral kosiniis ve eliptik fonksiyonlar vb. gosterilebilir

Kesirli matematiksel analizde, iyi bilinen ve genel olarak klasik matematiksel analizde
kullanilan tistel (exponential) fonksiyonlar ve faktoriyeller i¢in kullanilan bir genelleme olan
fonksiyonlar bulunur. Bu fonksiyonlar1 g6z Oniinde bulundurarak, klasik ve Kkesirli

matematiksel analizleri karsilastiralim.

Ozel bir fonksiyon smifi, sadece bigimsel bir degiskene degil, ayn1 zamanda
parametreye de bagli olan 6z veya genellestirilmis integral biciminde gosterilebilir. Bu tiir
fonksiyonlara parametreye bagli integraller denir. Euler fonksiyonlari olarak bilinen gamma ve

beta fonksiyonlar bu tiir fonksiyonlardir [9-12].

10



Beta fonksiyonlari, birinci ¢esit Euler integraliyle temsil edilir;

1
B(a,b) = f 11— x)P1dx,  (Re(a) > 0,Re(b) > 0)
0

Gamma fonksiyonu ise ikinci ¢esit Euler integrali ile temsil edilir;

[oe]

I'(a) = f x¥ le X dx, (Re(x) > 0,x — keyfi kompleks say)

0

Gamma fonksiyonu, birgok baska 0zel fonksiyonlarin (O6rnegin; silindirik,

hipergeometrik) incelenmesi i¢in gerekli olan, basit ve en dnemli 6zel fonksiyonlardan biridir.

Gamma fonksiyonunun dikkate alinmasi ile, bazi integralleri hesaplamadaki

olanaklarimiz biiyiik 6l¢lide genisletilmistir.

Euler integralleri iyi calisilmig temel olmayan (non-elementary) fonksiyonlardir. Eger
bir problem Euler integrallerinin hesaplanmasina indirgenirse, bu takdirde problem ¢oziilmiis

sayilir.

3.2.1. Gamma Fonksiyonu

x € Cve x > 0 olmak tizere;

oo

r'x) = f e 't 1dt (3.16)

0

Euler integraliyle ile tanimlanmig fonksiyona Gamma fonksiyonu denir [13,19,25].

Gamma fonksiyonunun tanim kiimesi sifir dahil olmamak tizere sifirdan biiyiik biitiin

gercel sayilardir.

Gamma fonksiyonu 6zel bir fonksiyon olup kesirli mertebeden tiirev ve integralin
olusturulmasinda ciddi rol oynamistir. Basitce ifade edilir ise, faktoriyelin tiim reel sayiya

genisletilmesidir.

11



x = 1 i¢in;
(o]

() = f etdt = 1 (3.17)

0

Eger (3.16) ifadesinin kismi integrasyonu yapilirsa;

I'x) = ifooo e ttXdt = F(X:D

veya T'(x+1)=xTI(x) (3.18)

elde ederiz. Bu esitlik Gamma fonksiyonunun temel 6zelliklerini ifade etmektedir.
(3.17) ve (3.18) ifadelerinden hareketle;

r)=ra+1=1-r()=1

rk)=r2+1)=2-r)=2!

r(4)=r3+1)=3-Ir(3) =3!

yazabiliriz. Genel olarak ne N*olmak tizere I'(n) = (n — 1)! oldugu bilinmektedir.

Eger;

(o]

j e X’ dx =

0

5

esitliginde x = t1/2 degisken degistirmesi yaparsak asagidaki sonucu elde ederiz.
Jy etz dt = v
Bu esitlik (3.16) ifadesi ile tanimlanan Gamma fonksiyonu dikkate alinarak soyle yazilabilir;

()

2

12



Bu sonucun ve Gamma fonksiyonunun temel 6zelliklerini ifade eden (3.18) esitliginin dikkate

alinmasuyla;

1 1-3:5-+(2n—1)
M(n+3)="222n (3.19)

biciminde yazabiliriz.

Gamma fonksiyonu i¢in asagidaki 6zellikler de gegerlidir:

T

e I'XT(1—-x) =

sin tx

e IX)T (X + %) = 21-2xq1/21(2x)

o T (x+2)r(x+2)r(x+22) = (2m)7 - nz ™T(nx)

Gamma fonksiyonu i¢in Weierstrass tanimlama formiilii sdyledir;

=2 i {(1+3) e (3.20)

Burada y — Euler sabiti olup asagidaki gibi belirlenir;

] 1 1 1
y—11111§30<1+§+§+---+a—1nm>—O,57721--~

(3.20) ifadesinden de goriildiigi tizere I'(x) fonksiyonu z =10, z= -1, z= -2, basit

kutup noktalarinin disindaki tiim noktalarda analitiktir.

Gamma fonksiyonu icin (3.20) ifadesinden hareketle tiiretilen Euler formiili ise

sOyledir;

[(z) = iH;‘f’:l{(l + ﬁ) (1 + ﬁ)_l} (3.21)
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3.2.2. Beta Fonksiyonu

m,n € C,Re(m) > 0,Re(n) > 0 olmak lizere;

1
B(m,n) = J.xm_l(l —x)"1dx (3.22)
0

seklinde tanimlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir ve gamma fonksiyonu gibi bir Euler
integralidir [13,19,25].

3.2.3. Gamma ve Beta Fonksiyonlar1 Arasindaki iliski

Eger (3.22) ifadesi ile tanimlanan Beta fonksiyonu i¢in Re(m) < 0,Re(n) < 0 ise

Gamma fonksiyonu ile Beta fonksiyonu arasindaki bagint1 asagidaki bicimde belirlenir;

I'(m)I'(n) y

= T(m + 1) = B(n,m) (3.23)

B(m, n)

(3.23) bagintisindan Gamma fonksiyonunun ii¢ degerini bulup hesaplamak yerine Beta
fonksiyonunun tek bir degerini bulup hesaplamak daha kolaylik saglar. Bu yiizden Beta
fonksiyonunu kullanmay tercih ederiz. Ayrica (3.23) bagintisi ile Beta fonksiyonunun simetri

ozelligi oldugu agiktir [19].
3.3. Kesirli Mertebe Tiirev ve Integrale iliskin Bazi Tanimlar ve Ozellikler

- . . - P | ,
Kesirli mertebeli matematik, temel tam sayr mertebeli tiirev operatorii + = D’nin

genellestirilmis halidir [4-6].
Kesirli mertebeli integro-diferansiyel operatoriin genel hali;

(d*

el a>0

a=0
aD'(cx:

1,

t

j(dt)“, a<o0
\a
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Burada sistemin tiirev veya integral operatorii olarak kullanilmasi o’nin alacagi degere baghdir.

a < 0 i¢in sistemin integrali , « > 0 i¢in ise sistemin tiirevi alinmaktadir.

Kesirli mertebeli sistemin matematiksel olarak ¢oziimiinde genel olarak ii¢ yaklagim

yontemi kullanilmaktadir [3-8];

1. Riemann-Liouville Yaklasimi
2. Griinwald-Leitnikov Yaklasimi
3. Caputo Yaklagimi

3.3.1. Riemann - Liouville Yaklasim

Burada 6ncelikli olarak katli integral gésteriminden hareketle Riemann-Liouville kesirli
integralini ve daha sonra ise bu islemin tersi olan Riemann-Liouville kesirli tiirevini

tanimlayacagiz.

Bilindigi tizere [19-25] n- katl integral i¢in asagidaki formiil gegerlidir;

1
(n—-1)!

f; dx fax dx -+ fax P(x)dx =

n

J; =" e(Ddt (3.24)

Bu esitlik dikkate alinarak (3.7) ifadesi asagidaki gibi yazilabilir;

f(x) € AC*(Q) & f(x) = YRl Ce(x —a)k + f:(x — )" 1p(t)dt (3.25)

(n-1)!

09 (a)
k!

b
f lpldt <, @ =fM(®,  Cc=

Eger I'(n) = (n — 1)! oldugu dikkate alinirsa (3.24) ifadesinin sag tarafinin n’nin tam
olmayan sayilar i¢in de bir anlama sahip olacag: aciktir. Bu husus dikkate alinarak kesirli

mertebe integral asagidaki bigimde belirlenecektir.
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Tanmm 3.3.1.1. a >0 ve f(x) € L;(a,b) olmak lizere o mertebeden sol ve sag

Riemann-Liouville kesirli integralleri sirasiyla asagidaki gibidir [3-8];

(1)
[Fro(x) = F(a)_f(x D= —dt, (x>a ) (3.26)
_ @(t)
p-e(x) = (o ),f(t O —dt, (x<b) (3.27)

o = 0 olmast durumunda ise I3+ @(x) = @(x) olacaktir.

Ozellik 3.3.1.2. ¢ € C,,a > 0, > 0,a = 0,y > —1 olmak iizere;

5159)00 = (15%0) @)
Fop) G0 = (15150) 00

° IO(+ Y — r(y+1) a+y
T(a+y+1)

. (12
o (1%

bagintilar1 Riemann-Liouville integral operatoriiniin bazi 6zellikleridir [9,11].

Ozellik 3.3.1.3. f, t > 0 reel degiskenli ve kompleks degerli bir fonksiyon olsun. L ile

gosterilen ve
L{f(t)} = F(s) = 4‘1—{2[ f(t)e stdt = f f(H)e stdt,0<e<T
£-0

seklindeki doniisime f(t)’nin Laplace Doniigimii denir [13,19]. s =x+1iy (x,y € R)
bi¢iminde kompleks degiskendir. Riemann-Liouville kesirli tiirevinin Laplace doniisimi o >

0 olmak iizere asagidaki bi¢imde tanimlanir [3,4];

a a—k-1
L{d f(t), } = s“F(s) — Z ld e kf(lt)l ,(n—1<a<n)

16



Simdi ise kesirli mertebe integral operatorleri igin (Ig+15+ (p)(x) = (I;ﬁ:r B(p)(x) yarl

grup 6zelliginin karsilandigin1 gosterelim. Bu amagla oncelikli olarak;

X
B
1 I (t)
g+16+‘P= f — 1o dt
a INa)) (x—1t)1-«
a

(3.28)
(1)

11 ; ;
_F(a)F(B)f x—pr<t) o8t

bi¢iminde ifade edilir. Ayrica Fubini teoreminin 6zel durumu igin [19,20] Dirichlet formiilii

asagidaki gibi yazilabilir;
b X b b
J, dx [ f(x,y)dy = [ dy fy f(x, y)dx (3.29)

Eger (3.28) ifadesine Dirichlet formiiliinii ve t = T + s(x — 1) degisken degistirmesi

uygulursak agagidaki sonuca ulasiriz;

(o4

PO X !
f%@‘m@wm!“ﬂ“!@—OP%va*&

1 [ e®
- T(r@)) x—oroh

1
er sP~1(1 —5)*"1ds
0

_B@B) [_e@dr
F@r®) G—oF

B 1 ; e(t)dt
a F(a+B)J) (x—1)l-(@+B)

=14
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Boylece kesirli mertebe Riemann-Liouville integral operatorii ig¢in yari grup o6zelliginin
karsilandig1 gosterilmistir. Kesirli mertebe Riemann-Liouville integral operatoriiniin sinirlt

oldugunu ifade eden Lemma asagida verilmistir.

Lemma 3.3.1.4. I3+ (a € R, a > 0) kesirli integral operatérii L(a, b) de simirlidir. Yani;

(b —a)“
||Ia+f||L(ab) W” fllL, ab) (3.30)

Ispat : Dirichlet formiiliinden yararlanirsak;

b

b b X
f(t) [f(D]
el af" f(X)ldX_IF(a)af e f !(X—t)l <
’ 1
—)Iaflf(t)ldttf(x—t)“‘ dx = alr(a)laflf(t)l(b —t)*dt

b
(b —a)“ ( - )a

sonucunu elde ederiz. Boylece Riemann-Liouville kesirli integral operatoriiniin sinirli oldugu

ispatlanmistir. Simdi ise Riemann-Liouville kesirli mertebe tlirevini belirleyelim.

Tamm 3.3.1.5. a € R*, m = [a] olmak iizere bir f(x) fonksiyonunun a-mertebeli
Riemann-Liouville kesirli tiirevi Riemann-Liouville kesirli integral operatorii yardimiyla
tanimlanir [5]. f fonksiyonunun a-mertebeli Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimi asagidaki

gibi verilir;

X

1 d\™
“f(x) = DI (x)] = e (&) [ f (x — )™ %L f(t) dt] (3.31)

a

18



Tanim 3.3.1.6. « € R*, m = [a] olmak iizere modifiye edilmis Riemann-Liouville

tiirevi asagidaki gibi verilir [7];

DEf(x) = — )M L(f(8) — £(0))dg (3.32)

1 dm
md—mf &
Modifiye edilmis Riemann-Liouville tiirevinin bazi 6zellikleri (0 < a < 1) [7];

e Kesirli leibniz ¢arpim kanunu:

DZ(uv) = u*v + uv® (3.33)
e Kesirli leibniz formiilii:

dfuty = ()|} - a'puv® (3.34)

e (dx)* ya gore integrasyon i¢in

1609 = 715 f (= D = s f f(g)ge (3.35)

Tanmm 3.3.1.7. 0 < a < 1 olmak tizere f, [a,b] c R {izerinde taniml1 integrallenebilir
bir fonksiyonun a. mertebeden sol ve sag Riemann-Liouville kesirli tiirevleri sirasiyla agagidaki

gibi tanimlanir [3-11];

1 d ; f(t)dt

o+ f0) = Tl—dx) x-DF (3.36)

1 d [ fodt
rd—o)dx) (t—x¢ (3.37)

DE-f(x) =
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Lemma 3.3.1.8. 0 < a < 1 olsun. Eger f(x) € AC c [a,b] ise f(x) fonksiyonu hemen hemen her

yerde,
o B 1 f(a) : f'(t)dt
Do) = vy [(x — ) G- t)“] (3.38)
1 fb) [ f(Ddt
=Ty l(b = W‘ (859

bigiminde D;+f(x) € L;(a,b) ve Dj-f(x) € L;(a,b) tiirevine sahiptir.

Ispat: D3 f € L, (a,b) oldugunu gdsterelim. Yani;

f(a) f'(t)dt
(x— a)“ (x — )«

b
f D% £G0)|dx =
a

0()

b X
1 If(a)l(b —a)l« £ (D|dt
TT1l-a 11—« +fdxf ]

i b b
1 [f(a)|(b—a)l™® . dx
“Tl-o 1-«a +f|f(t)|dttf(x—t)a]

| N . -
=t o | @I -2) a+f|f(t)|(b_t) adt

|f'(©)| ve (b — £)2~% fonksiyonu [a, b] de integrallenebilirler ve |[f ()| = 0,0 < (b— 1% <

(b — a)17% oldugundan ortalama deger teoremine gore dyle M sayist vardir ki;
0<M<(b—a)l"*ve fab|f'(t)|(b —p)l-*dt = Mfab|f'(t)|dt

Bu durumda;

<

b b
1 .
f|Dg‘+f(X)|dx “Ta—® [f(a)(b —a)l %+ Mf|f (©]dt

20



f(x) € AC c [a,b] oldugundan f (x) € L;(a,b) olur. Yani fab|f'(t)|dt < oo oldugundan

2+f(x) € Ly (a,b) olur. Dolayisiyla analoji olarak Di-f(x) € L, (a, b) gosterilir.

a = 1 durumunu inceleyelim.

[a] ile a sayisinin tam kismini, {a} ile ise a sayisinin kesir kismini isaretleyelim.

0<{a}<1lvea=[a]+{a}

a tam say1 ise;

o d : d\"
Dar = (&) ve Dg_ = <_ &) ya=123, ..

a tam say1 degil ise;

{a}+1

(08 f)(x)—(—x)[] D) = () i

[a] {a}+1

(DEH () =(—%) DIf(x) = (—%) 110

olarak diislinecegiz.

Tanim 3.3.1.9. a > 0 ve n = [a] + 1 olmak iizere f(x),x € [a,b] fonksiyonunun a.

mertebeden soldan ve sagdan Rieamann-Liouville kesirli tiirevleri asagidaki bigimdedir [8];

f(t)dt

(D f)(X) dX f(x_t)a n+1
. f(t)dt

006 = 75 (& f e

21
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f(t)dt

T integralinin

(3.40) ve (3.41) kesirli mertebe tiirevlerinin varligi igin yeterlilik kosulu, f

mutlak siirekli AC!([a,b]) fonksiyonlar simfindan olmasi ile temin edilir. Dolayisiyla bu

kosulun saglanmasi icin f(x) € ACL¥([a, b]) olmas: yeterlidir.

Teorem 3.3.1.10. a = 0 ve f(x) € AC"([a,b]) ,n = [a] + 1 olsun. Bu durumda hemen hemen

her yerde asagidaki bi¢iminde tanimli D)+ f Riemann-Liouville kesirli tirevi vardir [8].

n-1

=y 1 O
at -
k

—T(1+k—a) (x =)+ [(n—a)) (x—t)an+l dt (3.42)

ispat:

f(x) € AC"([a, b]) oldugu i¢in (3.25) ifadesine istinaden

f(x) = XkZo Cr(x —a)* + [ x =" te(t)dt

(n-1)!
yazabiliriz. Bu ifadeyi (3.40) esitliginde dikkate alalim;

1 (d)“ : f(t)dt

et == \&) | Gopen
a

L, X n-1
:ﬁ(%) !$ kZOCk(t—a)k
t

1 n-1
+m[(t— y)"e(y)dt

F(n— o) dX [z Ckf(t— a)kx— " 1de
t

1 dt B
+ (n—1)! af (x — t)a—n+1 f(t - Y) (p(Y)dt

a

Oncelikle t = a + T(x — a) degisken degistirmesi kullanarak fax(t —a)k(x— " 1dt

integralini hesaplayalim.
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1
f (t—a)*x - ldt = (x —a)"*e f ™1 + % tdr
0
F'k+ Dr(n—oa)

_ — 3)n+k—a _ — — y)ntk—a
= (x—a) Blk+1n—oa) = (x—a) fh—atk+D

W f:(t — y)" p(y)dt integralini hesaplayalim. Bu amacla Tanim

Simdi ise f
3.3.1.6 ifadesi ile tanimlanan Dirichlet formiilii uygulanirsa ve ayrica i¢ integralde t = a +

T(x —a) degisken degistirmesi dikkate alinirsa, o halde

X

I$ I(t — )" le(y)dt = f @(y)dy fx(x — na-1(g — y)n-1gt

a

F'm)I'(h — a) o
= o= f (x— )" Lg(y)dt
elde ederiz. Elde ettigimiz bu sonuglar1 DS, f(x) kesirli mertebe tiirev formiiliinde yerine

yazarsak asagidaki sonuca ulasiriz.

n-1

. p 1 n ke TR+ DI (n = o)
D3+ f00) = I'h—a) (dx) [Z Cic (x = @)™ I'm—a+k+1)

1 I'(n)I(
(n—1)! TI'(2n-

" j (x - )Zn-“-lw(y)dt]

S (2 el

F(n— 0()[

1 F(n)F(n—a) ( )(i)n(

m—-1)! T(2n—a) X Y)Zn_a_ldt]

- d\" Kk d\" . .
Eger bu esitlikte yer alan (&) (x — ) ve (&) (x — y)?2~%"1jfadelerinin acik

seklinin;

(%) x—" = (m+k-a)m+k—a-1)(k—a+ -

_ k—a+n+1)

kot D & a)<
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d\" I'(2n — a)
_ _ 2n-a—-1 _ _ n-a-—-1
(dx) (x=y) I'h —a) (x=y)

K)
bigimlerinde oldugu ve ayrica '(n) = (n — D!, @(y) = f®(y), C, = A '(a) oldugu dikkate
alinirsa o halde kesirli mertebe Riemann-Liouville tiirevi igin;

f®@)  Tk+1) 1 [ f®()dy
DY f(x) = - (x—a)k 4+ —
a i kIl T(1+k—a) 'h—a)) (x—y)«n+l
= a
n-1 X
£ (a 1 £ (v)d
B @ (x— a)ka ¢ (y)dy

B o Fr1+k—a) I'(n—a) J (x — y)a-n+l

nihai sonucunu elde ederiz.

Bilindigi iizere eger % faxcp(t)dt = @(x) islemi dogrulaniyorsa, adi diferansiyel

islemi % ve integral islemi f;---dt karsilikli ters islemler olur.

Ote yandan genelde f; @' (t)dt # @(x) oldugu dikkate alinmalidir (bu durumda

n
ilaveten @(a) sabitinin olacagi agiktir). Benzer sekilde (i) [}+¢ = @ olmasina ragmen

I;l+(p(n) # @ olacaktir(burada ilaveten (n — 1) derece polinomun olacagi agiktir). Benzer
yorumlarla kesirli mertebe tiirev i¢in D3+I5+¢ = ¢ olmasina ragmen [3+D3+¢ isleminin
sonucu her zaman @(x) ‘e esit olmayabilir (bunun sebebi kesirli mertebe diferansiyel islemi
sonucu k = 1,2, -+, [a] — 1 olmak iizere (x —a)* ¥ polinomlarinin olusmasidir). ilerleyen
asamalarda daha ayrtili muhakeme i¢in, asagidaki fonksiyon smifini1 tanimlamamiz

gerekmektedir.

Tanmm 3.3.1.11. a > 0 olmak iizere integrallenebilir fonksiyonlarin o mertebe sol

taraf kesirli integrali cinsinden ifade edilen f(x) fonksiyonlar smifi 15+ (Ly) olsun. O halde
fel(Ly), a>0 ©f=1%¢, ¢€Ly(ab), 1<p<w

Teorem 3.3.1.12. a > 0 olmak izere f € I ]+ (Lp) olmasi icin gerek ve yeter kosul asagidaki

ifadelerle tanimlanir;
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fo_o(X) = 137 *f € AC*([a,b]), (n = [a] + 1) (3.43)

f® @=0 (k=012-,n—1) (3.44)

Ispat: Oncelikle gereklilik kosuluna bakalim. f=1%¢ ve @(x) € Ly(a,b) olsun. O halde

(3.28) ifadesi ile tanimlanan yar1 grup 6zelliginden hareketle asagidaki sonuca ulasiriz.
fooo(®) = L+ “f = 15 "5+
Bir bagka degisle @(x) € L;(a,b) olmak tizere

1
(n—1)!

j(x — )" 1p(t)dt

a

fr-a(x) =

ve bu durumda (3.43) ve (3.44) kosullarinin dogrulanmasi (3.25) ifadesinden hareketle agik¢a

goriilmektedir.

Simdi ise Teorem 3.3.1.12 ‘nin yeterlilik kosuluna bakalim. (3.40) ve (3.41) kosullarinin

dogrulanmasi durumunda (3.25) ifadesinden hareketle

1
(n—1)!

fra() = j (x— D" p(Ddt = 1%

Sonug olarak, (3.28) ifadesi ile tanimlanan yar1 grup 6zelliginden hareketle,
L f = v = Dy “Is @
sonucuna ulasiriz. Buradan 1"~%(f—15¢) =0 vede f=1%¢ elde ederiz.

Simdi ise hangi kosullarda kesirli mertebe tiirev ve kesirli derece integral islemlerinin

karsilikli ters islemler oldugunu belirleyelim.

Teorem 3.3.1.13. a > 0 olsun. O halde,
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D:+Ig+(() = (p(X) (345)
esitligi keyfi integrallenebilir fonksiyonlar i¢in ve
Ig+ D:+f = f(X) (346)

esitligi ise, f(x) € IJ+(L;) fonksiyonu i¢in dogrulanir. Eger f(x) € L;(a,b) ve Dj:f Kesirli

mertebe tlirevlere sahip bir fonksiyon ise;

1 x=a)% K1 (n—k-
a+Da+f = f(x) — Zﬂ:éxra—_k)féia V() (3.47)

olur. Burada n = [a] + 1 ve f,_o(x) = ;i %p.

Ozel durumda 0 < o < 1;

fi_q(a)
o na _ 1l-«a _ a1
a+Do+f = f(x) M@ (x—a)
Ispat:
X X t
1, = 1 dn J +e(bdt _ 1 dn f dt @(s)ds
a*a’ I'h—o)dx") (x—t)* 1 T()l(n—o)dx) (x—t)*x 0+l | (t—s)l-@
a a a

O halde bu esitligin sag tarafindaki sonuncu integralde integrasyon sirasini degistirirsek;

X

e 1 d° f ) A dt
a a2t T T — o dxn ) P = s)i-a(x — pon+

a S

yazabiliriz.
t=s+1(x—75)

degisken degistirmesi yapilarak asagidaki sonucu elde ederiz.
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1

J. (t— S)l—ocg:_ t)a-n+1 = (x—s)"t f (1 -1 dt = (x—s)""B(a,n — a)
S 0

B F'()Ir'(n— o)
B I'(n)

(x—s)™1
Bu sonug yukaridaki denklemde dikkate alinirsa,

C 1 an [((n — a) .
a*1a"® = T(@)(n — o) dx” f @(S)dST =)™

n

X
1 d" d

— —n14c —

~ (n—1)!dx® f P(s) (x = 9)"ds dx™

a

ve = 0(x)

(3.45) ifadesi ispatlanmuistir.

Simdi ise (3.47) ifadesinin dogrulugunu ispatlayalim. Bu amagla (3.25) ifadesinden

hareket edelim.

7% = Y0l ep(x — a)k + (;

n—1)! fax(X — )" e dt = YRI5 cp(x — a)* + 1T (%)

B 17547 Kf(a)

o) ELi(ab), o ==—F—, o) = [[¥f(x) = D+ f(x)

Eger yukaridaki ifadeden I}+@(x) ‘i ¢ekip ve daha sonra onun her iki tarafina 33"

operatori ile etki edersek asagidaki esitligi elde ederiz.
157 Dhp(x) = I Doaf = I5" I — XRI o I " (x — )k

Eger bu ifade 35" I3 *f = f oldugu dikkate alinarak yeniden diizenlenirse agagidaki

sekilde olur.
4D = f(x) — YRoe o I " (x — )k
> oa—n k F(1+k) oc—n+k - .
Ote yandan[;:"(x —a)* = F— (x—a) oldugu dikkate alinarak,

asagidaki sonuca ulasiriz;

In—(x—kf
%D, f = f(x) — Tph

_ a)a—-n+k
kZOF(1+a—n+k)(X a)
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Ayrica;

"7%f(a) = DY "f(a)

D;x+k 1f(a) — Ik+1 (Xf( )

— I;(jl n+n-— ocf(a)

— Ik+1 nfn—o((a)
— f(n oc)l(a)
oldugu dikkate alinirsa,

n-1 _ a)a—k 1

157 “f(a) ek O &
=0F(1+a—n+k)(x_a) * 2 I(a—k)

k=0

f(n o) -1 (a)

asagidaki nihai sonuca variriz;

n1(x—a)* T ey
©F = f(x) — z T e @

Yani (3.47) ifadesi ispatlanmis olur.

3.3.2. Griinwald - Leitnikov Yaklasimi

Griinwald-Letnikov kesirli diferintegralininin yapisi, matematiksel analizin gelisimi
acisindan daha dogal olmakla birlikte bu diferintegrallerin yaklasik hesaplanmasinda daha
yaygin olarak kullanilmaktadir. Konuya iliskin daha detayl1 bilgi edinmek amaciyla, 6ncelikli
olarak n- mertebe tiirevle n- katli integral arasindaki genel baglanti ifadesini olusturacagiz daha
sonra ise Griinwald-Letnikov kesirli mertebe tiirev tanimu verilerek, Griinwald-Letnikov kesirli
mertebe tiirev yaklasgiminin Riemann-Liouville kesirli mertebe tiirev yaklasimina esdeger

oldugu durumlar belirlenecektir.
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Reel eksenin sonlu araligi lizerinde yani [a,b] € R ilizerinde tanimli integrallenebilir
bir f(x) € AC™ fonksiyonu verilmis olsun. Bu fonksiyonun ilgili mertebeden tamsayi tiirevleri

uygun olarak asagida verilmistir.
Birinci mertebe tiirev igin;

f(x) —f(x—h)
h—>0 h

df
o)== ,  h=Ax
dx

Bu uygulamayi tekrarlayarak ikinci mertebe tiirevi i¢in

d?f f'(x) —f'(x—h) - f(x) — 2f(x — h) + f(x — 2h)
f"(x) = — = lim = lim
dx? ho h h—0 h?

Uciincii mertebe tiirev icin;

d3f  f(x) — 3f(x—h) + 3f(x — 2h) — f(x — 3h)
f""(x) = — = lim
dx3 h3

h—0

Benzer yorumlarla n. mertebe tiirev i¢in;

69 = g = I ohnZ<- DM o O~k

n

- ( 1)k( )f(x—kh)

k

(3.48)

Eger (3.51) ifadesinde a <x ve N =1,2,3,... olmak lizere h = % oldugu dikkate

alinirsa ve (D} f)(x) isaretlemesi yapilirsa asagidaki esitligi elde ederiz.

(D2 D(x) = llm Z( 1)k < (X ; a)> (3.49)

N-ooo

Bu esitlikte k > n olmasi durumunda (E) = 0 olur. n— bir tam say1 olmak lizere n <N — 1

durumu i¢in
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(Dz H(x) = hm Z( 1)k < - (X ; a)) (3.50)

N-ooo

elde edilir. Simdi ise fax f(t)dt- Riemann integralini (a < x ve N = 1,2,3,... olmak iizere) h =
(x—a)/N kismi integral toplamlarinin limiti bi¢iminde ifade ederek katli integralleri

hesaplamak i¢in gerekli ifadeleri olusturalim.
J; fOdt = lim 3 f(E) h (3.51)

Eger bu ifade de & = x — kh alarak (3.51) ifadesini yeniden diizenlersek asagidaki

sonuca ulasiriz.

X

j f(Odt = lim Z:f(x —kh)h = Jim [F) + fCx — h) + fGx — 2) + =+ + f(a + W)]h

a

Genel ifadeyi olusturmak i¢in iki katli ve {i¢ katli integral ifadelerini de yazalim. Bu

durumda iki katli integral icin;

t1

X N—1 X

j dt, j f(to)dto = lim hz j f(t, — kh) dt, =
- k=0

a a a

= l\lli—l;lgohf[f(tl) + f(t; — h) + f(t; — 2h) + ---+ f(a + h)] dt,

= lim h? [z f(x — kh)

N-1 N-1
+ Zkzo f(x — (k + 1)h) + zkzof(x — (kK4 2)h) + -

+ Z:f(x ~(N- 1)h)] _

= 1\111_r>rolo h? [f(x) + 2f(x — h) + 3f(x — 2h) + -+ Nf(x — (N — 1)h)]

N-1
— lim h? z (k + 1)f(x — kh)
k=0

N—-oo

Benzer islemlerle {i¢ katl integral i¢in asagidaki ifadeyi elde ederiz.
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k=0 2

X t2 51

N-1(k + 1) (k + 2
fdtzf dt, ff(to)dto = lim h3z Ut D&+ ok
a a

k+1)(k+2) _ (k+2)!

o = CK,, oldugu dikkate alinirsa n-katli bir integral icin toplam

Bu esitlikte

k+n-1

K ) olacagi

isareti altindaki f(x — kh) fonksiyonunun 6niindeki katsayinin Ck tn-1 = (

agikardir.

Bu husus dikkate alinarak ve n > 0 i¢cin (D; ™ f)(x) = f; dt,_, f:“‘l dty_p - fatl f(ty)dt,

notasyonu yapilirsa, n-katl bir integral i¢in nihai ifade sOyle olacaktir;
(D" )(x) = lim (E)n yN-1_ 1)k (k +n-— 1)f x i (X__a)
a AN k=0 Kk N (3.52)

Simdi ise (3.50) ve (3.52) ifadelerini karsilastiralim. Bu amagla (3.50) ifadesinde toplam

isareti altindaki f(x —kh) fonksiyonunun oniindeki katsayisinin  [2] (—1)K (E) =

I'(k—n)

(k—n—l)_ﬂ —

k T I(-n)I'(k+1)

asagidaki ifadeleri yazabiliriz;

oldugu ve = (—n)y kesrinin sonlu oldugu dikkate alinirsa

N-1
N Xy 1 I'(k—n) (x—a
(D2 f)bgﬁo— llm( N ) F(_n)kzor(k+1)f<x_k ( ))

ve

N-1
- . Xx—a\ 1 I'(k + n) (x—a
(D2 f)(x)—1\111_r)1(;10( N ) [(n) £ T+ 1)f<x_k ( ))

Elde edilen bu sonuglardan hareketle Griinwald- Letnikov kesirli mertebe tiirev ve

integral kavramlar:

k- OL)

(DD ) = lim = a)Zk 0TaaD ( —k%a) (3.53)
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F(k+ot)

(DD X) = (JaHx) = r(a)zk 0T (k1) ( - k%a) (3.54)

ifadeleri ile verilmistir. Burada h = % .
Tammm 3.3.2.1. a > 0 olmak tizere f, [a,b] € R iizerinde tanimli integrallenebilir bir
fonksiyon ve a. mertebeden sol ve sag Griinwald- Leitnikov kesirli tiirevleri sirasiyla asagidaki

sekilde tanimlanir [8];

o — . 04 I' —
SHO =, lm b Z( 7 (0 fe -1 (3.55)
n
DFE) =  lim h-aZ(—nr (%) e+ rh
b h—0 (nh=b-x) 4 r (356)
r=

Tanmm 3.3.2.2. —o < a <1 olmak tizere f(t) parcali siirekli fonksiyonunun a.

mertebeden Leitnikov kesirli tiirevi asagidaki bigimde tanimlanir [8];

d*f(t)
dt«

= D*f(t) = j(t — 1) *f(t)dt (3.57)

— o) dt

(3.57) denklemine kismi integrasyon yontemini uygulayalim;

d (t—r)1 «

DO =t —ga|” a-

)1=%f(t) dt

ol

3 1 d| ()«
T -o)dt|(1-0q)

f(0) + _r Jt(t — 1)1 %(7) dr-
1-w )

(©H~*f(0)

D*f(t) = T =

1 t
) f(t — 1) (1) dt (3.58)
0
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denklemine kismi integrasyon yontemi uygulanirsa kesirli integralin a < 0 durumu igin

Riemann- Liouville tanimini elde ederiz.
. t
o =— — 1) 1« 3.59
D) = rrgs | (= D)D) dr (359)
0

(3.48) — (3.49) tanimlart « = 0,—1,—2, -3, ... ,-n,... i¢in fonksiyonunun kendisini

ve [0,t] tizerindeki n-katl integrallerini verir.

t

1 d
Dof(t) = md—toj f(T) dt = f(t)

D1f(t) = j(t —Df(t)dt

r(2) dt
t

T t
I‘(Z) & ff(r) dt(t— t)| f f(t— Df(t) dt |dt| = ff(t)dt
0 0

Tamim 3.3.2.3. Keyfi a igin Griinwald- Leitnikov kesirli tiirevi asagidaki gibi verilir [8];

T x—a r'(k— a) _, X-a
Dat(x) = pim ( N ) (- a)zk 0 T(k+1) ( k= ) (3.60)

n € Z*ve a € R igin ;;Da“f = DM*%f dogrudur.

(3.60), o > 0 durumunda (3.26) Riemann- Liouville kesirli integrali ile aynidir. @ < 0
durumunda ise (3.40) Rieamann- Liouville kesirli tiirevi ile aynidir ve dolayisyla Griinwald-
Letnikov kesirli mertebe tiirev yaklagiminin Riemann- Liouville kesirli mertebe tiirev

yaklasimina esdeger oldugu asikardir.

Griinwald- Leitnikov kesirli mertebe D3 *f tirevini o > 0 durumu i¢in J< f(x)

bi¢iminde isaretlersek;
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h“ - I'k+ a)

a0 = {im ©[(0) & T(k+ 1)

f(x — kh) (3.61)

Teorem 3.3.2.4. @(x) € L;(a,b) olsun. Hemen hemen tim x’ ler i¢in J§f(x) limiti vardir ve

x  f(t)
f( ) F(oc) a (x—-t)1- “dt

dogrudur.

Ispat : a > 0 olsun. Eger Riemann- Liouville kesirli integrali ile f fonksiyonunun Griinwald-

Letnikov kesirli mertebe tiirev farkini A ile isaretlersek, o halde asagidaki ifadeyi elde ederiz.

he F(k+ a) f(t)
A= (JaH) - (IZH) = lim " I« )f (x—

F(a) F(k +1) i t)1- = d

(I$) (x) integralinde x — t = u degisken degistirmesi yapalim;

N-1 x-a
3 h® I'k+ a) 1 f(x —u)
A = lim f(x — kh) — N0 J et

N=e T(e) £ T(k + 1)

f(O)(x — t)"‘_1 fonksiyonu hemen hemen tiim x’ ler i¢in integrallenebilir fonksiyon

oldugundan f t)1 - dt integrali hemen hemen tiim x’ ler i¢in
N-1

z f(x — &R A%y, Xy < & < Xy

k=0

toplaminin limitidir.

xkzkh,hz%,NeN,AXk— k<[ ] N — 1 ve & = xy yazarsak;

N-1
_ h® I'(k + o) " f(x — kh)h
= M) & T(k+ 1) G = kh) = r( )N i, Z (kh)1—«

N-1

1 F'k+ a
=— hm h“f(x — kh) ( ) — k“‘ll
=

r(k+ 1)
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h yerine % yazarsak ;

A= (sza?a Nooo Z N« (NX - l1{\1X ka)

Bu toplamu iki gruba ayiralm. 0 < k < K—1veK <k < N —1 burada K yeterince

Fk+a) ka_ll
r'k+1)

bliyiik, N’den bagimsiz bir sayidir. Bu tiir biiyiik K i¢in;

rk+a) a(l —a)
rr Dk 1l1_ 2k

+ O(k-z)]

k — oo asimptotik a¢ilim1 saglantyor.

A (x— a)“ z (Nx —kx — koc) IF(k +o) ka—l]

I'(a) N—»oo 'k+1)
N-1 r
(x—a)” 1 /Nx—kx—Kka\ [a(a—1)
I —f( ) ko1 (k2
[(@) Now £, N* N 2K 0™
_ (x—a)* y = 1 f(Nx—kx—ka) T(k + o) ot
T TT(a) New LN N T+ 1D

1

f

(x—a)"‘ 1N
N

I'(aw) N—>oo e

(Nx — kx — koc) <N>a z la(o;;l 1) O(k D)

I'(k+o)

o > 1 durumunda [F(k+1)

1] : . - 1 U
k< 1] ifadesi sinirlt oldugundan N sarpant birinci terimi

N — oo iken sifira gotiiriir.

a(a—1) " O(k‘l)]

a = 2 durumunda (g)a_z <1ve [ o~

" 0 . Bu durumda ikinci toplama

isleminde her terim N — oo iken % olarak sifira gider.
Buradan a > 2 i¢in;
A= J5Hf(x) —:+f(x) =0

Sonu¢ olarak o > 2 durumunda Rieamann- Liouville ve Griinwald- Leitnikov

integralleri aynidir.
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JHE(x) = 154£(x)

Rieamann- Liouville kesirli tiirevi ve kesirli integrali i¢in (3.47) formiiliinii asagidaki
gibi yazabiliriz (a > 0);

o d® a+n
a+f(X) = ﬁla*’ f(X)

n

d
G060 = T 600

da"
n+

formiilii (Vn € Z*, a € R) Griinwald-Leitnikov kesirli tiirevi ve kesirli integrali i¢in dogrudur

(x> 0).

n

[04 d a+n
J+f(x) = @c‘];ﬁ f(x)

dn
D:+f(X) = @{]:f“f(x)

Dolayistyla teorem oo +n > 2ven —a > 2 sartim1 saglayan keyfi a i¢in (burada n

yeterince biiytik se¢ilir) dogrudur.

3.3.3. Caputo Yaklasimi

Tanim 3331 n—1<a<n(n€N") olmak iizere f,[a,b]c R iizerinde
integrallenebilen, zaman degiskenli bir fonksiyon olsun. a. mertebeden Caputo kesirli tiirevi

asagida belirtilmistir [5];

t

f(t — x) e Ifn ) dt

a

1
Df(x) = O

Caputo yaklagiminin en temel avantaji, tamsay1 mertebeden diferansiyel denklemleriyle

ayn1 formda baslangi¢ kosullarina sahip olmasidir [8].

Eger lim y(x) = y(c) sonlu limiti var ise;
X—=C
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1 da"

DY) = rem g | (X~ O™y de (362

C

Sol Riemann-Liouville kesirli mertebeden tiirevi ve;
1 X
DY =— | (= x) % y?(p) dt 3.63
800 = 7 [ €= 0"y (363)
C

(Burada n = [a] + 1) caputo tiirevi arasindaki iliski su sekildedir;

1 -
DRy(x) = .DFy(x) + mﬂc) (x—0) (3.64)

Caputo yaklasimi Riemann- Liouville yaklasimina gore bazi farkliliklara sahiptir. Oyle
ki; burada once fonksiyonun kesirli mertebeden daha biiyiik en kiiciik tam sayiya gore
diferansiyeli alinir. Daha sonra ise elde edilen diferansiyelleme sonucu n — 3 mertebesine gore

integrallenir. Yani(n — 1 < B < n (B € R));
B ey 1 _ yn-B-1¢n
Dy f(D) = ) ! (t— 1) B-1fn(r)dt (3.65)

Riemann-Liouville integralinde ise ilk asamada integral daha sonra ise diferansiyelleme

islemleri yapilir.

Sonug olarak Caputo tanimlamasi baslangi¢ kosullu kesirli mertebe diferintegrallenir.
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Tamim 3.3.3.2. « = 0 ve m = [a] olmak iizere D™f € L, [a, b] olmak tizere a-mertebeli

Caputo kesirli tiirev tanimi1 agagidaki gibi verilir [8];
Daf(x) = 13" “[D™f]
veya;
X
(o .
ﬁf(x— t)m « 1fm(t) dt
D) =4 Y
d m
(—) f(x) a=m,méeEN
dx

Sabit bir saymin Caputo tiirevi sifirdir. Fakat sonlu bir alt sinir degeri i¢in Riemann-

Liouville kesirli tiirevi sifir degildir [8]. Yani;
D% =0

t—a

D¥c=—
CTTa -

Caputo tlirev tanimina ait 6zellikler;
DYI*f(x) = f(x)

RN
14D f(x) = f(x)—ka(O+)( 2)

Teorem 3.3.3.3. f(t) = (t — a)" olmak tizere f(t)’nin diferintegrali asagidaki gibidir [8];

I'a+1)

*D(x t_ V=
at—a) Fv—a+1)

t—a)V *veR

Ispat : f(t) = (t — a)" ise (—a) katli R-L kesirli integralini alalim;
1

Dg‘(t—a)"—ﬂf( ) a= 1(t—a)"dx

olur.

v > —1 oldugunu varsayalim .x = a + &(t — a) alalim,
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1 t
DE(t — 2)" = ——— (t — a)"~ f £(1— £~ dE

[(=a)
= mB(—a,V + 1)('[ - a)"_“

r'v+1)

:m(t—a)"_“, ((X<0,V>—1)

olur.

Birde 0 < m < a < m + 1 durumunu inceleyelim. Griinwald-Leitnikov kesirli tiirevini
kullanmak i¢in v > m almaliyiz. Griinwald-Leitnikov kesirli tiirevinde seri toplamlar1 sifir

oldugundan asagidaki esitlik elde edilir;

t
Da(t—a)" = I'(—«a +1m +1) f(t 4 X)m—a% (3.66)
a
—dm;rg:a)v dx=v(v—1)..(v—-m)(x—a)' ™ 1= % (x—a)' m 1
x=a+§(t—a)
esitliklerini (3.66) denkleminde yerine yazalim;
1
DE(t—a)’ = —— D (1 - pm-egm-i g

Fv-m)'(—a+m+1) )

B v+ 1)B(—a+m+1,v—m)

'v-m)'(—a+m+1) (t=a)™
B r'v+1) v—at
CT(v—a+ 1)(t—a)

3.3.4. Kesirli Mertebe Tiirev ve integralin Hesaplanmasina Iliskin Baz1 Ornekler

Ornek 3.3.4.1. Kuvvet fonksiyonun kesirli mertebe tiirevi « € Rve I% = D_¥,
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[f- =Dp% ve J¥=D;*(a=0) olsun.

B>0 olmak iizere f(x) = (x—a)® ve f(x) = (b —x)® kuvvet fonksiyonlarinin

kesirli mertebe tlirevleri asagidaki formiillerle belirlenir [7-8]

1 dn et
DXY(X) = m@f(t - X) Y(t) dt (367)
r 1
1 [ — 0f] = mff—éﬁn (b - )8 (3.68)

Simdi ise f(x) = (x —a) fonksiyonu i¢in Griinwald- Leitnikov kesirli tiirevini

belirleyelim.

X—a N-1T(k —q) (x—a)
Iﬂ@_a)_hm( N H @22 0Hk+D( X =k _%

} x—a N-1T(k — q) k
:$ﬂ(pq N ®§lor&+1) EQO_N)

i o N-1  T(k—q)
=(x—a) qI\lll_r)lgo (Nq Zk=o r(—qrk+1)

M1 KT(k—q)

- N szO I'(—=q)r'(k+ 1)>

) o N-1 T(k—q) - Nt Tk—q)
=mamegn (VYN X o)

r'(k—q) -1_Tk-q)
Eger bu esitlikte yer alan Y N_g % P - (—(q)l"q(k)

ifadeleri yerine onlarin

acik bicimi yazilirsa;

Z Fk-q) _  T(N-q)
k= 011 Qrk+1)  T(1-q)T(N)

ZN—l rk—q) _  —-qI'(N-q)
k=0 r_grk) = re-qri-1)

olur.

O halde;
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9y —a) = (x — 32)191]i q_T(N-q) q-1__9r(N-q)
Da(x ) =kx-a) I\lll—r>rolo(N F(l—q)F(N)+N F(Z—q)F(N—l))

r'(N-q)

T ifadesini N ile ve

aliriz. Daha sonra ise elde ettigimiz esitligin sag tarafindaki N9
Na-1__afN-a@)

T N-D) ifadesini ise N(N — 1) ile ¢arpip bolersek asagidaki ifadeyi elde ederiz.

Ay — 2) = (v — 2114 NI*Ir(N-q) gNI(N-1)I'(N-q)
Pa (x—a)=&x-a) 11m (F(l q)NF(N)+r(z—q)N(N—l)r(N—1))

Yukaridaki ifade, I'(z + 1) = zI'(z) formiilii dikkate alinarak yeniden diizenlenirse,

Ar, _ _ .\1-q NAt1r(N-q) gNatIr(N-q) _ gN9r(N—q)
D (X a) (X a) hm (F(l —I'(N+1) r2-q)r(N+1) F(Z—q)F(N+1))

esitligini elde ederiz. Elde ettigimiz bu ifadede j — oo durumunda —9*2

6D kesrinin asimptotik

acilimindan hareketle tiiretilen [3,16]

F(i-2) +o0 c>0

hm []C+Z+1 )~ 1 c= 0
jooo rG+1)

c<O0

formiiliinii uygularsak asagidaki nihai sonuca ulasiriz.

Dl(x—a) = (x—a)l~ q[ ]—(x a)l—q[i+

r(1-q) F(2 -q) r-q) rE-q

_ x—a)td
© r(2-q)

Goriildigi tizere bu sonug, (3.67) ifadesinde = 1 ve a = —q alinmasi durumunda

elde edilen sonugla aynidir.
Ornek 3.3.4.2. Trigonometrik fonksiyonlarin kesirli mertebe tiirevi

Burada dairesel sin(x —a) ve cos(x — a) fonksiyonlar1 igin kesirli mertebe tiirevleri

belirlenecektir.

x > a olmak tizere I3+ sin(x —a) fonksiyonu i¢in asagidaki ifade dogrudur.
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[+ sin(x —a) = ﬁf sin(t —a) (x — t)*"1dt

Eger bu ifadede sin(t — a) fonksiyonu Taylor serisine agilirsa,

3y 0(( Dk f (t— )2k+1(X_t)(x—1dt

o _: _
[+ sin(x —a) = D Ja

F(oc)

eldenederiz. Daha sonra ise bu ifadede yer alan fax(t —a)k*t(x — )% 1dt integralini
hesaplayalim. Bunun i¢in t = a + t©(x — a) degisken degismesi yapacagiz ve
1

B(z, w) = j {2-1(1 — %~1dt, Re(z) > 0 ve Re(w) > 0
0

formiiliinden yararlanacagiz. Boylece

_ a)2k+1+oc r

1 < (D" 2k+1 a-1
I3+ sin(x — F(O‘); 2kt D) f‘tk (1-17*'dr

a

B 1 b (—1)k(X— a)2k+1+oc
B r(a)k=O (2k + 1)!

B2k + 1,a)

had (—1)k(X _ a)2k+1+oc
- T2k + 2 + o)

k=0

. ® (—1)k(X— a)2k+1
=(x-a) Z F2k+ 2 + a)

sonucuna ulasiriz. Elde edilen bu ifadede T'(2k + 2 + a) fonksiyonuna

2Z2-1

I'(2z) = e

1
I'(z)r (z + E)
Legendre formiilii uygulanirsa

22Z—1
Fr2k+2+a) = =

(k+1+9)r(k+2)

ve uygunolarak T (k +1+ %) vel (k + —) fonksiyonlarina
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I'(z)
(z—n)(z—n+1)...(z—-1)

['(z—n) =

l'(z+n)=2z(z+1)...z+n—1I'(2)

n=1,2,... formiilii uygulanirsa,
F(K+1+%)=(1+%XJ(1+%)

1+ 5) = () ()

ifadelerini elde ederiz. Boylece,

|

—a)
3+
a)k

I+ sin(x —a) =

\/E( )a+1 had [%
Z 1+32), (

a + 3

sonucunu elde ederiz. Eger bu esitligin sag tarafindaki toplam sembolii altindaki ifadeyi k! ile

carpip bolersek hipergeometrik Gauss fonksiyonu elde ederiz.

[5% sin(x —a) =

ViE(x — a) < i (D H@‘ - a)z]k

() (&9, 059,

Hatirlayalim ki genellestirilmis hipergeometrik Gauss fonksiyonu agagidaki bigimde

tanimlanir [18];

_ Hr 1(ar)k Z

Burada pveq €Zt,p<q+1,z€Ca,ys (ys #0,—1,-2,...) keyfi parametre,
Hle(ar)k carpimi p =0 veya q =0 oldugunda 1'e esit kabul edilir. Ayrica serinin
yakinsaklik cap1 agagidaki gibi belirlenir.

||_{oo if p<q
A1 if p=q+1

Boylece yukarida belirledigimiz ifadede
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222—1 1
[(22) = Z=T ()T (z + 5)
ve

H1I~)=1(O(r)l( Zk

Fqlon,ys; 2) = =4 .~ 1
Pravie ¥ BT LIy K

formiillerinin de dikkate alinmasiyla, dairesel sin(x — a) fonksiyonu igin kesirli mertebe tiirev

asagidaki bigimde belirlenecektir;

(X _ a)oc+1
I['(a+2)

. aa+3 1
I% sin(x —a) = F (1'1+§'T'_Z(X_a)2>
Benzer yorumlarlax > a igin dairesel cos(x — a) fonksiyonu igin I3+cos(x — a) kesirli

mertebe tirevi belirlenir.

1 X
scos(x—a) = mj- cos(t—a)(x — t)*1dt

— 1 ( 1)k 2 a—1
- r(a);) (2K)! f (t= )™ — e

1 i (—1)k(X— a)2k+oc ~ -
= F(a); ol JtZk(l — ) 1dt

a

B had (_1)k(x_a)2k+oc

L Tk +a+1)

_Vax—a) i (—Dk(x — a)2k

2¢ k=0F(k+1;a>F<k+1+%)

o)

Vr(x — a)“ 1)k(x —a)%
1+ a Z o
= (55, (1+32),

+ %,—(x — a)z)

=2ar(

_ x-a) (1 1+0(1
“Ta+1) 2t 2
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Ornek 3.3.4.3. Exponansiyel ve Dogal logaritma fonksiyonlarin kesirli mertebe tiirevi

Bu ornekte, [, — diferintegral operatoriiniin e* ve Inx fonksiyonlari tizerine etkisine

bakalim.

. . 1 X (p(t)
Oncelikle, I3 = =), o oie

E ()—i - —izk— Z
W= 2 T+ ) Lk €
k=0 k=0
E @) i 7K 15: zk+1 e? —1
1,22 = _—— — ':
i r'k+2) z i (k+ 1)! vA

E,.@) - 7K 1w zKk+2 e?—1—1z
1,3 7Z) = _—— — ' = >
Zk:o 'k+3) z Zk:o (k+2)! Z

ifadesi ile tanimlanan

Eq1(2) = ;m =Eq(2)

I5+€* hesaplamak i¢in e* fonksiyonunun Taylor (Maclaurin) serisini tiretelim.

X
1
Ig‘+ex = @f et(x —t)¢ ldt
0

o) X
1 1
- _ k(y _ -1
r(a)zk!ft (x =D dt
k=0 o

t=x—xt degisken degistirmesi yapalim;
o 1
x% xK
o X _ - oa—1 _k
[+e* = _F(oc)z 1 j t* (1 —1t)*dt
k=0 0

:XaZ—
k=0F(oc+k+ 1)
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. . 1 . . .
Mittag- Leffler fonksiyonu z € C’ de - mertebeden tam bir fonksiyon olup, asagidaki

kuvvet serisi ile tanimlanir.

> k
: : Z
EO('B(Z) = k_()m a€ER a> O,B ER

Ozel durumdaa =1, =1 ve a =1, B =2 parametreleri i¢in uygun olarak Mittag

- Leffler fonksiyonu agagidaki bi¢cimde belirlenir.

ez2—1

E1,1(Z) = e?, El,z(Z) =

Mittag- Leffler fonksiyonunun tiirevi ise soyle belirlenir;

) - B(z) i (1 + k)zX
«p(z LT(B+alk+ 1))

a > 0, B > 0 olmak iizere Mittag- Leffler fonksiyonundan yararlanarak hesaplayalim.

I +€* = XEy q41 (%)
X
[g+ Inx = — ! flnt(x—t)“‘ldt
(oc)0

x — T = xt degisken degistirmesi yapilirsa;

Ig+ Inx =

o )fln(x(l—t))‘t“ dt

1
™ dt + f In(1 — )™ 1dt
0

Inx

G
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1
x* [Inx 1
_ - = _ _
=T | O(fln(l )d(1 —1%)
0
1
o L
— _ _ _ ) |1
) Inx—In(l—-1)(1-7 )|o+f — dt

0

In(1 —1t)(1 — )|} = 0 oldugunu biliyoruz.

fl tX—t¥

o T dt= Y(y+ 1) —¢(x+ 1) formiliinden yararlanarak hesaplanir.

Integral

Burada,

_dInT(z) T'(2)
- dz (2

V()

- 1
~vrund
bz = v+ )h_o h+Dz+h
Y (z) fonksiyonu z = 0, —1, —2, ... noktasinda siireksizdir.
. 1
y= lim (Zi, 3 - Inm) = 0,5772156649...

w(1) = —y
- e

Bu formiilde y = 0, x = « alirsak;

o

I(O)(+ Inx = ﬁ[lnx + LIJ(].) - LIJ(O( + 1)]
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Kesirli Mertebe Diferansiyel Denklemler I¢in Cauchy Bicimli Problemin Céziimiin

Varhgi ve Tekligi

Siirekli ve integrallenebilir fonksiyonlar uzayinda gercel eksenin sonlu araliginda kesirli
mertebe bayagi diferansiyel denklemler i¢in Cauchy tipi problemin ¢dziimiiniin varligi ve
tekligi teoremine bakalim. Bu amagla Oncelikli olarak, kesirli mertebe diferansiyel

denklemlerle ikinci ¢esit volterra integral denklemi arasindaki iliskiyi belirleyelim.

Varsayalim ki; a > 0 ve x > a olmak iizere

(DEry) () = flx, y(x)] (4.1)
denkleminin
(D% y)@*") =by; by € Rk=1,2,...,n (4.2)

kosulunu saglayan ¢oziimiiniin belirlenmesi isteniyor.

a+1l,egera & N

Burada, n = {a, efier o« € N

Ayrica (DS5 ky) (a*) ifadesi limitin a noktasinin sag komsulugunda (a, a + €) alindigini

gostermektedir. Bir baska deyisle

(DS™y)(@") = lim (DS54)(9, 1 <k <n—1

(057)a") = Jim (1575 %

) (4.3)
(Da+y)(a+) =y(a),a=n
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Burada I3+ - kesirli Riemann- Liouville sag integrali olup,

« 1 [ y®
(1%y)(x) = F(oc)f D= dt,x > a (4.4)

bigimin de belirlenir.

Ozel durumda a =n € N olmasi1 durumunda (4.1)- (4.2) ifadeleri ile tanimlanan

problem siradan Cauchy problemine doniisiir.

y (%) = flx, y)] (4.5)
yn_k(a) = bk: bk € R,k = 1,n (46)

Bu nedenle (4.1), (4.2) ifadeleri ile tanimlanan problem de (4.5), (4.6) problemine
benzer olarak bir Cauchy problemidir. Diferansiyel denklemin mertebesi olan a-
parametresinin 0 < o < 1 araliginda olmast durumunda (4.1), (4.2) ve (4.3) ifadesi ile

tanimlanan Cauchy problemi

(Dg+y)(x) = f[x, y(x)] (4.7)
i“=bbeR (4.8)

biciminde olacaktir. Eger (4.9) ve (4.10) ifadesi ile tanimlanan Cauchy problemi agirlik

problemi bi¢ciminde diizenlenirse

(DF4y) (%) = flx,y(x)] (4.9)

lim (x —a)'"“y(x) =c,c€ R (4.10)
X—a

yazilabilir.
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Aslinda (4.1), (4.2) ve (4.3) ifadesi ile tanimlanan Cauchy probleminin ¢éziimii ikinci

¢esit nonlineer Volterra denkleminin ¢oziimiine indirgenir,

_ o [t y(D)]
y(x) = Z[‘(a—]-l—l)(x_a) [ F(a)_f(x D= —dt,x > a (4.11)

Simdi ise (4.1), (4.2) ifadeleri ile tanimlanan Cauchy probleminin £*(a, b) uzayinda tek

bir global ¢dziimiin olmasini saglayan kosullari belirleyelim. Hatirlayalim ki, « € R, a > 0 i¢in
L%(a,b):= {y € L(a,b): D+y € L(a, b)}

Burada L(a, b): = L;(a,b)- sonlu [a,b] € R araliginda integrallenebilir fonksiyonlarin

uzayini temsil eder.

Boylece keyfi y(x) € G c R igin f[x, y] € L(a, b) varsayiminda (4.1)- (4.2) ifadeleri ile
tanimlanmis Cauchy probleminin (4.11) ifadesi ile tanimlanan nonlineer ikinci g¢esit Volterra
denklemine esdeger oldugunu gostermemiz gerekiyor. Bu amagla oncelikli olarak asagidaki

teoremi ispatlayalim [8,15].

Teorem 4.1.1. Varsayalim ki a > 0, n = —[—a]. G- R’ de a¢ik kiime olsun ve f: [a, b] X G =
R olsun. Oyle ki Vy € Gicin f[x,y] € L(a,b) eger y(x) € L(a,b) fonksiyonu x > a olmak

_ ) 4 L xflLy@lde
( a) F(a) fa (x—-t)1—«

tizere y(x) = ikinci ¢esit Volterra denklemini

1 1 F(a ]+1)

sagliyorsa, 0 halde hemen hemen her yerde y(x) fonksiyonu
(D3+y)(x) = fx, y(x)],a > 0 (4.12)
(D5'y) @) = b by e Rk =1,2,...,n = —[—q] (4.13)

ifadelerini de saglar.
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Ispat: Oncelikle teoremin gereklilik sartmi ispatlayalim. Varsayalim ki y(x) € L(a,b) ve
(4.12)- (4.13) ifadelerini de saglar. f[x,y] € L(a,b) oldugu icin (4.12) ifadesi [a,b] kapali
araliginda hemen her yerde (D%, y)(x) € L(a,b) kesirli mertebe tiirevinin oldugunu ifade eder.

Bu durumda, kesirli mertebe tiirev kavramindan hareketle

{(Dg‘+y)(x)=(%) ("5%) 60, n=—[-cl (@14)
(1%4y)@=y(x)

yazabiliriz ve dolayisiyla asagidaki ifade elde edilir.
(25*y) () = L+ (DG y) ()

Ote yandan (D%,y)(x) € L(a,b) oldugu igin, (I;‘I 0‘y)(x) € AC"[a, b] yazabiliriz. Bu
demektir ki, y(x) € L;(a,b) fonksiyonu integrallenebilir kesirli mertebe tiireve sahiptir.
Boylece kesirli mertebe tiirev ve kesirli mertebe integralin karsilikli ters operatorler oldugu

dikkate alinirsa,

(n—j) ,
(124 D% )00 =y (0~ LI RS S c-a) (4.15)
Yn-a(0=(125y ) ()

olur. Ayrica

n-—j

. d .
el = (1) 160 = (05)

oldugu dikkate alinirsa

n (5@

_ bj(x—a)*~]
1T, & T AT =Y0 — LTy (410)

=1 r(a-j+1)

(I4DLY) () =y(x) — X

olur.

Simdi ise IS+ operatdrii ile (DS+y)(x) = f[x, y(x)] esitliginin her iki tarafina etki edelim.
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(I + Dy y)(x) = [+ f[t, y()] (%)

ifadesini elde ederiz. Eger bu ifade (4.16) denkleminde dikkate alinirsa

Al (D)) = y() — By B (#17)

sonucuna ulasiriz. Elde edilen bu denklemde kesirli mertebe integral ifadesi yerine yazilarak

(4.17) ifadesi yeniden diizenlenirse;

n BT 1 x Aty
=1 Tt T Tt o g dbx > 2 (4.18)

y(x) =

ikinci gesit Volterra denklemini elde ederiz. Boylece gereklilik kosulu ispatlanmis oldu.
Yeterlilik kosulu: Varsayalim ki y(x) € L(a,b) hemen hemen her yerde ikinci ¢esit

Volterra denklemini sagliyor. Yani;

_ Noa—j 4 1 pxfley(©]dt
] Ir(a- 1+1)( a) +l"((x) a (x-t)1-a’

y(x) = X>a (4.19)

Bu ifadenin her iki tarafina D} - kesirli mertebe diferansiyel operatorii ile etki edelim.

O halde asagidaki esitligi elde ederiz,

(Dgy) () = ;‘zlb"(D2‘+<t-a>°“")(") + (DLI% AT y(9] () (4.20)

I(a—j+1)

Daha 6nce de ispatladigimiz gibi

rl+a—j)

ra—y <

(Das(t—)* () =

oldugu dikkate almnarak ve j=1,2,...,[a] +1 igin ifadesi sifir olacagindan

1
r@-j
(D +(t—a)*” ])(X) = 0 olur. (4.20) esitligi yeniden diizenlenirse,
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(D&y) () = (DLIL AL y(©] () (4.21)
denklemini elde ederiz. Ote yandan f[t, y(t)] € L(a, b) oldugu i¢in

(Dg+y)(x) = f[x, y(x)] (4.22)
olacaktir. Elde ettigimiz bu ifade (4.12) ifadesi ile aymdir. Simdi ise (4.13) ifadesinin

dogrulugunu ispatlayalim. Bu amagla (4.11) ifadesi ile tanimlanan esitligin her iki tarafina k =

1, 2,...,n olmak tzere Dg‘: K kesirli mertebe tiirev operatorii ile etki edelim. Yani;

_ b Dg—k(t—a)a-i
(054500 = 5, AL )

+ (DI IS ALL y(9] () (4.23)

olur. Bu ifadede baz1 6zel durumlara bakalim,;

1 <k <n—1olsun. O halde,

. rl+a—j) .
w . Fr(1+oa—j) ) (x—a)k .
(D% Kt - a)* )X = ——< (x—a)<T = (k— ! k>j—1
r=j+l 0, k<j—1

elde ederiz. Dolayisiyla bu durumda asagidaki ifade elde edilir.

k b (x—a)k-

(D57 Y) () = Zity 25—+ (D15 ATt y (9] 60 (424)

Ote yandan 1 <k < n — 1 ve a > 0 durumunda a — k > 0 olacagindan
(D&% AL y(9](0) = 157 Vflx, y (0] = 14 flx, y ()]

b (x — a)k)
G— !

=1

(DX y)(x) = + I5:[x, y(%)]

yazabiliriz.
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O halde bu denklemin agik bi¢imde ifade edilisi asagidaki bigimdedir;

a—-k _ vk bj(x—a)k~] 1
(DY) = X% k= (k=D

LAl y(©1x — Dk dt (4.25)

Eger (4.25) ifadesinde x — +a limit degerine gegilirse k = 1,2,...,n — 1 olmak iizere
b, = (D% ¥y)(a*)
kosulunu elde ederiz.

k = n i¢in (4.23) ifadesinden hareketle

b]-(x—a)“‘j

( g:ny)(X) = jn:lTj)! + (Dg:n g+f[t,}7(t)] (X)) (426)

denklemini elde ederiz.
Simdi ise n=—[—-al,a>0 ve a—(a—n)=n>0 olmak ilizere a—n>0

durumuna bakalim;

n b]-(x—a)“_j 1

(D5"Y) () = X =5+ oy Ja Ty — 0t (4.27)

Eger bu ifadede a # n olmak iizere x — +a icin limite gegilirse,
b, = (DS "y)(a™) ve a = niigin
b, = y(a)
sonucuna ulasiriz. Boylece teoremin yeterlilik kosulu ispatlanmistir.

Sonu¢ 4.1.2. 0 < a < 1, G- R’ de agik kiime olsun ve f: (a,b] X G = R ve ayrica Vy €
G icin f[x,y] € L(a,b) olsun. Eger y(x) € L(a,b) fonksiyonu x > a olmak iizere,

b2t 1 Tt y(0)]dt

YW="Tw  Tw) Gooe
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ikinci gesit Volterra denklemini sagliyorsa y(x) fonksiyonu hemen hemen her yerde

(Diy)®) =flxy(®)],0<a<1 (4.28)

(I7%)(@) =bbeR (4.29)

ifadelerini saglar. Boylece kesirli mertebe diferansiyel denklemlerle ikinci ¢esit Volterra
integral denklemi arasindaki iliskiyi belirledikten sonra, kesirli mertebe diferansiyel denklemler
i¢in Cauchy bi¢imli problemin ¢éziimiiniin varlig1 ve tekligi problemine bakalim. Anlasilacagi

lizere burada

(D&y)(X) = flx, y(x)],a >0

diferansiyel denkleminink = 1, 2,..., n = —[—a] olmak lizere
(D% ¥y)(a*) = by, b €R

kosulunu saglayan ¢oziimiiniin

L%(a,b) = {y € L(a,b): D&+y € L(a,b)}

uzayinda var olmasi ve bu ¢oziimiin tek olmas1 incelenecektir.

Teorem 4.1.3. Varsayalim ki a > 0,n = —[—a] ve G- kiimesi R’ de agik bir kiimedir.
f: (a,b] X G = R olsun. Oyle ki Vy € G icin f[x,y] € L(a,b) ve A > 0 ve x degiskeninden
bagimsiz bir sabit olmak iizere Vy,,y, € G € C, Vx € (a,b] i¢in

If[x, y1] — flx, y21 < Aly; =yl
Lipschite kosulu saglaniyorsa L*(a, b) uzayinda
(D& y)(¥) = flx, y(x)],a >0
kesirli mertebe diferansiyel denkleminin, k = 1, 2,...,n = —[—a] olmak iizere
(D% Ey)(@*) = by, by € R

kosulunu saglayan Cauchy probleminin ¢6ziimii var ve bu ¢oziim tektir.

55



Ispat: Bu durumda ¢oziimiin varligi ve tekligini ispatlamak icin, Teorem 4.1.1 e istinaden
y(x) € L(a,b) fonksiyonunun (4.11) ifadesi ile tanimladigimiz nonlineer Volterra integral
denkleminin tek ¢6ziimii oldugunu géstermek yeterlidir. Bu nedenle Oncelikli olarak [a, b]
araliginda Volterra denkleminin ¢oziimiine bakalim. Hatirlarsak (4.11) ifadesi ile tanimlanan
denklem keyfi [a,x;] € [a,b],a < x; < b aralifinda bir anlam ifade etmektedir. Bu nedenle x;

degerini Oyle segelim ki;

(x, —a)®

1
FNa+1) <

esitsizligi saglanmis olsun. Daha sonra ise y(x) € L(a, x;) fonksiyonunun (4.11) iadesi ile
tanimlanan denklemin [a, x;] aralifindaki tek ¢oziimii oldugunu gosterelim. Bu amagla
L(a,x;)- uzay1 i¢in (sikistirma haritalama olarak ta adlandirilan) Banach hareketsiz nokta

teoreminden yararlanalim. L(a, X;)- uzay1 tam metrik uzay oldugu i¢in

[ ft,y(©]dt
d(y1,y2) = llys —yall = (X O i X>a

Volterra denklemini y(x) = (Ty)(x) bi¢giminde yazarsak,

flty(®lde
(Y = yo() + 105 fo ooia (4.30)

Ifadesini elde ederiz. Burada y,(x) = —L __(x—a)* I dir.

l 1 F(a ]+1)

Banach hareketsiz nokta teoremini uygulayabilmemiz i¢in asagida verilen iki durumu

ispatlamamiz gerekiyor;

i) Eger y(x) € L(a,x,) ise (Ty)(x) € L(a,x;)

(x1—a

i) w=A"—"—""— Tt

olsun Vy,,V, € L(a,x,) ise

ITy; — Ty2llL@axy < Wllyr — ¥2llLaxy (4.31)
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Oncelikli olarak y,(x) € L(a,x;) oldugunu gosterelim;

f1|Yo(X)|dX = if‘(oc—b—;-l-l)f(x —a)*Jdx

_ a—j+1
E (x~3) %1 (4.32)
F(a—]+1) a—j+1

Zrm—wn“‘"‘”“ e

a+1<j,j=1,2,...,n=—[—q]

Teoremin sartina gore f[x,y] € L(a, b) oldugu i¢in b = x, alinirsa ve g(t) = f[t, y(t)]

alinirsa daha 6nce tanimlanan bilgilere gore

« t,y(t)]dt
“frwj(tﬂa

L(a, %)

ve sonug olarak (Ty)(x) € L(a, x,) olacaktir. Simdi ise L(a,x;)- uzayinda (Ty)(x) normuna

bakalim.

x flty; ()]dt
ITys = Tyl = || (Y000 + 5z [ EE2T) = (vo 00 +

fof[tyz(t) dt)”
') 'a (x— pl-a L(axl)

(4.33)
= ||I:+ flx, y1 ()] — I§‘+ flx, y, (x)] ”L(a,x1)
< [l (fTx 72 691 = flx,y2 (D
Riemann- Liouville kesirli integral operatoriiniin sinirli olmasindan hareketle
( )*
ITy; — TY2||L(a,x1) < AT ly; — Y2||L(a,x1) (4.34)

I'(a+1)

57



elde ettigimiz bu sonug (4.30) ifadesinin dogrulugunu goésterir. x; degerinin se¢imine bagh

(x—a)%

olarak w = A
I'a+1)

< 1 esitsizliginin dogru olmasi durumunda Banach hareketsiz nokta

teoremine istinaden [a, X, ] araliginda Volterra denkleminin y*(x) € L(a,x;) ¢Ozliimii var ve bu
¢oziim tektir. Banach hareketsiz nokta teoremine gore y*(x) ¢oziimii (T™y,*)(x) yakinsak

dizisinin limitidir. Yani;
lim [IT®yo" = y*llLax,) =0
olur.

Burada y,*- L(a, b) olan keyfi bir fonksiyondur. 3k: by # 0, 0 zaman y,*(x) = y,(x)

alinabilir. Burada y,(x) = —L(x—a)* 7 dir.

] 1r(a- ]+1)

x flty(®]dt
t)l [o4

Ote yandan (Ty)(x) = yo(x) + — . ( 1A f f oldugundan (T™y,*)(x) dizisi

flt, T™ 1y, *(t)]dt
(x—1t)l-«

m * — 1 [
(500 = ¥ (9 + s |

m = 1, 2,... Recurrent formiilii ile belirlenir. Eger y,,(x) = (T™y,")(x) isaretlemesi yapilirsa;

t Ym 1(X)]dt
Ym(x) = yo () +r( )f — i

m=1,2,..ve lim |ly, —y*llLax,) = 0 elde ederiz.
m-—-o0o

Daha sonra [x4, X, ] araligin1 ele alalim. Oyle ki h; > 0 olmak iizere, x, = x; + h; <b

olsun. Eger Volterra denklemini

RN b; w1 CfLy(]de 1 X1f[t,y(t)]dt
Y(X)‘Zr(a TV oo T T ) e X8

y(x) fonksiyonunun [a, x, ] araliginda tek oldugu dikkate alinirsa yukaridaki denklem,
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[ £t y(®]dt
Na) ) (x—t)1-«

y&) =y (®) +

seklinde ifade edilir.

Burada;

&y . 1 [ flby®ldt
Vo1 (X) = ;F(O(——j-l-l)(x —a)* )+ ()] (x—t)1-«

ifadesi ile tanimlanan fonksiyonun bilinen fonksiyon oldugunu hatirlayalim. Boylece yukarida
kullandigimiz benzer yorum ve yaklasimlarla, Volterra denkleminin [x;, X, ] araliginda y*(x) €
L(x4,X,) tek ¢oziimiiniin oldugu gosterilir. Sonraki asamada, h, > 0 olmak tizere X3 = X, +
h, < b igin belirledigimiz [x,,x3] araliginda Volterra denkleminin tek ¢6ziimiiniin oldugu
gosterilir. Eger bu islemi tekrarlarsak y*(x) € L(a, b) fonksiyonunun [a, b] araliginda Volterra
denkleminin tek ¢6ziim oldugu sonucuna ulasiriz. Bir baska deyisle y(x) = y*(x) € L(a,b)
fonksiyonunun (4.1), (4.2) ifadeleriyle tanimlanan Cauchy probleminin ¢éziimii oldugu

ispatlanmis olur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Kesirli mertebe matematik analizde farkli tiirev tanimlarmin varligi, degisik fen ve
miithendislik problemlerinin tanimlanma bi¢imine uygun olarak en iyi ¢Oziimiiniin elde
edilmesine olanak saglamaktadir. Bu nedenle, matematiksel modelleme problemlerinde kesirli

mertebe diferintegral denklemlerin kullanimina olan ilgi giderek artmaktadir.

Bu tez calismasinda, konuya iliskin yapilan literatiir arastirmalarinin analizinden
hareketle ele alinan konunun giincelligi belirlenmis ve tanimlanan amag¢ dogrultusunda Kkesirli
mertebe analizin temel kavramlarindan hareketle Griinwald-Letnikov ve Riemann- Liouville

yaklagimlarinin esdegerligi sistematik bir bigimde incelenmistir

Klasik ve kesirli matematiksel analizlerin karsilastirilmasi yapilarak, reel eksenin sonlu

[a,b]€R araliginda kesirli mertebe tiirev ve integralin 6zellikleri verilmistir.

Siirekli ve integrallenebilir fonksiyonlarin Bgé(G, s) Dzhabrailov-Alisoy uzayinda

G c R olmak tizere DY, y(x) = f[x,y(x)]- kesirli mertebeden diferansiyel denklemler igin

correct Cauchy probleminin ¢éziimiin varligi ve tekligi hakkinda teorem ispatlanmustir.

Kesirli mertebe ikinci ¢esit Volterra denklemi icin correct Cauchy probleminin
¢Oziimiin varligr ve tekligi hakkinda ispatlanan teoremin degisik dinamik sistemlerin

matematiksel modellenmesinde ve analizinde yararli olacagi diistinilmektedir.

Bu tez calismasinda elde edilen sonuglarin, 6zellikle aerosol partikiillerin yliklenme
kinetiginin modellenmesi ve analizinde yaygin olarak kullanilmakta olan Volterra
denklemlerinin kesirli mertebe durumlarinin incelenmesi ig¢in yeni bilimsel ve pratik 6neme

sahip calismalarin olugsmasina dnciililk edecegi diistiniilmektedir.
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