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ÖZET   

EĞRİLERİN KESİRLİ TÜREV YARDIMIYLA İNCELENMESİ 

Nursemin Çavdar 

Matematik Anabilim Dalı 

Yüksek Lisans Tezi  

Danışman: Prof. Dr. Mahmut ERGÜT 

 

Kesirli analiz matematiğin teorik kısmında büyük bir öneme sahip olduğu gibi uygulama 

alanında da büyük bir yer edinmiştir. Bu tez çalışmasında Kesirli Analiz teknikleri kullanılarak 

eğrilerin geometrisi ele alındı. Bu yapılırken kesirli türev operatörleri içerisinden Caputo kesirli 

türev operatörü incelendi. Bu çalışmanın amacı bir seviye eğrisinin kesirli mertebeden teğet ve 

normal vektör alanları sayesinde kesirli türevin geometrik karşılıklarına katkıda bulunmaktadır. 

Bir seviye eğrisinin kesirli mertebeden teğet ve normal vektör alanı kavramları tanımlanmıştır. 

Bunların standart kavramlar ile arasındaki ilişkiler incelenmiştir. 

Anahtar Kelimeler: Caputo kesirli türevi , seviye eğrisi, Teğet vektör alanı, Normal vektör 

alanı 
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ABSTRACT  

EXAMINATION OF CURVES WIHT THE HELP OF FRACTIONAL DERIVATIVE  

Nursemin Çavdar 

Department of Mathematic 

MSc. Thesis  

Supervisor: Prof. Dr. Mahmut ERGÜT 

 

Fractional analysis has a great importance in the theoretical part of mathematics as well as in 

the field of application. In this thesis, the geometry of curves will be discussed using Fractional 

Analysis techniques. While doing this, the Caputo fractional derivative operator will be 

discussed among the fractional derivative operators. The aim of this study is to contribute to 

the geometrical equivalents of the fractional derivative thanks to the fractional tangent and 

normal vector fields of a level curve. The concepts of fractional tangent and normal vector fields 

of a level curve are defined. The relations between these and standard concepts were examined. 

Keywords: Caputo fractional derivatives, level curve, Tangent vector fields, Normal vector 

fields 
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1. GİRİŞ 

1.1 Literatür Özeti 

Kesirli Analiz reel ya da kompleks mertebeli adi diferansiyel ve integral kavramları ile 

ilgilidir. Matematiğin bu dalına ait ilk fikirler 17. yüzyıla dayanmaktadır ve Leibniz, Bernoulli, 

L. Hôpital, Euler, Laplace gibi çığır açmış matematikçilerin çalışmaları ile ortaya çıkmıştır. O 

tarihten beri sadece matematikçiler değil birçok bilim insanı tarafından yoğun bir şekilde 

çalışılmaktadır ve günden güne gelişmektedir [1].   

Kesirli analiz matematiğin teorik kısmında büyük bir öneme sahip olduğu gibi uygulama 

alanında da büyük bir yer edinmiştir. Örneğin Kesirli Analiz, 

1. viskoelastik teori ([2]),  

2. akışkanlar mekaniği ([3]),  

3. tıp ([4]), 

4. dinamik sistemler ([5])  

gibi alanlarda çeşitli problemlere uygulanmıştır. 

Bu tez çalışmasında Kesirli Analiz teknikleri kullanılarak eğrilerin geometrisi ele alındı. 

Bu yapılırken kesirli türev operatörleri içerisinden Caputo kesirli türev operatörü incelendi. 

Bunun nedeni sabit fonksiyonun Caputo kesirli türevinin sıfır olmasıdır [6].  

Caputo kesirli türev tanımı vermeden önce Euler gama fonksiyonunu, 

Γ(𝛼) = ∫ 𝑡𝛼−1𝑒−𝑡𝑑𝑡
∞

0

 

şeklindedir [7]. 

Ayrıca 0 < 𝛼 ≤ 1 mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali,  

𝐼𝑥
𝛼𝑓(𝑥) =

1

Γ(𝛼)
∫

𝑓(𝜉)

(𝑥 − 𝜉)1−𝛼

𝑥

0

𝑑𝜉 

şeklinde yazılır [1]. 

Buna göre 0 < 𝛼 ≤ 1 mertebeden Caputo kesirli türev operatörü , 

𝐷𝑥
𝛼𝑓(𝑥) = 𝐼𝑥

1−𝛼 (
𝑑𝑓

𝑑𝑥
) =

1

Γ(1 − 𝛼)
∫

1

(𝑥 − 𝜉)𝛼

𝑥

0

𝑑𝑓(𝜉)

𝑑𝜉
𝑑𝜉, 
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eşitliği ile tanımlanır [1]. Bu tanıma bakıldığında Caputo kesirli türevin aslında integral 

yardımıyla tanımlandığı göze çarpmaktadır. 

Literatürde çeşitli kesirli türev operatörleri kullanılarak eğrilere dair yapılan çalışmalar 

mevcuttur. Örneğin, eğri ve yüzeylerin diferansiyel geometrisi üzerine çalışmalar için [8,18] ve 

yüksek boyutlu nesnelerin diferansiyel geometrisi üzerine çalışmalar için [19,20] kaynaklara 

atıfta bulunulmuştur. 

1.2 Çalışmanın Amacı ve Kapsamı 

Eğrilerin diferansiyel geometrisi çalışılırken en önemli iki araç; zincir kuralı (yani 

bileşke fonksiyonun türevi) ve Leibniz kuralıdır (iki fonksiyonun çarpımının türevi). Ancak 

Caputo kesirli türev durumunda bu araçlar sonsuz seriler yardımıyla verilmektedir. Daha açık 

bir şekilde 𝑓(𝑥) ve 𝑔(𝑥) iki fonksiyon olmak üzere Leibniz kuralı; 

(𝐷𝑥
𝛼𝑓𝑔)(𝑥) = ∑(

𝛼

𝑖
)
𝑑𝑖𝑓

𝑑𝑥𝑖
(𝐷𝑥

𝛼−𝑖𝑔)(𝑥)

∞

𝑖=0

−
𝑓(0)𝑔(0)

Γ(1 − 𝛼)
𝑥−𝛼 

ve bileşke fonksiyonun türevi 

(𝐷𝑥
𝛼𝑓)(𝑔(𝑥)) = ∑(

𝛼

𝑖
)

𝑥𝑖−𝛼

Γ(𝑖 − 𝛼 + 1)

𝑑𝑖𝑓(𝑔(𝑥))

𝑑𝑥𝑖

∞

𝑖=1

+
𝑓(𝑔(𝑥)) − 𝑓(𝑔(0))

Γ(1 − 𝛼)
𝑥−𝛼 

şeklinde ifade edilir [5].  

Görüldüğü üzere Leibniz kuralı ve bileşke fonksiyonun türevi sonsuz seriler yardımıyla 

verildiğinden klasik anlamda eğrilerin diferansiyel geometrisini çalışmak oldukça 

zorlaşmaktadır. Bunun için kapalı formda bir denklem ile tanımlanan düzlem eğrileri (yani 

seviye eğrileri) ele alınarak Tarasov tarafından tanımlanan kesirli mertebeden gradiyent 

operatörü kullanılıp bir eğrinin kesirli mertebeden teğet ve normal vektör alanları gibi 

kavramlar tanımlandı. 

Bu çalışmanın amacı, bir seviye eğrisinin kesirli mertebeden teğet ve normal vektör 

alanları sayesinde kesirli türevin geometrik karşılıklarına katkıda bulunmaktadır. Ayrıca 

Caputo kesirli türev kullanılarak literatürde seviye eğrileri üzerine yapılmış herhangi bir 

çalışmaya şimdilik rastlanmadı. 
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Bu çalışmanın İkinci Bölümü tez çalışmasının temel kavramlarına ayrılmıştır. Üçüncü 

Bölümde ifade edilen sonuçlar ve örnekler tezin orijinal kısmını oluşturmaktadır. Bu bölümde 

bir seviye eğrisinin kesirli mertebeden teğet ve normal vektör alanı kavramları tanımlandı ve 

bunların standart kavramlar ile arasındaki ilişkiler incelendi. Son bölüm ise sonuçlar ve öneriler 

kısmına ayrıldı. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

2.1 Diferansiyel Geometriye Dair Temel Kavramlar 

Tanım 2.1.1. 𝐴 boş kümeden farklı bir küme ve  𝑉, ℝ cismi üzerinde n-boyutlu bir vektör uzayı 

olsun. Eğer, 

𝑓: 𝐴 × 𝐴 → 𝑉 , (𝑃, 𝑄) → 𝑓(𝑃, 𝑄) = 𝑄 − 𝑃 

fonksiyonu, her 𝑃, 𝑄, 𝑅 ∈ 𝐴 ve ∀𝛼 ∈ 𝑉 için 𝑓(𝑃, 𝑄) + 𝑓(𝑄, 𝑅) = 𝑓(𝑃, 𝑅) ve 𝑃𝑄 = 𝛼 

olduğunda 𝑄 tek bir şekilde bulunabiliyorsa 𝐴 kümesine 𝑉 vektör uzayı ile birleşen n-boyutlu 

bir afin uzay denir [21]. 

Uyarı 2.1.1. 𝑏𝑜𝑦𝑉 = 𝑏𝑜𝑦𝐴 dır. Bir afin uzayda iki nokta bir vektör belirtir. Ayrıca bir referans 

noktası tespit edildiğinde uzaydaki her bir noktaya bir vektör karşılık gelir. 

Tanım 2.1.2. 𝑉, 𝑛 −boyutlu bir vektör uzayı ve 𝐴, 𝑉 vektör uzayı ile birleşen bir afin uzay 

olsun. 𝑃0, 𝑃1,…, 𝑃𝑛 ∈ 𝐴 noktaları için {𝑃0𝑃1, 𝑃0𝑃2, … , 𝑃0𝑃𝑛} vektör kümesi 𝑉 nin bir ortonormal 

bazı ise {𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃𝑛} kümesine 𝐴 afin uzayının bir afin çatısı denir [21].    

Tanım 2.1.3. 𝑃0, 𝑃1,…, 𝑃𝑛 ∈ 𝐴 için {𝑃0𝑃1, 𝑃0𝑃2, … , 𝑃0𝑃𝑛} sistemi 𝑉 vektör uzayının bir 

ortonormal bazı ise {𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃𝑛} sistemi 𝐴 için bir Öklid çatısı adını alır [21]. 

Teorem 2.1.1.  𝐴, 𝑉 vektör uzayı ile birleşen 𝑛-boyutlu bir afin uzay olsun. 𝐴 da belli bir 𝑃0 ∈

𝐴
 
noktası tespit edildiğinde başlangıç noktası 𝑃0 olan bir afin çatı vardır [21].    

Tanım 2.1.4. V,ℑ(= ℝ, ℂ) cismi üzerinde vektör uzayı; 𝐴, 𝑉 vektör uzayı ile birleşen n-boyutlu 

afin uzay ve , 𝐴 afin uzayında bir afin çatı olsun.  

𝑥𝑖: 𝐴 → ℑ1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ⇔ 𝑝0𝑃⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = ∑𝛼𝑖𝑃0𝑃𝑖
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

𝑛

𝑖=1

, 𝛼𝑖𝜖ℑ 

𝑃 → 𝑥𝑖(𝑃) = 𝛼𝑖 

olmak üzere (𝑥1(𝑃), 𝑥2(𝑃), … , 𝑥𝑛(𝑃)) sıralı 𝑛 −lisine 𝑃 noktasının 𝑆 = {𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃𝑛} afin 

çatısına göre afin koordinatları ve her bir 𝑥𝑖(𝑃) ye 𝑃 noktasının 𝑖 −yinci afin koordinatı, 𝑥𝑖 

fonksiyonuna da, 𝐴 afin uzayının 𝑆 çatısına göre 𝑖 −yinci afin koordinat fonksiyonu denir. 

Ayrıca 𝑃0𝑃1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   vektörüne ise 𝑃 noktasının başlangıç noktası 𝑃0 olan 𝑆 afin çatısına göre konum 

(yer) vektörü denir [21]. 



12 

 

Tanım 2.1.5. A, V vektör uzayı ile birleşen -boyutlu bir afin uzay olsun. Eğer V vektör uzayı 

bir iç çarpım uzayı ise A afin uzayına bir Öklit Uzayı denir. Bu uzayda klasik iç çarpım ve norm 

fonksiyonları, sırasıyla, 𝑔⟨, ⟩ ve ‖. ‖ sembolleri ile gösterilir [21].    

Tanım 2.1.6. En 𝑛 −boyutlu Öklit uzayı ve 𝑆 = {𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃𝑛} afin çatısı verilsin. 

{𝑃0𝑃1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  : 𝑖 = 1,2, … , 𝑛} sistemi ℝ𝑛 vektör uzayında ortanormal baz ise 𝑆 afin çatısına bir dik çatı 

ve karşılık gelen afin koordinat sistemine dik koordinat sistemi denir. Ayrıca bu sistemin 

fonksiyonlarına da Öklit koordinat fonksiyonları denir [21]. 

Tanım 2.1.7. ℝ𝑛 ve ℝ𝑚 ,sırasıyla, 𝑛 − ve 𝑚 − boyutlu iki reel vektör uzayı ve 𝑈 ⊆ ℝ𝑛,

𝑉 ⊆ ℝ𝑚 olsun. 𝑓: 𝑈 → 𝑉, 𝑝 ↦ 𝑓(𝑝) = (𝑓1(𝑝), 𝑓2(𝑝),… , 𝑓𝑚(𝑝)) vektör değerli fonksiyonu için 

eğer 𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑚 reel değerli fonksiyonların tamamı her mertebeden sürekli kısmi türevlere 

sahip ise o zaman 𝑓 fonksiyonuna diferansiyellenebilir fonksiyon adı verilir [21].    

Tanım 2.1.8. 𝐸𝑛 𝑛 −boyutlu Öklit uzayı ve 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝐸𝑛 birbirlerinden farklı üç nokta olsun. 

𝑋𝑌⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑋𝑍⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∈ ℝ𝑛 vektörleri arasındaki açı 𝜃 olmak üzere (0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋) ℝ𝑛 vektör uzayında 𝑋𝑌⃗⃗⃗⃗  ⃗ ve 

𝑋𝑍⃗⃗⃗⃗  ⃗ vektörleri arasındaki açının ölçüsü, 𝑌𝑋̂𝑍 açısının ölçüsü olarak tanımlanır. Lineer 

cebirden bilindiği gibi; 

𝑐𝑜𝑠 𝜗 =
⟨𝑋𝑌⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑋𝑍⃗⃗⃗⃗  ⃗⟩

‖𝑋𝑌⃗⃗⃗⃗  ⃗‖‖𝑋𝑍⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
 

dır. 𝑋𝑌⃗⃗⃗⃗  ⃗ ve 𝑋𝑍⃗⃗⃗⃗  ⃗ vektörlerinin birbirine dik olmaları 𝑋𝑌⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝑋𝑍⃗⃗⃗⃗  ⃗ ile gösterilir. İki vektörün 

birbirine dik olması için gerek ve yeter şart ⟨𝑋𝑌⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑋𝑍⃗⃗⃗⃗  ⃗⟩ = 0 olmasıdır [21]. 

Tanım 2.1.9. Grad: 𝐶(𝐸𝑛, ℝ) → 𝜒(𝐸𝑛) 

𝑓 → 𝐺𝑟𝑎𝑑(𝑓)  

öyle ki, 𝐸𝑛 𝑑𝑒 {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} bir koordinat sistemi olmak üzere, 

𝐺𝑟𝑎𝑑(𝑓) = ∑
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

⋅
𝜕

𝜕𝑥𝑖
 

şeklinde tanımlı Grad fonksiyonuna, 𝐸𝑛 de {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} bir koordinat sistemine göre gradient 

fonksiyonu denir ve 𝛻 sembolü ile gösterilir. 𝛻 fonksiyonu için, 
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𝛻𝑥𝑖 =
𝜕

𝜕𝑥𝑖
, 1 ≤ 𝑖 < 𝑛 

yazılabilir [21].    

Tanım 2.1.10. ℝ2 uzayında 𝐶 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑐} nokta cümlesi ele alınsın. ∇ ile ℝ2 

uzayının gradiyent operatörü gösterilmek üzere, eğer her (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑀 için, 

∇𝐹(𝑥, 𝑦) = (
𝜕𝐹

𝜕𝑥
,
𝜕𝐹

𝜕𝑦
) (𝑥, 𝑦) ≠ 0 

ise 𝑀 nokta cümlesine bir seviye eğrisi ya da kapalı formda verilen eğri adı verilir. ∇𝐹 vektör 

alanına  𝐶 nin normal vektör alanıdır. Ayrıca  

𝑇(𝑥, 𝑦) = (
𝜕𝐹

𝜕𝑦
,−

𝜕𝐹

𝜕𝑥
) (𝑥, 𝑦) 

vektör alanı da 𝐶 nin teğet vektör alanıdır.  

𝐹(𝑥0, 𝑦0) = 𝑐 ve 𝑃 = (𝑥0, 𝑦0) olmak üzere  𝑀 yüzeyinin bir 𝑃 noktasındaki teğet doğrusunun 

kartezyen denklemi 

(𝑥 − 𝑥0)
𝜕𝐹

𝜕𝑥
(𝑃) + (𝑦 − 𝑦0)

𝜕𝐹

𝜕𝑦
(𝑃) = 0 

şeklindedir [18].  

2.2 Kesirli Analize Dair Temel Kavramlar 

Tanım 2.2.1. (Gama Fonksiyonu) Gama fonksiyonu, 𝑛 nin pozitif değerleri için Euler integrali 

olarak adlandırılan  

𝛤(𝑛) = ∫ 𝑥𝑛−1𝑒−𝑥 𝑑𝑥

∞

0

 

ile tanımlanır [8]. 

Tanım 2.2.2. (Riemann-Liouville Kesirli İntegrali) 𝛼 ∈ (0,1) olmak üzere bir 𝑓(𝑡) 

fonksiyonunun  𝛼 −mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali; 

𝐼𝑡
𝛼𝑓(𝑡) =

1

𝛤(𝛼)
∫

𝑓(𝑥)

(𝑡 − 𝑥)1−𝛼  𝑑𝑥

𝑡

0
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ile tanımlanır [8]. 

Tanım 2.2.3. ( Riemann-Liouville Kesirli Türevi)  𝑓(𝑡) fonksiyonu, [𝑎, 𝑡] kapalı aralığında 

sürekli ve integrallenebilen bir fonksiyon olsun. 𝛼 ∈ (0,1) ve 𝑡 > 0 olmak üzere, bir 

𝑓(𝑡) fonksiyonunun 𝛼−inci mertebeden Riemann-Liouville kesirli türevi; 

𝐷𝑡
𝛼𝑓(𝑡) =

𝑑

𝑑𝑡
(𝐼𝑡

1−𝛼𝑓(𝑡)) =
1

𝛤(1 − 𝛼)

𝑑

𝑑𝑡
(∫

𝑓(𝑥)

(𝑥 − 𝑡)𝛼
𝑑𝑥

𝑡

0

) 

şeklinde tanımlanır [8].  

Tanım 2.2.4. (Caputo Kesirli Türevi) 𝛼 ∈ (0,1) ve 𝑡 > 0 olmak üzere bir 𝑓 fonksiyonunun 

𝛼−inci mertebeden Caputo kesirli türev yaklaşımı,  

𝐷𝑡
𝛼𝑓(𝑡) = 𝐼𝑡

1−𝛼 (
𝑑𝑓

𝑑𝑡
) =

1

𝛤(1 − 𝛼)

𝑑

𝑑𝑡
(∫

𝑑𝑓(𝑥)/𝑑𝑥

(𝑥 − 𝑡)𝛼
𝑑𝑥

𝑡

0

) 

ile tanımlıdır [8]. 

Tanım 2.2.5. 𝑛 ∈ 𝑁+ = {1,2,3, … } olmak üzere 𝐴𝐶[𝑎, 𝑏] ve 𝐶𝑛[𝑎, 𝑏] ile, sırası ile, [𝑎, 𝑏] aralığı 

üzerinde mutlak sürekli fonksiyonlar ve 𝑛 − mertebeden sürekli türevlere sahip kompleks 

değerli fonksiyonların uzayları gösterilsin. Ayrıca 𝐴𝐶𝑛[𝑎, 𝑏] ile (𝑛 − 1) − mertebeden sürekli 

türevlere sahip kompleks değerli 𝑓(𝑥) fonksiyonlarının uzayı gösterilsin öyle ki        

𝑓(𝑛−1)(𝑥) ∈ 𝐴𝐶[𝑎, 𝑏] dir [7].  

Örnek 2.2.1. 𝑓(𝑥) = 𝑥 fonksiyonunun  
1

2
− mertebeden kesirli türevini Caputo kesirli türevi 

ile hesaplayalım. O halde 𝛼 =
1

2
  olduğundan 𝑛 = 1 olur ve Caputo formülünde 𝑎 = 0 için 

integral alınırsa, 

𝐷𝑡

1
2𝑥 =

1

𝛤 (
1
2
)
∫

1

(𝑥 − 𝑡)
1
2

𝑑𝑡

𝑥

0

 , 

olur. Burada 𝑢2 = 𝑥 − 𝑡 dönüşümü yapılırsa, 

𝐷𝑡

1
2𝑥 =

1

𝛤 (
1
2)

∫
1

(𝑥 − 𝑡)
1
2

𝑑𝑡

𝑥

0

= −
1

√𝜋
∫

2𝑢

𝑢
𝑑𝑢   

𝑥

0
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olur. Değişkenleri değiştirip sadeleştirildiğinde, 

𝐷𝑡

1
2𝑥 = −

1

√𝜋
∫2𝑑𝑢

0

√𝑥

=
1

√𝜋
∫ 2𝑑𝑢

√𝑥

0

 

şeklinde yazılır. Buradan  

𝐷𝑡

1
2𝑥 =

2

√𝜋
(√𝜋 − 0) =

2√𝑥

√𝜋
    

elde edilir.  

Teorem 2.2.1. 𝑛 ∈ 𝑁+ 𝑣𝑒 𝑛 − 1 ≤ 𝛼 < 1 olmak üzere eğer 𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝑛[𝑎, 𝑏] ise o zaman 

[𝑎, 𝑏] üzerinde hemen hemen her yerde 𝑓 in 𝛼 − mertebeden Caputo kesirli türevi vardır. 

Üstelik eğer 𝑓 ∈ 𝐶𝑛[𝑎, 𝑏] ise 𝑓 nin 𝛼 − mertebeden Caputo kesirli türevi [𝑎, 𝑏] üzerinde 

süreklidir [7]. 

Teorem 2.2.2. 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛 , 𝑐 > 𝑛 − 1 , 𝑐 ∈ ℝ ve 𝑓(𝑥) = 𝑥𝐶  fonksiyonunun 𝛼 −

 mertebeden Caputo kesirli türevi, 

𝛤(𝑐 + 1)

𝛤(𝑐 − 𝛼 + 1)
𝑥𝑐−𝛼 

şeklindedir [20]. 

Teorem 2.2.3. Gama fonksiyonun bazı temel özelliklerinden biri olarak aşağıdaki işlem 

verilebilir [19], 

𝛤(𝑛) ⋅ 𝑛 = 𝛤(𝑛 + 1) 

Bazı özel Gama fonksiyonu değerleri aşağıda verilmiştir [20]. 
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Çizelge 2.2.1. Gama Fonksiyonunun Sayısal Değerleri 

𝜞(𝒏) Sayısal 

Değeri 

𝛤 (
1

2
) √𝜋 

𝛤(1) 1 

𝛤 (
3

2
) 

√𝜋

2
 

𝛤(2) 1 

𝛤 (
5

2
) 

3√𝜋

4
 

𝛤(3) 2 

𝛤 (
7

2
) 

15√𝜋

8
 

𝛤(4) 6 
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3. KAPALI EĞRİLERİN KESİRLİ DİFERANSİYEL GEOMETRİSİ 

Tanım 3.1. (𝑥, 𝑦) ile ℝ2 uzayında dik koordinat sistemi gösterilsin. ∇𝛼 ile Caputo anlamında 

gradiyent operatörü gösterilmek üzere 

∇𝛼𝐹(𝑥, 𝑦) = (𝐷𝑥
𝛼𝐹,𝐷𝑦

𝛼𝐹, )(𝑥, 𝑦, ) 

tanımlanır [17].  

Caputo anlamında gradiyent operatörü kullanılarak aşağıda bir seviye eğrisi için bazı 

yeni kavramlar ifade edildi. 

Tanım 3.2. 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 ile verilen 𝐶 düzlem eğrisi göz önüne alındığında 𝛻𝛼𝐹 ≠ 0 ise 𝐶 

eğrisine 𝛼 −regüler, aksi taktirde 𝛼 −singüler adı verilir.  

Tanım 3.3.  𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 denklemi ile bir 𝛼 −regüler 𝐶 eğrisi verilsin. Yani 

𝐶 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑐, 𝛻𝛼𝐹 ≠ 0} 

olsun. 𝛻𝛼𝐹 = (𝐷𝑥
𝛼𝐹,𝐷𝑦

𝛼𝐹) olmak üzere,  

 𝑁𝛼(𝑥, 𝑦) =
1

𝑊
(𝐷𝑥

𝛼𝐹, 𝐷𝑦
𝛼𝐹)(𝑥, 𝑦)                                                                                                    (3.1) 

vektör alanına 𝐶 eğrisinin birim 𝛼 −normali vektör alanı denir. Burada, 

𝑤 = √(𝐷𝑥
𝛼𝐹)2 + (𝐷𝑦

𝛼𝐹)
2
                                                                                                                 (3.2) 

dir. Ayrıca, 

𝑇𝛼 =
1

𝑤
(𝐷𝑦

𝛼𝐹,−𝐷𝑥
𝛼𝐹)                                                                                                                       (3.3) 

 vektör alanına ise 𝐶 eğrisinin birim 𝛼 −teğet vektör alanı adı verilir. 

Tanım 3.4. 𝐶 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑐, 𝛻𝛼𝐹 ≠ 0} 𝛼 −regüler eğrisi verilsin. 𝐹(x0, y0) = 𝑐 

ve 𝑃 = (x0, y0) olmak üzere, 𝐶 eğrisinin bir 𝑃 noktasındaki 𝛼 −mertebeden teğet düzlemi  

(𝑥 − 𝑥0)(𝐷𝑥
𝛼𝐹)(𝑃) + (𝑦 − 𝑦0)(𝐷𝑦

𝛼𝐹)(𝑃) = 0                                                                             (3.4)  

kartezyen denklemi ile ifade edilir. 
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Uyarı 3.1. 𝐶 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑐, 𝛻𝛼𝐹 ≠ 0} 𝛼 −regüler eğrisi verilsin. Bu eğrinin 

standart birim normal vektör alanı 𝑁1 ve birim 𝛼 −normal vektör alanı 𝑁𝛼 ile gösterilsin. 𝑁1 

ve 𝑁𝛼 vektör alanları arasındaki açı 𝜃 olmak üzere 

𝑐𝑜𝑠 𝜃 =
1

‖𝑁1‖
⋅

1

‖𝑁𝛼‖
⟨𝑁1, 𝑁𝛼⟩                                                                                                       (3.5) 

dir. 𝐶 eğrisi ℝ2 düzleminde olduğundan bu 𝜃 açısı aynı zamanda standart birim teğer vektör 

alanı 𝑇1 ve birim 𝛼 −teğet vektör alanı 𝑇𝛼 arasındaki açıya karşılık gelir. 

Önerme 3.1. 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≠ 0 ve 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 reel sabitler olmak üzere 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥𝑦 + 𝑐𝑦2 + 𝑑𝑥 + 𝑒𝑦 + 𝑓 = 0 

ile verilen kuadrik denklemin belirttiği 𝐶 konik kesit eğrisinin birim 𝛼 −teğeti ve birim 

𝛼 −normali 

𝑇𝛼 =

(𝑦1−𝛼 (
2𝑐𝑦

2 − 𝛼 + 𝑏𝑥 + 𝑒) , − 𝑥1−𝛼 (
2𝑎𝑥
2 − 𝛼 + 𝑏𝑦 + 𝑑))

√𝑥2−2𝛼 (
2𝑎𝑥
2 − 𝛼 + 𝑏𝑦 + 𝑑)

2

+ 𝑦2−2𝛼 (
2𝑐𝑦

2 − 𝛼 + 𝑏𝑥 + 𝑒)
2
  

ve 

𝑁𝛼 =

(𝑥1−𝛼 (
2𝑎𝑥
2 − 𝛼 + 𝑏𝑦 + 𝑑) , 𝑦1−𝛼 (

2𝑐𝑦
2 − 𝛼 + 𝑏𝑥 + 𝑒))

√𝑥2−2𝛼 (
2𝑎𝑥
2 − 𝛼 + 𝑏𝑦 + 𝑑)

2

+ 𝑦2−2𝛼 (
2𝑐𝑦

2 − 𝛼 + 𝑏𝑥 + 𝑒)
2
  

formülleri ile hesaplanır. 

İspat: Teorem 2.2.1 gereğince  

𝐷𝑥
𝛼𝐹 =

(𝑥1−𝛼) (
2𝑎𝑥
2 − 𝛼 + 𝑏𝑦 + 𝑑)

𝛤(2 − 𝛼)
 

ve  

𝐷𝑦
𝛼𝐹 =

(𝑦1−𝛼) (
2𝑐𝑦

2 − 𝛼 + 𝑏𝑥 + 𝑒)

𝛤(2 − 𝛼)
 

şeklinde elde edilir. Bu değerler (3.1) ve (3.3) de göz önüne alınırsa ispat tamamlanmış olur. 
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Aşağıda 𝑎, 𝑏, 𝑐, reel sabitlerinin özel durumlarına göre bazı özel eğriler için örnekler 

verildi. 

Örnek 3.1. 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ ve 𝑎2 + 𝑏2 ≠ 0 olmak üzere ℝ2 düzleminde 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 

kartezyen denklemi ile verilen doğru 𝐶 ile gösterilirse bu doğru 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 

kapalı denklemi ile ifade edilir. 𝐶 doğrusunun birim teğet ve birim normal vektörler alanları, 

sırasıyla, 𝑇1 ve 𝑁1 ile gösterilirsin. O zaman, 

𝑇1 =
1

√𝑎2 + 𝑏2
(𝑏, −𝑎) 

ve 

𝑁1 =
1

√𝑎2 + 𝑏2
(𝑎, 𝑏) 

bulunur. (3.1)’den birim 𝛼 −teğet vektör alanı 𝑇𝛼, 

𝑇𝛼 =
1

√𝑎2𝑥2−2𝛼 + 𝑏2𝑦2−2𝛼
(𝑏𝑦1−𝛼, −𝑎𝑥1−𝛼) 

olur. Benzer şekilde (3.3)’den birim 𝛼 −normal vektör alanı 𝑁𝛼, 

𝑁𝛼 =
1

√𝑎2𝑥2−2𝛼 + 𝑏2𝑦2−2𝛼
(𝑎𝑥1−𝛼, 𝑏𝑦1−𝛼) 

şeklinde elde edilir. Dikkat edilirse 𝐶 doğrusunun birim 𝛼 −normal ve standart birim normal 

vektör alanları birbirinden farklı olup, aralarında belirli bir açı mevcuttur. Bu açı 𝛼 ya bağlıdır. 

Daha açık bir şekilde bu açı 𝜃 ile gösterilirse, 𝜃 açısının kosinüsü (3.5)’den, 

𝑐𝑜𝑠 𝜃(𝑎, 𝑥, 𝑦) =
1

√𝑎2𝑥2−2𝛼 + 𝑏2𝑦2−2𝛼

1

√𝑎2 + 𝑏2
(𝑎2𝑥1−𝛼 + 𝑏2𝑦1−𝛼)                                  (3.6) 

elde edilir. Örneğin 𝑎 = 1, 𝑏 = −1 ve 𝑐 = 0 alınırsa, 𝑀 doğrusu, kartezyen denklemi 𝑦 = 𝑥 

şeklinde olun açı ortay doğrusuna karşılık gelir. Bu değerler (3.6)’da yerine yazılırsa, 

𝑐𝑜𝑠 𝜃(𝛼, 𝑥, 𝑦) =
1

√2

1

√𝑥2−2𝛼 + 𝑦2−2𝛼
(𝑥1−𝛼 + 𝑦1−𝛼)                                                                 

bulunur. 
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𝛼 nın aşağıda verilen özel değerlerini göz önüne alalım. Buna göre, 

 𝛼 = 1/10 olsun.  O zaman 𝑁1/10 ve 𝑁1 arasındaki açı fonksiyonu  

𝑐𝑜𝑠 𝜃 (
1

10
, 𝑥, 𝑦) =

1

√2

1

√𝑥18 10⁄ + 𝑦18 10⁄
(𝑥9 10⁄ + 𝑦9 10⁄ ), 

 𝛼 = 5/10 olsun.  O zaman 𝑁5/10 ve 𝑁1 arasındaki açı fonksiyonu  

𝑐𝑜𝑠 𝜃 (
5

10
, 𝑥, 𝑦) =

1

√2

1

√𝑥 + 𝑦
(√𝑥 + √𝑦), 

 𝛼 = 9/10 olsun.  O zaman 𝑁9/10 ve 𝑁1 arasındaki açı fonksiyonu  

𝑐𝑜𝑠 𝜃 (
9

10
, 𝑥, 𝑦) =

1

√2

1

√𝑥1/5 + 𝑦1/5
(𝑥1/10 + 𝑦1/10) 

şeklinde elde edilir. Ayrıca, 

 𝛼 = 1 olması durumunda 𝑐𝑜𝑠 𝜃(1, 𝑥, 𝑦) = 1 olur.  

Bu açı fonksiyonlarının grafikleri Şekil 3.1 deki gibi gösterilebilir: 
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(a) 

 

(b) 

 
(c)  

(d) 

Şekil 3. 1. y = x açı ortay doğrusunun birim 𝛼 − normal vektör alanı Nα ve birim normal vektör 

alanı N1 arasındaki açı fonksiyonu için α = 0.1 (a), α = 0.5 (b), α = 0.9 (c) ve α = 1 (d) 

değerleri 

Şekil 3.1. den aşağıdaki ifadeler söylenebilir. 

 0 < x, y ≤ 5 seçilerek grafik yüzeyleri gösterildi. 

 x −ekseni kırmızı renk ile, y −ekseni yeşil renk ile ve z −ekseni mavi renk ile gösterildi. 

 şekiller z −ekseni boyunca yükseklik arttıkça renkleri daha açık hale getirilerek çizildi. 

 

Ayrıca yukarıdaki açı fonksiyonları Çizelge 3.1’deki gibi ifade edilebilir. 
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Çizelge 3.1. ax + by + c = 0 doğrusunun birim α −normal vektör alanı 𝑁𝛼, birim normal 

vektör alanı 𝑁1 ve bu vektör alanları arasındaki açının kosinüs fonksiyonları 

𝜶 𝒅𝒆ğ𝒆𝒓𝒊 𝑵𝟏 𝑵𝜶 Açı 

Fonksiyonu 

1 10⁄  
 

 

 

(1, −1)

√2
 

(𝑥9 10⁄ , −𝑦9 10⁄ )

√𝑥9 5⁄ + 𝑦9 5⁄
 

𝑥9 10⁄ + 𝑦9 10⁄

√2√𝑥9 5⁄ + 𝑦9 5⁄
 

5 10⁄  
(√𝑥,−√𝑦)

√𝑥 + 𝑦
 

√𝑥 + √𝑦

√2√𝑥 + 𝑦
 

9 10⁄  
(𝑥1 10⁄ , −𝑦1 10⁄ )

√𝑥1 5⁄ + 𝑦1 5⁄
 

𝑥1 10⁄ + 𝑦1 10⁄

√2√𝑥1 5⁄ + 𝑦1 5⁄
 

1 
(1, −1)

√2
 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3. 2. y = x açı ortay doğrusu ve  α−normal vektör alanları 

Yukarıdaki şekilden de görüleceği üzere bir doğrunun birim normal vektör alanı sabittir 

ve doğru boyunca paraleldir. Ancak α−normal vektör alanı sabit değildir. Üstelik doğru 

boyunca paralel de değildir. Bu ise kesirli argümanların klasik olanlardan farkını görmek için 

ilginç bir durum olarak karşımıza çıkmaktadır. 

𝑁1 𝑁1∕2 

𝑁1 
𝑁1∕2 
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Örnek 3.2. 𝑟 ∈ ℝ olmak üzere, ℝ𝟐 düzleminde 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑟2 = 0 kapalı denklemi 

ile ifade edilen 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 çemberini göz önüne alalım. Bu çemberin, standart birim teğet 

ve birim normal vektör alanları, sırasıyla,  𝑇1 𝑣𝑒 𝑁1 olmak üzere 

𝑇1 =
1

√𝑥2 + 𝑦2
(𝑦, −𝑥) 

ve 

𝑁1 =
1

√𝑥2 + 𝑦2
(𝑥, 𝑦) 

olur. 𝛼 nın (0,1) aralığındaki bazı özel değerleri için kesirli mertebeden birim 𝛼 −teğet vektör 

alanı 𝑇𝛼 ve birim 𝛼 −normal vektör alanları 𝑁𝛼 ile gösterilsin. Teorem 2.2.1. kullanılarak, 

(3.3)’den gereğince birim 𝛼 −teğet vektör alanı 𝑇𝛼, 

𝑇𝛼 =
1

√𝑥4−2𝛼 + 𝑦4−2𝛼
(𝑦2−𝛼, −𝑥2−𝛼) 

ve (3.1)’den birim 𝛼 −normal vektör alanları 𝑁𝛼, 

𝑁𝛼 =
1

√𝑥4−2𝛼 + 𝑦4−2𝛼
(𝑥2−𝛼, 𝑦2−𝛼) 

şeklinde bulunur. Dikkat edilirse bu çemberin birim 𝛼 −normal vektör alanı 𝑁𝛼  ve birim 

normal vektör alanı 𝑁1 birbirinden farklı vektörler olup aralarında belirli bir açı mevcuttur ve 

bu açı 𝛼 ya bağlı olup 𝜃 ile gösterilsin. O zaman 𝜃 açısının kosinüsü, (3.5) göz önüne alınırsa, 

𝑐𝑜𝑠 𝜃(𝑎, 𝑥, 𝑦) =
1

√𝑥4−2𝛼 + 𝑦4−2𝛼

1

√𝑥2 + 𝑦2
(𝑥3−𝛼 + 𝑦3−𝛼)                                                    (3.7) 

şeklinde bulunur.  

Aynı zamanda bu çember, ℝ2 düzleminde bulunduğundan yukarıdaki değer, birim 

𝛼 −teğeti vektörü 𝑇𝛼 ile birim teğet vektör alanı 𝑇1 arasındaki açının kosinüsü ile aynı olur.   
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Bazı özel değerler (3.7)’de 𝛼 için ele alınırsa, 

 𝛼 = 1/10 olsun.  O zaman 𝑁1/10 ve 𝑁1 arasındaki açı fonksiyonu  

𝑐𝑜𝑠 𝜃 (
1

10
, 𝑥, 𝑦) =

1

√𝑥19 5⁄ + 𝑦19 5⁄

1

√𝑥2 + 𝑦2
(𝑥29 10⁄ + 𝑦29 10⁄ ) 

dır. 

 𝛼 = 5/10 olsun.  O zaman 𝑁1/2 ve 𝑁1 arasındaki açı fonksiyonu  

𝑐𝑜𝑠 𝜃 (
5

10
, 𝑥, 𝑦) =

1

√𝑥3 + 𝑦3

1

√𝑥2 + 𝑦2
(𝑥5 2⁄ + 𝑦5 2⁄ ) 

olur. 

 𝛼 = 9/10 olsun.  O zaman 𝑁9/10 ve 𝑁1 arasındaki açı fonksiyonu  

𝑐𝑜𝑠 𝜃 (
9

10
, 𝑥, 𝑦) =

1

√𝑥11 5⁄ + 𝑦11 5⁄

1

√𝑥2 + 𝑦2
(𝑥21 10⁄ + 𝑦21 10⁄ ) 

şeklinde bulunur. 

 𝛼 = 1 olsun.  Bu durumda 𝑐𝑜𝑠 𝜃(1, 𝑥, 𝑦) = 1 olduğu açıktır.  

Bu açı fonksiyonlarının grafikleri Şekil 3.3. deki gibi gösterilir: 

 

 

 

 

 



25 

 

 

(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 

Şekil 3. 3. x2 + y2 = r2 çemberinin, birim α − normal vektör alanı Nα ve birim normal vektör 

alanları N1 arasındaki açı fonksiyonu için α = 0.1 (a), α = 0.5 (b), α = 0.9 (c) ve α = 1 (d) 

değerleri 

Şekil 3.3. den aşağıdaki ifadeler söylenebilir. 

 0 < x, y ≤ 5 seçilerek grafik yüzeyleri gösterildi. 

 x −ekseni kırmızı renk ile, y −ekseni yeşil renk ile ve z −ekseni mavi renk ile gösterildi. 

 şekiller z −ekseni boyunca yükseklik arttıkça renkleri daha açık hale getirilerek çizildi. 

 

Yukarıdaki açı fonksiyonları aşağıdaki gibi bir Çizelge 3.2. ile ifade edilebilir: 
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Çizelge 3.2. x2 + y2 = r2 çemberinin birim α −normal vektör alanı Nα, birim normal vektör 

alanı N1 ve bu vektör alanları arasındaki açının kosinüs fonksiyonları 

𝜶 𝒅𝒆ğ𝒆𝒓𝒊 𝑵𝟏 𝑵𝜶 Açı 

Fonksiyonu 

1 10⁄  
 

 

 

(𝑥, 𝑦)

√𝑥2 + 𝑦2
 

(𝑥19 10⁄ , 𝑦19 10⁄ )

√𝑥19 5⁄ + 𝑦19 5⁄
 

(𝑥29∕10 + 𝑦29∕10)

√𝑥19 5⁄ + 𝑦19 5⁄ √𝑥2 + 𝑦2
 

5 10⁄  
(𝑥3 2⁄ , 𝑦3 2⁄ )

√𝑥3 + 𝑦3
 

(𝑥5∕2 + 𝑦5∕2)

√𝑥3 + 𝑦3√𝑥2 + 𝑦2
 

9 10⁄  
(𝑥11 10⁄ , 𝑦11 10⁄ )

√𝑥11 5⁄ + 𝑦11 5⁄
 

(𝑥21∕10 + 𝑦21∕10)

√𝑥11∕5 + 𝑦11∕5√𝑥2 + 𝑦2
 

1 
(𝑥, 𝑦)

√𝑥2 + 𝑦2
 1 

 

Örnek 3.3. 𝐹(𝑥,𝑦) = 𝑦 − 4𝑥2 = 0, kapalı denklemi ile verilen parabolün birim teğet ve birim 

normal vektör alanları, sırasıyla, 𝑇1 𝑣𝑒 𝑁1 ile gösterilmek üzere, 

𝑇1 =
1

√64𝑥2 + 1
(1,8𝑥) 

ve 

𝑁1 =
1

√64𝑥2 + 1
(−8𝑥, 1) 

dir. 𝛼 nın (0,1) aralığındaki bazı özel değerleri kesirli mertebeden birim 𝛼 −teğet vektör alanı 

𝑇𝛼 ve birim 𝛼 −normal vektör alanı 𝑁𝛼 ile ifade edilsin. Teorem 2.2.1. de kullanılarak, 

(3.3)’den birim 𝛼 −teğet vektör alanı 𝑇𝛼, 

𝑇𝛼 =
1

√
64𝑥4−2𝛼

(2 − 𝛼)2 + 𝑦2−2𝛼

(𝑦1−𝛼,
8𝑥2−𝛼

(2 − 𝛼)
) 

ve (3.1) eşitliğinden birim 𝛼 −normal vektör alanı 𝑁𝛼, 

𝑁𝛼 =
1

√
64𝑥4−2𝛼

(2 − 𝛼)2 + 𝑦2−2𝛼

(
−8𝑥2−𝛼

(2 − 𝛼)
, 𝑦1−𝛼) 
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şeklindedir. Bu parabolün birim 𝛼 −normal vektör alanı 𝑁𝛼 ve birim normal vektör alanı 𝑁1 

birbirinden farklı vektörler olup aralarında belirli bir açı mevcuttur. Bu açı 𝛼 ya bağlı olup 𝜃 

ile gösterilsin. 𝜃 açısının kosinüsü (3.5) işlemi gereğince, 

𝑐𝑜𝑠 𝜃(𝑎, 𝑥, 𝑦) =
1

√64𝑥2 + 1

1

√
64𝑥4−2𝛼

(2 − 𝛼)2 + 𝑦2−2𝛼

(
64𝑥3−𝛼

(2 − 𝛼)
+ 𝑦1−𝛼)                                    (3.8) 

olur. (3.8)’de,   

 𝛼 = 1/10 olsun.  O zaman 𝑁1/10 ve 𝑁1 arasındaki açı fonksiyonu,  

𝑐𝑜𝑠 𝜃 (
1

10
, 𝑥, 𝑦) =

1

√64𝑥2 + 1

1

√
64𝑥19 5⁄

(19 10⁄ )2 + 𝑦9 5⁄

(
64𝑥29∕10

19 ∕ 10
+ 𝑦9 10⁄ ) 

olur. 

 𝛼 = 5/10 olsun.  O zaman 𝑁1/2 ve 𝑁1 arasındaki açı fonksiyonu,  

𝑐𝑜𝑠 𝜃 (
5

10
, 𝑥, 𝑦) =

1

√64𝑥2 + 1

1

√
64𝑥3

(3 2⁄ )2 + 𝑦

(
64𝑥5∕2

(3 ∕ 2)
+ √𝑦) 

bulunur. 

 𝛼 = 9/10 olsun.  O zaman 𝑁9/10 ve 𝑁1 arasındaki açı fonksiyonu, 

𝑐𝑜𝑠 𝜃 (
9

10
, 𝑥, 𝑦) =

1

√64𝑥2 + 1

1

√
64𝑥11 5⁄

(11 10⁄ )2 + 𝑦1/5

(
64𝑥21∕10

(11 ∕ 10)
+ 𝑦1 10⁄ ) 

elde edilir. 

 𝛼 = 1 olsun. Bu durumda 𝑐𝑜𝑠 𝜃(1, 𝑥, 𝑦) = 1 olduğu açıktır.  

Aynı zamanda bu parabol ℝ2 düzleminde bulunduğundan yukarıdaki değerler 𝛼 −teğeti 

vektör alanı 𝑇𝛼 ile birim teğeti vektör alanı 𝑇1 arasındaki açının kosinüsleridir.  

Bu açı fonksiyonlarının grafikleri Şekil 3.4. deki gibi gösterilebilir:  
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(a) 

 

(b) 

 
(c) 

 
(d) 

Şekil 3.4. 𝑦 − 4𝑥2 = 0 parabolünün, birim 𝛼 − normal vektör alanı Nα ve birim normal vektör 

alanı N1 arasındaki açı fonksiyonu için α = 0.1 (a), α = 0.5 (b), α = 0.9 (c) ve α = 1 (d) 

değerleri 

Şekil 3.4. den aşağıdaki ifadeler söylenebilir. 

 0 < x, y ≤ 5 seçilerek grafik yüzeyleri gösterildi. 

 x −ekseni kırmızı renk ile, y −ekseni yeşil renk ile ve z −ekseni mavi renk ile gösterildi. 

 Şekiller z −ekseni boyunca yükseklik arttıkça renkleri daha açık hale getirilerek çizildi. 

 

 

Yukarıdaki açı fonksiyonları Çizelge 3.3. ile ifade edilebilir:  

 



29 

 

Çizelge 3.3. 𝑦 − 4𝑥2 = 0 parabolünün birim 𝛼 −normal vektör alanı 𝑁𝛼, birim normal vektör 

alanı 𝑁1 ve bu vektör alanları arasındaki açının kosinüs fonksiyonları 

𝜶 𝒅𝒆ğ𝒆𝒓𝒊 𝑵𝟏 𝑵𝜶 
Açı 

Fonksiyonu 

1 10⁄  

(−8𝑥, 1)

√64𝑥2 + 1
 

(
−8𝑥19 10⁄

19/10
, 𝑦9 10⁄ )

√
64𝑥19 5⁄

(19 10⁄ )2 + 𝑦9 5⁄

 

(
64𝑥29∕10

(19 ∕ 10)
+ 𝑦9 10⁄ )

√64𝑥2 + 1√
64𝑥19 5⁄

(19 10⁄ )2 + 𝑦9 5⁄

 

5 10⁄  

(
−8𝑥3 2⁄

3/2
,√𝑦)

√
64𝑥3

(3 2⁄ )2 + 𝑦

 

(
64𝑥5∕2

(3 ∕ 2)
+ √𝑦)

√64𝑥2 + 1√
64𝑥3

(3 2⁄ )2 + 𝑦

 

9 10⁄  

(
−8𝑥11 10⁄

11/10
, 𝑦1 10⁄ )

√
64𝑥11 5⁄

(11 10⁄ )2 + 𝑦1/5

 

(
64𝑥21∕10

(11 ∕ 10)
+ 𝑦1 10⁄ )

√64𝑥2 + 1√
64𝑥11 5⁄

(11 10⁄ )2 + 𝑦1 5⁄

 

1 
(−8𝑥, 1)

√64𝑥2 + 1
 1 
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4. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında Caputo kesirli türev operatörü kullanılarak kapalı formda verilen 

düzlem eğrilerinin (seviye eğrilerinin) geometrisi incelenmiştir. Bir eğrinin 𝛼 −mertebeden 

regüler olma, birim 𝛼 − teğet ve birim 𝛼 − normal vektör alanı gibi kavramları tanımlandı. 

Standart teğet ve normal vektör alanları ile aralarında ilişkiler incelendi. Örnekler, şekil ve 

çizelgelerle desteklendi. 

Teğet ve normal vektör alanları tanımlanırken parametrik formda verilen eğriler yerine 

kapalı formda verilen eğriler tercih edildi. Bunun sebebi parametrik formda verilen bir düzlem 

eğrisinin teğet ve normal vektör alanları tanımlanırken, bu kavramların parametrizasyonun 

seçiminden bağımsız olması beklenir. Bu beklenti zincir kuralı kullanılarak ispatlanır. Ancak, 

Caputo kesirli türev operatörü için bileşke fonksiyonun türevi sonsuz seriler yardımıyla 

verildiğinden bahsi geçen beklentinin ispatı pratikte mümkün değildir.  

Bu tez çalışmasını takiben kapalı formda verilen bir düzlem eğrisinin eğriliği kavramı 

tanımlanabilir. Eğriler bu yeni eğrilik türünden analiz edilebilir. Gene bu eğrilik türünden eğri 

çiftleri tanımlanıp incelenebilir. 
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