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OZET
EGRILERIN KESIiRLI TUREV YARDIMIYLA iNCELENMESI
Nursemin Cavdar

Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Mahmut ERGUT

Kesirli analiz matematigin teorik kisminda biiylik bir 6neme sahip oldugu gibi uygulama
alaninda da biiyiik bir yer edinmistir. Bu tez ¢calismasinda Kesirli Analiz teknikleri kullanilarak
egrilerin geometrisi ele alindi. Bu yapilirken kesirli tiirev operatorleri igerisinden Caputo kesirli
tiirev operatorii incelendi. Bu ¢aligmanin amaci bir seviye egrisinin kesirli mertebeden teget ve
normal vektor alanlari sayesinde kesirli tiirevin geometrik karsiliklarina katkida bulunmaktadir.
Bir seviye egrisinin kesirli mertebeden teget ve normal vektdr alan1 kavramlari tanimlanmuistir.

Bunlarin standart kavramlar ile arasindaki iligkiler incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Caputo kesirli tiirevi , seviye egrisi, Teget vektor alani, Normal vektor

alanmi



ABSTRACT
EXAMINATION OF CURVES WIHT THE HELP OF FRACTIONAL DERIVATIVE
Nursemin Cavdar

Department of Mathematic
MSc. Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Mahmut ERGUT

Fractional analysis has a great importance in the theoretical part of mathematics as well as in
the field of application. In this thesis, the geometry of curves will be discussed using Fractional
Analysis techniques. While doing this, the Caputo fractional derivative operator will be
discussed among the fractional derivative operators. The aim of this study is to contribute to
the geometrical equivalents of the fractional derivative thanks to the fractional tangent and
normal vector fields of a level curve. The concepts of fractional tangent and normal vector fields
of a level curve are defined. The relations between these and standard concepts were examined.

Keywords: Caputo fractional derivatives, level curve, Tangent vector fields, Normal vector
fields
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1. GIRIS
1.1 Literatiir Ozeti

Kesirli Analiz reel ya da kompleks mertebeli adi diferansiyel ve integral kavramlari ile
ilgilidir. Matematigin bu dalina ait ilk fikirler 17. yiizyila dayanmaktadir ve Leibniz, Bernoulli,
L. Hopital, Euler, Laplace gibi ¢igir agmis matematikgilerin ¢aligmalari ile ortaya ¢ikmistir. O
tarihten beri sadece matematikgiler degil bir¢ok bilim insani tarafindan yogun bir sekilde

calisilmaktadir ve giinden giine gelismektedir [1].

Kesirli analiz matematigin teorik kisminda biiytik bir dneme sahip oldugu gibi uygulama

alaninda da biiyiik bir yer edinmistir. Ornegin Kesirli Analiz,

1. viskoelastik teori ([2]),
2. akigkanlar mekanigi ([3]),

3. tp ([4]),
4. dinamik sistemler ([5])

gibi alanlarda ¢esitli problemlere uygulanmistir.

Bu tez caligmasinda Kesirli Analiz teknikleri kullanilarak egrilerin geometrisi ele alindi.
Bu yapilirken kesirli tiirev operatorleri igerisinden Caputo kesirli tiirev operatorii incelendi.

Bunun nedeni sabit fonksiyonun Caputo kesirli tiirevinin sifir olmasidir [6].

Caputo kesirli tiirev tanim1 vermeden 6nce Euler gama fonksiyonunu,
[00]
I'(a) = f t*le~tdt
0

seklindedir [7].
Ayrica 0 < a < 1 mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali,

N6
r ), G-ora®

Lf(x) =

seklinde yazilir [1].

Buna gore 0 < a < 1 mertebeden Caputo kesirli tiirev operatérii

a _ ey _ 1 1 df@)
Dif () = I <dx)_F(1—a)J0 (x — &) d& s,




esitligi ile tamimlanir [1]. Bu tanima bakildiginda Caputo kesirli tiirevin aslinda integral

yardimiyla tanimlandig1 géze ¢arpmaktadir.

Literatiirde ¢esitli kesirli tiirev operatorleri kullanilarak egrilere dair yapilan ¢caligmalar
mevcuttur. Ornegin, egri ve yiizeylerin diferansiyel geometrisi {izerine ¢alismalar icin [8,18] ve
yiiksek boyutlu nesnelerin diferansiyel geometrisi {lizerine ¢alismalar i¢in [19,20] kaynaklara

atifta bulunulmustur.
1.2 Caliymanin Amaci ve Kapsami

Egrilerin diferansiyel geometrisi calisilirken en 6nemli iki arag; zincir kurali (yani
bileske fonksiyonun tiirevi) ve Leibniz kuralidir (iki fonksiyonun ¢arpiminin tiirevi). Ancak
Caputo kesirli tiirev durumunda bu araglar sonsuz seriler yardimiyla verilmektedir. Daha agik

bir sekilde f(x) ve g(x) iki fonksiyon olmak iizere Leibniz kurali;

s (0)g(0
s = Y ()5 (ortg) 0 - LD
i=0

ve bileske fonksiyonun tiirevi

« xe dif(g)  flg) - flgO) _
DEN(9) = z r[i—a+1) dxt * rl-oa)

seklinde ifade edilir [5].

Goriildugii iizere Leibniz kurali ve bileske fonksiyonun tiirevi sonsuz seriler yardimiyla
verildiginden klasik anlamda egrilerin diferansiyel geometrisini ¢alismak oldukca
zorlagmaktadir. Bunun i¢in kapali formda bir denklem ile tanimlanan diizlem egrileri (yani
seviye egrileri) ele alinarak Tarasov tarafindan tanimlanan Kkesirli mertebeden gradiyent
operatorii kullanilip bir egrinin kesirli mertebeden teget Ve normal vektor alanlar: gibi

kavramlar tanimlandi.

Bu caligmanin amaci, bir seviye egrisinin kesirli mertebeden teget ve normal vektor
alanlar1 sayesinde kesirli tlirevin geometrik karsiliklarina katkida bulunmaktadir. Ayrica
Caputo kesirli tiirev kullanilarak literatiirde seviye egrileri iizerine yapilmig herhangi bir

calismaya simdilik rastlanmadi.



Bu calismanin Ikinci Béliimii tez ¢aligmasinin temel kavramlarina ayrilmistir. Ugiincii
Boliimde ifade edilen sonuglar ve 6rnekler tezin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu boliimde
bir seviye egrisinin kesirli mertebeden teget ve normal vektor alan1 kavramlari tanimlandi ve
bunlarin standart kavramlar ile arasindaki iliskiler incelendi. Son boliim ise sonuglar ve oneriler

kismina ayrildi.
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2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1 Diferansiyel Geometriye Dair Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1. A bos kiimeden farkli bir kiime ve V, R cismi iizerinde n-boyutlu bir vektor uzayi

olsun. Eger,
fiAxA->V,(P,Q) - f(P,Q)=Q—-P

fonksiyonu, her P,Q,R€ A ve Va €V i¢in f(P,Q)+ f(Q,R)=f(P,R) ve PQ=a«a
oldugunda Q tek bir sekilde bulunabiliyorsa A kiimesine V' vektor uzay ile birlesen n-boyutlu
bir afin uzay denir [21].

Uyari 2.1.1. boyV = boyA dir. Bir afin uzayda iki nokta bir vektor belirtir. Ayrica bir referans
noktas tespit edildiginde uzaydaki her bir noktaya bir vektor karsilik gelir.

Tanmm 2.1.2. V, n —boyutlu bir vektdér uzay1 ve A, V vektor uzayi ile birlesen bir afin uzay
olsun. Py, P; _, B, € A noktalari igin {PyP;, PPy, ..., PyB,} vektor kiimesi V' nin bir ortonormal

bazi ise {Py, P, ..., B, } kiimesine A afin uzayimnin bir afin ¢atisi denir [21].

Tanmm 2.1.3. Py, Py ,P, €A igin {PyPy, PyP,, ..., PyP,} sistemi V vektér uzaymmn bir

ortonormal bazi ise {P,, P;, ..., P,} sistemi A i¢in bir Oklid ¢atis: admi alir [21].

Teorem 2.1.1. A, V vektor uzay ile birlesen n-boyutlu bir afin uzay olsun. A da belli bir P, €

A noktasi tespit edildiginde baslangi¢ noktasi P, olan bir afin ¢at1 vardir [21].

Tanim 2.1.4. V,3(= R, C) cismi lizerinde vektor uzayi; A, V vektor uzayi ile birlesen n-boyutlu

afin uzay ve , A afin uzayinda bir afin gati olsun.

n
XA->3J1l<is<neper = ZaiPoPl,aiES
i=1

P-x(P)=a

olmak tizere (xl(P),xz (P), ...,xn(P)) sirali n —lisine P noktasmin S = {P,, Py, ..., B,} afin
catisina gore afin koordinatlari ve her bir x;(P) ye P noktasimin i —yinci afin koordinati, x;

fonksiyonuna da, A afin uzaymin S catisina gore i —yinci afin koordinat fonksiyonu denir.

Ayrica PyP; vektoriine ise P noktasinin baslangi¢ noktasi P, olan S afin c¢atisina gére konum

(ver) vektorii denir [21].
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Tamm 2.1.5. A, V vektor uzay ile birlesen #1-boyutlu bir afin uzay olsun. Eger V vektor uzay1

bir i¢ garpim uzay1 ise A afin uzayina bir Oklit Uzay: denir. Bu uzayda klasik i¢ carpim ve norm

fonksiyonlari, sirasiyla, g(,) ve ||. || sembolleri ile gosterilir [21].

Tamm 2.1.6. E® n —boyutlu Oklit uzayr ve S ={P,,P;,..,P,} afin catis1 verilsin.
{POPl: i=1.2,.., n} sistemi R™ vektor uzayinda ortanormal baz ise S afin ¢atisina bir dik ¢ati

ve karsilik gelen afin koordinat sistemine dik koordinat sistemi denir. Ayrica bu sistemin

fonksiyonlarina da Oklit koordinat fonksiyonlar: denir [21].

Tamm 2.1.7. R" ve R™ ,sirasiyla, n — ve m — boyutlu iki reel vektor uzay1r ve U € R",

Ve R™olsun. f:U - V,p - f(p) = (fi(®), (D), .., fin(p)) vektor degerli fonksiyonu igin

eger f1, f2, .-, fm reel degerli fonksiyonlarin tamami her mertebeden siirekli kismi tiirevlere

sahip ise 0 zaman f fonksiyonuna diferansiyellenebilir fonksiyon adi verilir [21].

Tanim 2.1.8. E™ n —boyutlu Oklit uzay1 ve X, Y, Z € E™ birbirlerinden farkl1 {i¢ nokta olsun.
XY, XZ € R" vektorleri arasindaki ac1 6 olmak iizere (0 < 6 < 1) R" vektdr uzayinda XY ve
XZ vektorleri arasindaki acinin 6lciisi, YXZ acisinin 6lgiisii olarak tanimlanir. Lineer
cebirden bilindigi gibi;

(XY, XZ)

cos?Y = Py p—r——
X [[[|xz]|

dir. XY ve XZ vektérlerinin birbirine dik olmalart XY 1 XZ ile gosterilir. 1ki vektoriin

birbirine dik olmasi i¢in gerek ve yeter sart ()W , ﬁ) = 0 olmasidir [21].
Tamm 2.1.9. Grad: C(E™, R) — y(E™)

f = Grad(f)

oyle ki, E™ de {x4, x5, ..., X, } bir koordinat sistemi olmak tizere,

n
of @
axi axi

i=1

Grad(f) =

seklinde tanimli Grad fonksiyonuna, E™ de {x;, x5, ..., X, } bir koordinat sistemine gore gradient

fonksiyonu denir ve 7 sembolii ile gosterilir.  fonksiyonu igin,

12



Vx; 1<i<n

= a—.Xi’
yazilabilir [21].

Tamim 2.1.10. R? uzaymda € = {(x,y) € R?: F(x,y) = c} nokta ciimlesi ele alinsin. V ile R?

uzayinin gradiyent operatori gosterilmek tlizere, eger her (x,y) € M igin,

0F OF

VF(x,y) = (a?@) (x,y) # 0

ise M nokta climlesine bir seviye egrisi ya da kapali formda verilen egri adi verilir. VF vektor

alanma C nin normal vektor alanidr. Ayrica

oF

T(6y) = (@,—g—i) (x,7)

vektor alani da C nin teget vektor alanmdir.

F(xq,y0) = c Ve P = (xg,Y,) olmak tlizere M ylizeyinin bir P noktasindaki teget dogrusunun

kartezyen denklemi
oF JoF
(= x0) 5= (P) + (¥ —yo)@(P) =0
seklindedir [18].
2.2 Kesirli Analize Dair Temel Kavramlar

Tamim 2.2.1. (Gama Fonksiyonu) Gama fonksiyonu, n nin pozitif degerleri i¢in Euler integrali

olarak adlandirilan

rn) = f x"le™* dx
0

ile tanimlanir [8].

Tamm 2.2.2. (Riemann-Liouville Kesirli Integrali) a € (0,1) olmak iizere bir f(t)

fonksiyonunun a —mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali;

e L[ f@
=T j GRS

0
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ile tanimlanir [8].

Tamim 2.2.3. ( Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi) f(t) fonksiyonu, [a, t] kapali araliginda
stirekli ve integrallenebilen bir fonksiyon olsun. a € (0,1) vet > 0 olmak iizere, bir

f (t) fonksiyonunun a—inci mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevi;

t

a _ d e _ 1 d f(x)
th(t)_a(ltl f(t))—ma jmdx

0

seklinde tanimlanir [8].

Tamim 2.2.4. (Caputo Kesirli Tiirevi) a € (0,1) ve t > 0 olmak tizere bir f fonksiyonunun

a—inci mertebeden Caputo kesirli tiirev yaklagimi,

t

ary=poa(Pyo__ L4 [ GX)/dx
DEFO) =12 (dt>_F(1—a)dt f(x—t)“ -

0
ile tanimlidir [8].

Tamm 2.2.5.n € N* = {1,2,3, ... } olmak ilizere AC|[a, b] ve C"[a, b] ile, sirasi ile, [a, b] aralig1
tizerinde mutlak siirekli fonksiyonlar ve n — mertebeden siirekli tiirevlere sahip kompleks
degerli fonksiyonlarin uzaylar1 gosterilsin. Ayrica AC™[a, b] ile (n — 1) — mertebeden siirekli
tirevlere sahip kompleks degerli f(x) fonksiyonlarmin wuzayr gosterilsin Oyle ki

=D (x) € AC[a, b] dir [7].

Ornek 2.2.1. f(x) = x fonksiyonunun % — mertebeden kesirli tiirevini Caputo kesirli tiirevi

ile hesaplayalim. O halde a = % oldugundan n = 1 olur ve Caputo formiiliinde a = 0 i¢in
integral alinirsa,

X

: 1 1
Dix = —= Tdt,
rz)) @-o

olur. Burada u? = x — t doniisiimii yapilirsa,

X

i1 j S
X = pdt=—m )
ri@) e-oz  Vrg

14



olur. Degiskenleri degistirip sadelestirildiginde,

0

1 1
DZx = 2du = f 2du
t \/— \/—
seklinde yazilir. Buradan

pix =2 (i - 0) = 2

elde edilir.

Teorem 22.1. ne Ntven—1<a <1 olmak iizere eger f € AC™[a,b] ise 0 zaman
[a, b] tizerinde hemen hemen her yerde f in @ — mertebeden Caputo kesirli tiirevi vardur.
Ustelik eger f € C™[a,b] ise f nin a@ — mertebeden Caputo kesirli tiirevi [a, b] iizerinde
stireklidir [7].

Teorem 222. n—1<a<n,c>n-1, ceR ve f(x) =x¢ fonksiyonunun a —

mertebeden Caputo kesirli tiirevi,

rcc+1) .
F(c—a+1)x

seklindedir [20].

Teorem 2.2.3. Gama fonksiyonun bazi temel Ozelliklerinden biri olarak asagidaki islem
verilebilir [19],

rn) - n=r(n+1)

Baz1 6zel Gama fonksiyonu degerleri asagida verilmistir [20].

15



Cizelge 2.2.1. Gama Fonksiyonunun Sayisal Degerleri

rn) ?)a):lsa.l
egeri
(3) G
r 1
) B
r() 1
()
r'e3) 2
G
r'4) 6
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3. KAPALI EGRILERIN KESIRLI DIFERANSIiYEL GEOMETRISI

Tamm 3.1. (x,y) ile R? uzayinda dik koordinat sistemi gosterilsin. V¥ ile Caputo anlaminda

gradiyent operatorii gosterilmek lizere
VeF(x,y) = (D¢F,D%F,)(x,y,)
tanmimlanir [17].

Caputo anlaminda gradiyent operatorii kullanilarak asagida bir seviye egrisi i¢in bazi

yeni kavramlar ifade edildi.

Tanmm 3.2. F(x,y) = 0 ile verilen C diizlem egrisi g6z 6niine alindiginda V¥F # 0 ise C

egrisine a —regiiler, aksi taktirde a —singiiler ad1 verilir.
Tamim 3.3. F(x,y) = 0 denklemi ile bir @ —regiiler C egrisi verilsin. Yani
C ={(x,y) ER*:F(x,y) =c,V*F # 0}

olsun. V¢F = (D,‘C"F, D;‘F) olmak tizere,

N%(x,y) = - (DZF, D{F) (x, ) (3.1)

vektor alanina C egrisinin birim a —normali vektor alan: denir. Burada,

w = \/(D,@‘F)Z + (D2F) (3.2)
dir. Ayrica,

1
T* = W(D;fF, —DZF) (3.3)

vektor alanina ise C egrisinin birim a —teget vektor alan: ad1 verilir.

Tamm 3.4. C = {(x,y) € R>: F(x,y) = ¢,V*F # 0} a —regiiler egrisi verilsin. F (Xq,y,) = C

ve P = (Xg,y,) olmak iizere, C egrisinin bir P noktasindaki @ —mertebeden teget diizlemi

(x — x0)(DEFY(P) + (v — y0) (DEF)(P) = 0 (3.4)

kartezyen denklemi ile ifade edilir.
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Uyan 3.1. C = {(x,y) € R*: F(x,y) = ¢,V*F # 0} a —regiiler egrisi verilsin. Bu egrinin
standart birim normal vektor alan1 N* ve birim @ —normal vektor alan1 N¢ ile gosterilsin. Nt

ve N% vektor alanlar1 arasindaki ac1 8 olmak iizere

1
INH [Nl

cos @ = (N1, N%) (3.5)

dir. C egrisi R? diizleminde oldugundan bu 8 agis1 ayn1 zamanda standart birim teger vektor
alan1 T? ve birim a —teget vektdr alam T# arasindaki agiya karsilik gelir.

Onerme 3.1. a®? + b2 + c2 # 0 ve a, b, ¢, d, e, f reel sabitler olmak iizere

F(x,y) =ax?>+bxy +cy*+dx+ey+f =0

ile verilen kuadrik denklemin belirttigi C konik kesit egrisinin birim a —tegeti ve birim

a —normali

<y1_“ (223310( + bx + e) e (Zzi% + by + d))
a

T

\/xz—Za (zzi% + by + d)z + y2-2¢a (22_% + bx + 8)2

ve
(xl"“ (szxa + by + d) ,yi=@ (22_% + bx + e))
a

) JxHa (szxa + by + d)2 + y2-2a (ZZEya + bx + e)

N

2

formiilleri ile hesaplanir.

Ispat: Teorem 2.2.1 geregince

(x179%) (22_% + by + d)
DEF =
r—a
ve
_ 2cy
') (5=5+bx+e
DSF = (2 a )

r2-—a)

seklinde elde edilir. Bu degerler (3.1) ve (3.3) de goz 6niine alinirsa ispat tamamlanmis olur.
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Asagida a, b, c, reel sabitlerinin 6zel durumlarina gore bazi 6zel egriler i¢in ornekler

verildi.

Ornek 3.1. a,b,c € R ve a?+b%? =0 olmak iizere R? diizleminde ax + by +c =0
kartezyen denklemi ile verilen dogru C ile gosterilirse bu dogru F(x,y) =ax+by+c =0
kapali denklemi ile ifade edilir. C dogrusunun birim teget ve birim normal vektorler alanlari,

sirastyla, T ve N1 ile gosterilirsin. O zaman,

1
T!'=———(b,—a
\/a2+b2( )
ve
N?t =—1 (a,b)
va? + b2

bulunur. (3.1)’den birim a —teget vektor alanm T%,

1
TO{_

1-a _ 1-a
- \/a2x2—2“+b2y2‘2“ (by™~%, —ax"=%)

olur. Benzer sekilde (3.3)’den birim @ —normal vektor alan1 N%,

N% = !
\/aZxZ—Z(X + b2y2—2a

(axl—a’ byl—a)

seklinde elde edilir. Dikkat edilirse C dogrusunun birim a —normal ve standart birim normal
vektor alanlar1 birbirinden farkli olup, aralarinda belirli bir ag1 mevcuttur. Bu ac1 a ya baghdir.

Daha agik bir sekilde bu ag1 8 ile gosterilirse, 8 agisinin kosiniisii (3.5)’den,

1 1
— 2,1-x 2,1-a
cosB(a,x,y) = \/a2x2—20! T e b (a*x'=* + b2y %) (3.6)

elde edilir. Ornegin a = 1, b = —1 ve ¢ = 0 aliirsa, M dogrusu, kartezyen denklemi y = x

seklinde olun ag1 ortay dogrusuna karsilik gelir. Bu degerler (3.6)’da yerine yazilirsa,

1 1
—_ 1-a 1-a
cosO(a,x,y) = \/E\/xz_m =T (x +y'7%)

bulunur.

19



a nin asagida verilen 6zel degerlerini géz oniine alalim. Buna gore,

a = 1/10 olsun. O zaman N'/1° ve N arasindaki a¢1 fonksiyonu

1 1 1
9/10 4 ,9/10
cos 0 (10 y) \/_\/x18/10 + y18/10 (x +y*0),

a = 5/10 olsun. O zaman N>/1° ve N arasindaki ag1 fonksiyonu

5
o(5547) =75
cos 0( 150 %¥ \/_
a = 9/10 olsun. O zaman N°/1° ve N arasindaki a¢1 fonksiyonu

9

, X,
10’ y) \rm

seklinde elde edilir. Ayrica,

cos 0 ( (x1/10 4 y1/10)

a = 1 olmasi1 durumunda cos 6(1,x,y) = 1 olur.

Bu ac1 fonksiyonlarinin grafikleri Sekil 3.1 deki gibi gosterilebilir:
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(a) (b)

C
Sekil 3. 1. y = x a¢1 ortay dogrusunun birim a& — normal vektor alan1 N® ve birim normal vektor
alan1 N arasindaki a¢1 fonksiyonu i¢in a = 0.1 (a), « = 0.5 (b), «a = 0.9 (c) ve a =1 (d)
degerleri
Sekil 3.1. den asagidaki ifadeler sOylenebilir.
e 0 <x,y <5 segilerek grafik ylizeyleri gosterildi.

e x —ckseni kirmizi renk ile, y —ekseni yesil renk ile ve z —ekseni mavi renk ile gosterildi.

e sekiller z —ekseni boyunca yiikseklik arttik¢a renkleri daha agik hale getirilerek ¢izildi.

Ayrica yukaridaki a¢1 fonksiyonlart Cizelge 3.1°deki gibi ifade edilebilir.
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Cizelge 3.1. ax + by + ¢ = 0 dogrusunun birim a —normal vektdr alant N, birim normal

vektor alan1 N1 ve bu vektdr alanlari arasindaki aginin kosiniis fonksiyonlari

a degeri N1t N“ Agl
Fonksiyonu
10 (x9/10,_y9/10) x9/10 _|_y9/10
/ ‘/x9/5-|-y9/5 \/i lx9/5 _|_y9/5
5/10 (. —y) x+y
(1)_1) /x_l_y \/7 (_x+y
9/10 V2 (xl/lo' _y1/10) x1/10 4 y1/10
/ 1/xl/s-}-yl/s \/E/xl/S +y1/5
(11 _1)
1 NG 1
s+ Y
//
. a | | X
.‘4 -1 A 1 3 ;
// -
s
71
7
K
/

Sekil 3. 2. y = x a¢1 ortay dogrusu ve a—normal vektor alanlar

Yukaridaki sekilden de goriilecegi tizere bir dogrunun birim normal vektor alani sabittir
ve dogru boyunca paraleldir. Ancak a—normal vektdr alani sabit degildir. Ustelik dogru
boyunca paralel de degildir. Bu ise kesirli argiimanlarin klasik olanlardan farkini gérmek icin

ilging bir durum olarak karsimiza ¢ikmaktadir.
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Ornek 3.2. r € R olmak iizere, R? diizleminde F(x,y) = x? + y? — r? = 0 kapali denklemi
ile ifade edilen x2 + y2 = r? gemberini gdz oniine alalim. Bu gemberin, standart birim teget

ve birim normal vektor alanlari, sirasiyla, T! ve N1 olmak iizere

1
T = ——=(,—x)
Jx? +y?
ve
1
N' = ——=(x,y)

NeEw

olur. a nin (0,1) araligindaki baz1 6zel degerleri i¢in kesirli mertebeden birim a —teget vektor
alan1 T ve birim a —normal vektor alanlar1 N ile gosterilsin. Teorem 2.2.1. kullanilarak,

(3.3)’den geregince birim a —teget vektor alan1 T,

T = 1 (yz—a _xz—a)
\/x4—2a + yt2a :

ve (3.1)’den birim @ —normal vektor alanlar1t N¢,

1

N% =
\/x4—20: + y4—2a

(xz—a’yz—(x)

seklinde bulunur. Dikkat edilirse bu ¢gemberin birim a@ —normal vektor alant N* ve birim
normal vektor alan1 N birbirinden farkli vektdrler olup aralarinda belirli bir ag1 mevcuttur ve

bu a¢1 a ya bagli olup 8 ile gosterilsin. O zaman 6 agisinin kosiniisii, (3.5) géz 6niine alinirsa,

1 1
— 3-a 3—a
cosB(a,x,y) = e T (x> %+ y°79) 3.7)

seklinde bulunur.

Aym zamanda bu ¢ember, R? diizleminde bulundugundan yukaridaki deger, birim

a —tegeti vektorii T¢ ile birim teget vektdr alam T arasindaki aginin kosiniisii ile ayn1 olur.

23



Bazi 6zel degerler (3.7)’de « i¢in ele alinirsa,

e «a=1/100lsun. O zaman N¥/1° ve N arasindaki a¢1 fonksiyonu

1 1 1
— = 29/10 29/10
COSQ(lO’x’y) \/x19/5 + y19/5 \/xz + y2 (x ty )

dir.

e «a=5/10o0lsun. O zaman N'/2 ve N arasindaki ag1 fonksiyonu

5 1 1
cos@(—,x, )= x5/2 4 y5/2
10 Y \/x3 + y3 \/xz _|_y2( y )

olur.

e a=9/10olsun. O zaman N°/1° ve N* arasindaki ag1 fonksiyonu

9 1 1

b = 21/10 21/10
COSQ(lO'x'y> S5 F 1175 52 4y (x g )
seklinde bulunur.

e «a = 1olsun. Budurumda cos 6(1,x,y) = 1 oldugu agiktir.

Bu ag1 fonksiyonlarinin grafikleri Sekil 3.3. deki gibi gosterilir:

24



(c) (d)
Sekil 3. 3. x? + y? = r? gemberinin, birim o — normal vektdr alan1 N* ve birim normal vektor
alanlar1 N1 arasindaki a¢1 fonksiyonu i¢in a = 0.1 (a), a = 0.5 (b), a = 0.9 (c) ve a = 1 (d)

degerleri
Sekil 3.3. den asagidaki ifadeler sOylenebilir.
e 0 <x,y <5 segilerek grafik ylizeyleri gosterildi.
e x —cekseni kirmizi renk ile, y —ekseni yesil renk ile ve z —ekseni mavi renk ile gosterildi.

e sekiller z —ekseni boyunca yiikseklik arttik¢a renkleri daha agik hale getirilerek ¢izildi.

Yukaridaki a¢1 fonksiyonlar1 agsagidaki gibi bir Cizelge 3.2. ile ifade edilebilir:
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Cizelge 3.2. x* + y? = r? gemberinin birim a —normal vektor alam N%, birim normal vektor
alan1 N ve bu vektdr alanlari arasindaki aginin kosiniis fonksiyonlari

a degeri N1 N Aa
Fonksiyonu
1/10 (x19/10’y19/10) (x29/10 + y29/10)
m JxT5 § Y1975 [x7 1 32
5/10 (xy) w (x5/% + y5/2)
Nrarsw Vx*+y? Va3 + y3yx? + y?

Jx? + y2 (xll/lo,y”/lo) (x21/1° + y21/10)
/x11/5 + y11/5 \/x11/5 + y11/5\/x2 + yz

(x,y)

! Sty '

9/10

Ornek 3.3. F (xy) =y — 4x% = 0, kapal: denklemi ile verilen paraboliin birim teget ve birim

normal vektdr alanlari, sirasiyla, Tt ve N1 ile gosterilmek iizere,

1
T! = ————(1,8x%)
Vor £ 1
ve
N1 ! (—8x,1)
= —— (—8x,
V64x2+1

dir. a nin (0,1) araligindaki bazi 6zel degerleri kesirli mertebeden birim a —teget vektor alant
T® ve birim a —normal vektor alan1 N¢ ile ifade edilsin. Teorem 2.2.1. de kullanilarak,

(3.3)’den birim a —teget vektor alan1 T¢,

2_
Ta _ 1 1g BX°T
64x*-2a Y "2-a)
(ZX—)Z + y2-2a
—a

ve (3.1) esitliginden birim & —normal vektor alan1 N4,

1 —8x?2 ¢
Na — ( ,yl—a)
64x1—2a 4 y2-2a 2-a)

(2 —a)?

26



seklindedir. Bu paraboliin birim @ —normal vektdr alant N% ve birim normal vektor alan1 N1
birbirinden farkli vektorler olup aralarinda belirli bir ag1t mevcuttur. Bu ag¢1 a ya bagli olup 0

ile gosterilsin. 6 agisinin kosiniisii (3.5) islemi geregince,

o ) 1 1 (64x3‘“ N 1_a> (38)
cosf(a,x,y) = .
Y Jea v 1 [6an g \2— @) Y
(2 —a)?
olur. (3.8)’de,

e «a=1/100lsun. O zaman N2/ ve N arasindaki ac1 fonksiyonu,

64x19/5

9( 1 )_ 1 1 64x29/10+ 5/10
“100"Y) T Veae v 1 19/10 7
(19/10)% *

olur.

e «a=5/100lsun. O zaman N'/2 ve N* arasindaki a1 fonksiyonu,

5 1 1 64x5/2
cos 6 <E'x’ y) T VodxZ £ 1 [ 6403 <(3 DM ﬁ)
J G/t

bulunur.

e «a=9/10olsun. O zaman N°/1° ve N* arasindaki ag1 fonksiyonu,

L) P — S
cosO|—,x,y] = y
10 V64x2 + 1\/ 641175 (11 /10)

oax 7" 15
(11/102 7Y

elde edilir.
e «a =1 olsun. Budurumda cos 8(1,x,y) = 1 oldugu agiktir.

Aym zamanda bu parabol R? diizleminde bulundugundan yukaridaki degerler a —tegeti

vektor alan1 T ile birim tegeti vektor alan1 T arasindaki aginin kosiniisleridir.

Bu ac1 fonksiyonlarinin grafikleri Sekil 3.4. deki gibi gosterilebilir:
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(a) (b)

(©) (d)
Sekil 3.4. y — 4x? = 0 paraboliiniin, birim @ — normal vektor alan1 N® ve birim normal vektor
alam N arasindaki a¢1 fonksiyonu i¢in a = 0.1 (a), a = 0.5 (b), a = 0.9 (c) ve a =1 (d)
degerleri
Sekil 3.4. den asagidaki ifadeler soylenebilir.
e 0 <x,y <5 segilerek grafik ylizeyleri gosterildi.

e x —cekseni kirmizi renk ile, y —ekseni yesil renk ile ve z —ekseni mavi renk ile gosterildi.

e Sekiller z —ekseni boyunca yiikseklik arttik¢a renkleri daha agik hale getirilerek ¢izildi.

Yukaridaki a¢1 fonksiyonlar1 Cizelge 3.3. ile ifade edilebilir:
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Cizelge 3.3. y — 4x? = 0 paraboliiniin birim @ —normal vektdr alan1 N, birim normal vektor

alan1 N ve bu vektdr alanlar1 arasindaki aginin kosiniis fonksiyonlari

. . Aq1
1 a
@ degeri N N Fonksiyonu
gx19/10 o/1 64.29/10 0/10
(‘19/10 Y ) (<19/10)+y )
1/10 64x19/5 o/s Nt 64x19/5 o/s
@9/10z " ¥ a1z T
—8x3/2 ) (64x5/2 )
5/10 e G/n Y
64x3 . 64x3
(=8x,1) ez Y o4’ + LG Y
V64x? + 1 (—8x11/10 1/10) (64x21/1° N 1/10)
11/10 'Y (11 /10)
9/10
/ 64X—11/5+ 1/5 1/64_ 2 +1 64x—11/5+
(11/102 7Y x (11/10)2
V64x? + 1
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda Caputo kesirli tiirev operatorii kullanilarak kapali formda verilen
diizlem egrilerinin (seviye egrilerinin) geometrisi incelenmistir. Bir egrinin a —mertebeden
regiiler olma, birim a — teget ve birim @ — normal vektor alan1 gibi kavramlari tanimlandi.
Standart teget ve normal vektdr alanlari ile aralarinda iliskiler incelendi. Ornekler, sekil ve

cizelgelerle desteklendi.

Teget ve normal vektor alanlar1 tanimlanirken parametrik formda verilen egriler yerine
kapal1 formda verilen egriler tercih edildi. Bunun sebebi parametrik formda verilen bir diizlem
egrisinin teget ve normal vektdr alanlar1 tanimlanirken, bu kavramlarin parametrizasyonun
seciminden bagimsiz olmasi beklenir. Bu beklenti zincir kurali kullanilarak ispatlanir. Ancak,
Caputo kesirli tiirev operatorii icin bileske fonksiyonun tiirevi sonsuz seriler yardimiyla

verildiginden bahsi gegen beklentinin ispati pratikte miimkiin degildir.

Bu tez caligmasini takiben kapali formda verilen bir diizlem egrisinin egriligi kavrami
tanimlanabilir. Egriler bu yeni egrilik tiirlinden analiz edilebilir. Gene bu egrilik tiirlinden egri

ciftleri tanimlanip incelenebilir.
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