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Danmisman: Yrd. Dog. Dr. Erdal BAYRAM

Bu tez calismasinda yakin zamanlarda tanimlanan ve metrik uzaylarin bir
genellestirmesi olan vektdr metrik uzaylar kavrami1 Cevik ve Altun (2009) ile Cevik (2014,
2015) calismalar1 temel alinarak incelenmistir. Vektor metrik uzay kavrami ile klasik metrik
uzaylar arasindaki paralellikler ve farkliliklar ortaya konmus, konuyla ilgili 6n bilgiler bir
araya getirilmis, kanitlardaki bosluklar doldurularak gerekli bilgiler verilmis ve bazi sonuglar

elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Vektor degerli metrikler, Sirali vektor uzaylari, Riesz uzaylari.

2015, 56 sayfa



ABSTRACT

Msc. Thesis

VECTOR METRIC SPACES

ilker PEKSOZ

Namik Kemal University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Asst. Prof. Erdal BAYRAM

In this thesis work, the concept of vector metric spaces which has been defined
recently, and is generalization of metric spaces are studied on the basis of studies by Cevik
and Altun (2009) and Cevik (2014, 2015). While definitions and theorems about the subject
are reviewed, parallelism and differences between metric spaces and vector metric spaces are
revealed, and gaps in proofs are filled by providing the necessary knowledge in an attempt to

obtain some results.
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SIMGE LiSTESI
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xAY
a, L0
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£
=

sup{x, v}

inf{x, v}

a,, dizisi azalan ve infumumu 0 dir.

elemanidir

eleman1 degildir

kiigiik esittir



1. GIRIS

Genel anlamda metrik kavrami, iizerinde higbir yap1 olmasina gerek olmayan bos
kiimeden farkli bir kiimeden reel sayilara giden bir fonksiyondur. Cok 6ncelerden beri genis
bir uygulama alani olan metrik uzaylarin bazi genellestirilmeleri vardir. Ornegin Menger
uzayi, Fuzzy uzayi, K-metrik uzaylar, koni metrik uzaylar gibi. Zabreiko (1997) tarafindan
tamimlanan K-metrik uzaylarda metrik fonksiyonu reel sayilar yerine sirali bir Banach
uzayinda deger alir. Ayni sekilde, Huang ve Zhang (2007) tarafindan tanimlanan koni metrik
uzaylardaki metrik fonksiyonu bir koni ile siralanan Banach uzayinda deger alir. Ancak
Huang ve Zhang, Banach uzayinin sira yapisinin getirdigi koninin i¢ noktalari yardimiyla
yakinsakligi tanimlamis ve teoriyi ilerletmistir. Bu tanimlama ile birlikte, metrik uzaylarda
bilinen sonuglara paralel sonuglar elde edilmis ve bu sonuglar sabit nokta teoremlerine

uygulanmstir.

E bir Banach uzayi ve P < E olsun. Eger,

I. P kapali, P=J ve P;t{O}

ii. a,b>0 olacak bicimde a,beR ve X,yeP icin ax+byeP
iii. XxeP ve —xeP i¢in x=0
ise P ‘ye E ‘nin bir konisidir denir.

P c E bir koni olmak iizere “X<Yy < y—-xeP” seklinde tanimli < bagmtisi, P

tizerinde bir kismi siralama bagintisidir. Ayrica,

X<Y Ve X#Yy=>X<Yy
XKy y-xebPr

tanimlamalar1 kullanilir. VX,y € E i¢in 0<x<y iken ||X|| < K||y|| esitsizligini saglayacak

bigimde bir K > Osayis1 varsa P < E *ye bir normal koni denir. Ustteki esitsizligini saglayan
en kiigiik K pozitif sayisina da P ’nin normal sabiti denir. Eger P ’de ki her artan ve iistten

smirl her dizi yakinsak ise P ’ye diizenli koni denir.



1.1. Tamm

E bir Banach uzayi, P bir kon ve intP=< olsun. X bostan farkli bir kiime ve

d: X x X — E fonksiyon olmak iizere VX,Yy,Z€ X i¢in
dl)  0<d(x,y)=0ved(x,y)=0=x=y

d2) d(xy)=d(y,x)

d3) d(x,y)<d(xz)+d(y,z)

sartlarini saglayan d fonksiyonuna X iizerinde bir koni metrik fonksiyonu, (X,d,E) uzayma

koni metrik uzay: denir. Dizilerin yakinsakligi, Cauchy dizisi olma durumu, tamlik vb.

ozellikler klasik metrik uzaylarda verildigi gibi verilebilir.

Koni metrik uzaylar klasik metrik uzaylarin bir genellestirmesi gibi goriinse de,
aslinda koni metrik uzaylarin klasik metrik uzaylardan ¢ok farkli olmadigi, yani koni metrik
uzaylarin metriklenebilir topolojik uzaylar oldugu Khani ve Pourmahdian (2011) ile Ercan ve

Caglar (2014) ‘in caligmalarindan goriilebilir.

(X,E,K,d) koni metrik uzay olmak {izere, B<<(X,r)={yeX :d(x, y) < r} agik

yuvarlariin olusturdugu {B<< (X, l’) xe X, 0k r} sirali1 kiimesi X iizerinde tanimli temel

topolojidir. Khani ve Pourmadhian (2011) bu topolojiyi koni metrik topoloji olarak
adlandirmis ve bu topolojinin metriklenebilir oldugunu gostermistir. Ayni sonug Ercan (2014)

tarafindan farkli bir teknik ile asagida verildigi sekilde elde edilmistir.
3.11. Tamim

E sirali vektor uzayr olmak iizere VX €E i¢in x < le olacak bi¢imde bir A € R varsa ec E
elemant sira birim olarak adlandirilir. E ‘nin sira birimlerinin kiimesini OU ( E) ile
gosterecegiz. OU(E)+ou(E)cou(E)ve (0,00)ou(E)cou(E)ozelliklerinin saglandigt
yukaridaki tanimdan agiktir. E sirali vektor uzayinda her bir Y € E i¢in ZXx<yiken x=0 ise

E’ye Arsimedyan swrali vektor uzayr denir. E sirali vektor uzayinda her bir £ >0 ve X,yeE

icin —eX<Yy<egXiken x=0 ise E "ye hemen hemen Arsimedyan sirali vektor uzayr denir.



Tanimlardan agiktir ki, her Arsimedyan sirali vektér uzayr hemen hemen Arsimedyan

strali vektor uzayidir.

3.13. Teorem

(E, K, Z') siral1 topolojik vektor uzay olmak tlizere agagidaki 6zellikler denktir.
i) eecint(K)

i) [—e, e] sifirin komsulugudur.

3.14. Teorem

& # X, E siral1 vektor uzayi, K bir koni olmak tizere € € int(K) olsun. d : X x X — K koni
metrik fonksiyonu olmak iizere d:XxX —R", d(x, y)=inf{2:d(x,y)<Ae} seklinde

tanimli d verilsin. Bu durumda asagidakiler saglanir.
i) d koni metrik ise d metriktir,

i) Eger d: X x X — R" metrik ise d = p olacak sekilde bir p: X x X — K koni metrigi
vardir.
i) (X,E,K,d)Arsimedyan koni metrik uzay ise, (X,E,K,d) koni metrik topolojisi

(X , J) metrik uzayn topolojisidir.

Diger taraftan Caglar ve Ercan (2014) sira birim metrik uzaylar ile ilgili ¢alismasinda

koni metrik uzay kavraminda reel Banach uzay yerine OU(E) # (& olacak bigimde E sirah
vektér uzaylari almistir. Ustelik, (E, K,T) sirali  topolojik vektér uzay oldugunda,

int ( E+) cou ( K) saglanacagindan her bir koni metrik uzay aslinda sira birim metrik uzaydir.

Fakat bu tanimlamalara baktigimizda metrik fonksiyonunun deger aldigi Banach
uzayimnin veya sirali topolojik vektdr uzaymin i¢inin bos kiimeden farkli olmasi kisitlamasini
goriirliz. Halbuki bir uzayda sira birim olmak zorunda degil ve bir konun i¢inin bos kiimeden

farkl1 olmasi zorunlulugu yoktur. Ornegin, sonsuz boyutlu AL-uzaylarmin (0< p<oo olmak

iizere LP [0,1] gibi) pozitif konunun i¢i bos kiimedir. Diger taraftan, yukarida bahsedilen



genellestirmelerde metrik fonksiyonunun deger aldigi uzay iizerinde topolojik bir yapiya

gereksinim duyulmustur.

Cevik ve Altun (2009) tarafindan tanimlanan ve metrik fonksiyonunun herhangi bir
topolojik yapiya gerek duymayan Riesz uzay degerli oldugu vektér metrik uzaylar bu tez
calismasimin konusu olmustur. Ikinci bdlimde esas calisma konumuz olan vektdr metrik
uzaylarda kullandigimiz Riesz uzaylar1 temel Ozellikleri ve Ornekleri tlizerinde durulmus
ayrica bildigimiz metrik uzaylar ve &zelliklerine yer verilmistir. Ugiincii boliimde metrik
uzaylarin bir genellemesi olan ve esas ¢alisma konumuz vektér metrik uzaylar tanimlanmais,
ornekler verilmis ve sagladigi temel Ozellikler kanitlanmistir. Ayrica simirlilik kavrami ve
vektor metrik uzaylarin tam olma 6zellikleri ve tamlagtirilmasi bu boliimde yer almaktadir.
Dordiincii bolimde ise vektor metrik uzaylarda siireklilik kavramlarina yer verilmis topolojik
stireklilik ve vektorel siireklilik iizerinde durulmus ve bu iki kavram arasindaki iligkiler ortaya
konulmustur. Siirekli fonksiyonlarin bazi genisleme durumlart verilmis ve vektorel siirekli
fonksiyonlarin uzaymin bir Riesz uzayr oldugu kanitlanmistir. Ayrica bu boéliimde vektor

metrik uzaylarda kompaktlik kavrami ele alinmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE SONUCLAR

Bu tez caligmasinda ele alinan vektdr metrik uzaylarmin klasik metrik uzaylardan
ayiran kavram, sirali vektor orgiileri de denilen, Riesz uzaylaridir. Riesz uzaylar teorisindeki
ilk sonuglar, F. Riesz, H. Freudenthal ve L.V. Kontorovitch ‘in birbirlerinden bagimsiz olarak
ve farkli konularda yaptigi calismalar ile elde edilmistir. Sonrasinda ise gilinlimiize degin
bircok matematik¢i bu sirali vektor uzaylari ile Onemli katkilar saglamistir. Uygulama
alaninda 6rnek vermek gerekirse, ekonomi teorisinde kullanilan bir ¢ok uzay Riesz
uzaylaridir.

Bu boliimde c¢alisma boyunca kullanilacak temel tanimlar ve bazi Onermeler
verilmigtir.

2.1. Tanim

E gercel vektor uzayi tizerinde “ < bir siralama bagintisi olsun. Her X,y € E olmak lizere,

VZeE igin XSXYy=>X+2<Yy+2Z

VaeR,a>0icinX<y=ax<ay
kosullar1 saglaniyorsa, E uzayina Sirali vektor uzayr denir.

E sirali vektor uzaymin x>0 6zelligini saglayan X elemanina pozitiftir denir ve E’nin

tim pozitif elemanlarinin kiimesi E* ile gosterilir.

2.2. Tanim

E sirali vektdr uzayr olmak i{izere her x,yeE icin Xxvy=sup{x,y}eE ve

X/\yzinf{x, y}eE ise E wuzayma swali vektor orgiisii veya Riesz uzayr denir,

v, Alslemlerine Orgili islemleri denir. E Riesz uzay1 ve G < E alt vektor uzayr olmak tizere
X,yeG iken xvyeG ise yani G orgii islemlerine gore kapali ise G ’ye Riesz alt uzayi

denir.
2.3. Ornek

Asagida Riesz uzayi ile ilgili baz1 6rnekler verilmistir.

1. X :(Xl, X2,...,Xn), y =(y1, Yoreen yn) eR" olmak iizere



“Xx<y<Vi=12,.,n igin X <Y, swralamasi” ve Xvy:(leyl,szyZ,...,Xnvyn)ile

XAY = (X1 AYL X A Yy X A yn) orgii islemlerine gére R" bir Riesz uzayidir.
2. Bilindigi iizere reel terimli sifira yakinsak dizilerin kiimesi C,, yakinsak dizilerin

kiimesi ¢, ve 1< p <co olmak lizere (= {( X ), R X < oo} dizi uzaylar1 arasinda

n=1

t,cc,cccl, iligkisi vardir. E=c, ¢ veya 1<p<colmak iizere (, olsun.
(Xn),(yn)eE olmak iizere ”(xn)S(yn)<:>VneN icin X, <Yy 7 siwralamasi ve

(Xn ) v ( A ) = (Xn VY, ) ile (Xn ) A ( Y, ) = (Xn AY, ) orgii islemlerine gore E bir Riesz uzayidir.
Riesz uzaylariin sik kullanilan tipik 6rnekleri fonksiyon uzaylaridir.

3. X =& olmak iizere f,.ge B(X):{f X > R|f, szrlz}, olsun.

f <geVxeXigin f(x)<g(x) seklinde tammli < siralamasma gére B(X) bir sirali

kimedir. Orgii islemleri (f v g)(x)=maks{f(x) g(x)} ile (f Ag)x)=min{f(x) g(x)}

xeX xeX
seklinde tanimlansin. f,g e B(X) oldugundan VX e X i¢in ‘f (X)‘ <M, ve ‘g(x)‘ <M,
olacak bigimde M ,M eR" sayilar1 vardir. Dolayisiyla |fvg|(X)<M +M_olur.
Buradan da fvgeB(X) elde edilir. Benzer sekildle fAgeB(X) oldugundan B(X)

Riesz uzayidir.

Ustte fonksiyonlar igin verilen siralama ve orgii islemlerine gére bazi Riesz uzayi

olabilen fonksiyon siniflart sunlardir.

a. R, X iizerindeki gercel degerli fonksiyonlarin uzayi.
C(X), X topolojik uzayi tizerindeki gergel degerli siirekli fonksiyonlarin uzayi.

C. C,(X), X topolojik uzay: iizerindeki smirl ve siirekli gergel degerli fonksiyonlarin
uzayl.

d. O<p<oo Ve (X,XZ,u) Ol¢iim uzayr olmak tizere, gercel degerli p-6lgiilebilir ve
f [f° du < oo kosulunu saglayan fonksiyonlarm uzay: L ()
X

e. (X,Z,n) Olclim uzay1 olmak tizere, gercel degerli p-6l¢iilebilir ve hemen hemen her



yerde sinirli fonksiyonlarin uzayr L_ (i)

f. Qbir topolojik uzay olmak iizere C(Q)={f :Q—>R|f sumris}.

Bu ¢aligmada bundan sonra aksi belirtilmedikc¢e fonksiyon uzaylarinda ayni siralama

ve ayni islemler diisiiniilenecektir.

Siral1 vektor uzayi olup Riesz uzayi olamayan bazi 6rnekler asagida verilmistir.

1. X sonsuz elemanl:i bir kiime olmak tizere 9= {Ac X :Asonlu ve cardA=2n,n GN}
olsun. A={a,a,a,a,}] ve B={a,a}jed icin AAB=ANB={a,}¢3 elde edilir.

Dolayisiyla (3, g) bir 6rgii degildir.

2. Cl[O,l]:{f :[O,l]—)]R|f , strekli, diferansellenebilir} fonksiyon uzaymi alalim.
f,g eCl[O,l] olmak iizere, f <g<VxeX icin f(X)S g(x), < siralamasina gore
Cl[O,l] bir sirali vektor uzayidir. Fakat asagida gorecegimiz bir ornek ile Riesz uzay

degildir. f (X) =X, 0 (X) =1-X,seklinde tanimhi f,geC’ [0,1] fonksiyonlarini segelim.
Cl[O,l] fonksiyon uzay1 fvg=

tanimli 6rgii islemlerine gore kapali degildir. dolayisiyla C' [0,1] uzay1 Riesz uzayi degildir.
2.4. Tanmim

E bir Riesz uzay1 olmak iizere, her xe E i¢in X" =xv0 elemanma X ’in pozitif kismi,

X~ =—xv0elemanina X ’in negatif kismi ve |X| = Xv(—X) elemanina X ’in modiilii denir.

Tanimlardan hareketle her bir xeE i¢in x=x"-x", |X| =X"4+X ve x' Ax =0

saglanir. Ayrica, E Riesz uzayinda keyfi X,y,z elemanlari i¢in asagidaki 6zellikler saglanir.ve

xvy==[(=)(-y)]
XAy ==[(-x)v(-y)]



1
vaZE(X+ y+[x=y]|)

1
X/\y=§(x+ y—|x—y|)

Yukarida verilen esitlikler yardimiyla agsagidaki sonuglar kolayca elde edilebilir.

v’ E sirali vektor uzaymin Riesz uzay1 olmasi igin gerekli ve yeterli kosul Vvx € E igin

X € E olmasidr.
Voxty=(xvy)H(xay)
v oxa(yvz)=(x+y)v(x+2)
v oxt(yaz)=(x+y)a(x+2)
Y a=0icn a(xvy)=(ax)a(ay) a(xry)=(ax)r(ay)

2.5. Onerme

E Riesz uzay1 ve Ac E alt kiime olsun. Eger Sup(A) varsa, agsagidaki ozellikler saglanir.
I. inf (—A) vardir ve inf (—A)=—sup(A) dur.

. x+A={x+alae A} olmak iizeresup(x+A) vardir ve sup(x+A)=x+sup(A)

olarak yazilabilir.
ii. Her bir « >0 i¢in A= {aa|a € A} ise Sup(aA) = a(sup A) olarak yazilabilir.
2.6. Tanim

E Riesz uzayinda, | indeks kiimesi igin (x,) bir ag olsun. Her «,fBel igin X, <X ve
X, <X, kosullarii saglayan bir y el varsa (x,) agi yukar: yonlendirilmistir denir ve
(x,)T seklinde gosterilir. (x,)T ve sup{x,}=x ise (x,)T x ile gosterilir. Benzer sekilde
her o,Bel igin X, >X, ve X, >X kosullarim saglayan bir y el varsa (x,) ag1 asag
yonlendirilmistir denir ve (x,){ seklinde gosterilir. (x,)¥ ve inf{x }=x ise (x,) x ile

gosterilir.



2.7. Tamm

E bir Riesz uzay1 olmak {lizere, X<y kosulunu saglayan x,y e E elemanlar ile tanimlanan
[x,y]={z€eE:x<z<y} kiimesine sirali aralik denir. E uzaymnin bir A alt kiimesi bir sirali

aralik tarafindan kapsaniyorsa, A kiimesine sura suirlt kiime denir.

2.8. Tamim

E Riesz uzaymda her bir xe E* ve VneN i¢in n*x4 0 ise E ye Arsimedyan Riesz uzay:

denir.

2.9. Ornek

R? koordinat siralama ile Arsimedyan fakat sozliik (lexicographical) siralama ile Arsimedyan

degildir.
2.10.Teorem

E Riesz uzaymin Arsimedyan olmasi i¢in gerek ve yeter kosulnv<u, YneN" kosulunu

saglayan U,Vve E" i¢in v=0 olmasidir.

Kanit: (=)E Riesz uzay1r Arsimedyan olsun VheN" i¢in nv<u=v< 1u 40 yazilabilir.
n

ueE" ve E Arsimedyan oldugundan 1u 40 olur. v<0 olmalidir. Diger taraftan veE*
n

yani v>0 oldugundan (ters simetri 6zelliginden) v =0 olur.

(<)xeE"  keyfi segelim lyee oldugundan VneN' igin 1ys0 ol
n n

0, {n’lx‘n eN *}kﬁmesi icin bir alt simirdir. Bu kiimenin keyfi bir alt smir1 y olsun.
Dolayistyla vYneN', x>0, n'x>y saglanir. Buradan
dau=yv0<n™'x,u=yv0>0,ucE" ve vneN* i¢in nu<x elde edilir. Hipotezden
u=0 olmalidir. Yani yv0=0 olur. Dolayisiyla y<0 , inf {n’lx‘n € N*} =0 bulunur.

Dolayisiyla E Arsimedyandir. [



2.11. Tamm

E Riesz uzaymin her sira sinirli kilmesinin E i¢inde bir supremumu ve infimumu varsa E
uzayina Dedekind tam uzay denir. Benzer olarak, sira sinirli sayilabilir her kiimenin E iginde

bir supremumu ve infimumu varsa E uzayina o -Dedekind tam uzay denir.
2.12. Ornek

1< p <o olmak lizere {, uzaylar1 Dedekind tam uzaylardir.

2.13. Ornek

C [0,1] uzay1 Dedekind tam degildir ¢iinkii C [0,1] de taniml1 asagidaki ( fn) fonksiyon dizisi

tistten 1 fonksiyonu ile smirli olmasina ragmen supremumu C [0,1] uzayna ait degildir.

1 ,OSXS%—l
1 11 q 1 ,nggl
f.(X)=1-n| x-=| Z-=<x<= ve supf,=f(x)= 2
” 2) "2 n "2 “ o 1o
12— —
0 ,%£x£l

0<f, T1 ve f, eC[O,l] olmasina ragmen sup f, %C[O,l] oldugundan C[O,l] uzayi

Dedekind tam Riesz uzayi degildir.

2.14. Tanim
E bir Riesz uzay, (X, )< E bir dizi ve x e E olsun.

a. vneN igin |x, —x|<a, 4 0 olacak bigimde 3(a,)cE dizisi varsa (x,) dizisi x e

sira yakinsaktir denir. (X,)——>X seklinde gosterilir.

b. vn,meN igin |x,—X,|<a, {0 olacak bicimde 3(a,)< E dizisi varsa (x,) dizisine

swra Cauchy dizisi denir.

C. Y < X olmak iizere ¥Yne N igin |Xn —X| <a, ¥ 0 olacak bigimde H(an) c E dizisi var

iken xeY ise Y < X swa kapalidr.
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3. VEKTOR METRIK UZAYLAR

Birinci boliimde s6z edildigi iizere metrik uzaylarin bir¢ok genellestirilmesi vardir.
Bunlardan bazilar1 birbirini gerektirdigi gibi, bazilar1 ise aslinda klasik metrik uzaylara
homeomorftur. Klasik metrik fonksiyonu reel degerli bir fonksiyondur. Reel sayilar kiimesi
tam sirali bir kiime oldugu i¢in siralama ile ilgili bir islem yapmak kolaydir. Bu boliimde
tanimlayacagimiz vektor metrik uzaylarda ise metrik fonksiyonu, reel sayilar yerine bir Riesz
uzaymda degerler alir. Simdiye kadar tanimlanan genellestirilmis metrik uzaylarda, metrik
fonksiyonunun deger aldigi kiime iizerinde bir topolojik yapiya ihtiya¢ duyuldu. Vektor
metrik uzaylarda ise bdyle bir zorunluluk yoktur. Bu béliim Cevik ve Altun (2009) ve Cevik

(2015) calismalar1 temel alinarak olusturulmustur.

3.1. Temel kavramlar ve Ozellikler
3.1.1 Tanim

E Dbir Riesz uzay ve X Dbostan farkli bir kiime olsun. d: X xX —E fonksiyonu

VX, Y,z e X igin
Vml d(x,y)=0<x=y
Vm2  d(x,y)<d(x,z)+d(y,z)

sartlarmi sagliyorsa, d fonksiyonuna X iizerinde vektor metrik fonksiyon, (X,d,E) igliisiine

de vektor metrik uzay denir.

Klasik metrik uzaylarda metrik fonksiyonu dort sart saglamasi gerekirken vektor
metrik uzaylarda yukarida verdigimiz iki sartin saglanmasi yeterlidir. Cilinkii pozitiflik ve

simetri bu iki aksiyomdan ¢ikarilir. Asagidaki teorem bunu verir.
3.1.2 Teorem

(X ,d, E) vektor metrik uzay olmak iizere x,y,z,we X i¢in asagidakiler saglanir.

i. d(x,y)=0

11



ii. d(x,y)=d(y,x)

i, |d(x,2)—d(y.z)|<d(xy)

iv. |d(x,2)—d(y,w)|<d(x,y)+d(z,w)

Kant:

X,Y,z,we X olsun.

i Vm2ile d(x,x)<d(x,z)+d(x,z) = 0<2d(x,z) = 0<d(x,z)

ii. Vm2ile d(x,y)<d(x,x)+d(y,x) = d(x,y)<d(y, x).

Benzer sekilde, d(y,x)<d(y,y)+d(x,y) = d(y,x)<d(x,y) elde edilir. Dolayisiyla,
d(x,y)=d(y,x) oldugu goriiliir. [

iii. Her bir x,y,zeX i¢in Vm2 geregi d(x,z)<d(x,y)+d(z y)olur. Dolayisiyla
d(xz)-d(z,y)<d(x,y) saglanir. Benzer sekilde, d(y,z)<d(y,x)+d(z,x) ise
d(y,z)-d(z,x)<d(x,y) olur. Bu ise d(x,y)eE elemaninin
{d (x,2)—d(z,y),d(y,z)—d(x, z)} kiimesi i¢in bir iist sinir oldugunu gosterir. Dolayisiyla,

|d(x,2)-d(z,y)|<d(xy) elde edilir. 1

iv. Her bir x,y,z,weX i¢in Vm2 ised(x,z)<d(x,y)+d(y,w)+d(w,z) olur.
Dolayisiyla, d(x,z)—-d(y,w)<d(x,y)+d(w,z) saglanir. Benzer sekilde,
d(y.w)<d(y,x)+d(x,z)+d(z,w) ise d(y,w)—d(x,z)<d(xy)+d(w,z) olur. Bu
ise(d(x, y)+d(w,z))eE elemaninin {(d(x,z)—d(y,w)),(d(y,w)—d(x,z))} kiimesi icin
bir iist sinir oldugunu gosterir. O halde,

(d (x,2)-d (y,w))v(d (y,w)—d (x,z))sd (x,y)+d(w,z)

olacagindan,

d(x,z)-d (y,w)| <d(x,y)+d(z,w) elde edilir. 3

Vektor metrik uzaylar i¢in asagidaki 6rnekler verilebilir.
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3.1.3. Ornek

E bir Riesz uzay olmak iizere d:ExE —E,d(x,y)=|x—y| seklinde tamimli fonksiyon E
lizerinde bir vektdr metrik oldugundan (E,d, E) vektor metrik uzaydir. Benzer sekilde E. reel
Banach 6rgiisiiniin komplekslestirilmesi E tizerinde d: E. xE. — E., d(Xc, Y )=|% - Y¢|

bir vektor metrik tanimlar.

3.1.4. Ornek

E =R* koordinat siralama ile bir Riesz uzayidir. «, 8 pozitif reel sayilar olmak iizere,

i d:R*xR? > E, d((%,¥,):(%0 ¥,)) = (@] = %], BlY: ~ ¥2|) seklinde  tamimli
fonksiyon R? {izerinde bir vektér metrik tanimladigindan (Rz ,d, Rz) bir vektor
metrik uzaydir.

. d:R*xR? >R, d((%.,).(X, ¥,)) =% =%, |+ Bly, - V.| seklinde  tamimli

fonksiyon R? iizerinde bir vektor metrik, (]R2 .d, R) vektor metrik uzaydir.

R? sozlikk (lexicographical) siralama ile bir Riesz uzayr oldugundan yukaridaki

ornekler yeniden diizenlenebilir. Fakat, R* ‘nin bu siralamaya gore Arsimedyan olmadig

unutulmamalidir.

3.1.5 Ornek

E ve F Riesz uzaylar olmak iizere, “(el, fl) S(ez, f2) <e <e, vef <f,” seklinde tanmimh
koordinat siralama ile ExF bir Riesz uzayidir. Va=(e,f,), b=(e, f,)eExF
igin,d :(ExF)x(ExF)—(ExF) , d(ab)=la-b| =(|el—e2|,| f,— f2|) ile tammli d
fonksiyonu bir vektor metriktir.

3.1.6 Ornek

(X,d,E) ve (X, p,F) vektor metrik uzaylar olmak lizere vx,y e X igin O XxX —->ExF

(X, y) - 5(X, y) = (d (X, y) , p(x, y)) ile taniml1 O ¢ift vektor metriktir.
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3.1.7 Ornek

Genellersek (X,dl,El),(X,dzEz) (X d. E) vektor metrik uzaylar olmak iizere

d:X><X—>1_l[Ei (xy)=>d(xy)=(d(xy).d, (X, ), d (X, y)) ile tammh d

fonksiyonu vektor metriktir.

3.1.8 Ornek

E bir Riesz uzay, k sonlu bir say1 ve i=1,2,...,.k olmak iizere(X,,d;, E) vektdr metrik uzaylar
olsun. X =X;xX,x..xX, Kartezyen carpim kiimesi lizerinde farkli vektér metrikler

tanimlanabilir. X =(X1, ) S Xk), y =(y1, Yo yk)e X igin,

Kk

d i XxX >E, d(xy)=>d(x.V)

i=1
d,:XxX—>E, d, (xy)=sup{d,(x.y)[i=12,...k}

seklinde tanimlanan d; ve d_ fonksiyonlar1 X kartezyen ¢arpim iizerinde vektor metriktir.
< . e 11 , . .
Eger E bir Banach orgiisii ve 1< p,q<o, —+—=1 olmak iizere Krivine fonksiyonel
P qQ

hesabi ile,

o |~

:sup{izkl]ai d.(x,v):(a,a,,...a,) € Rk,zk]air‘ sl}

i=1

[i( X )j

i=1

o |~
o |~

s (20000

i=1

K
eEolur ve d :XxX—E, d| xy:(Z( X.,Y.)j

i=1

fonksiyonu X {izerinde vektor metrik tanimlar.

Klasik metrik uzaylarda metrik fonksiyonu reel degerli oldugu i¢in bu metrik
uzaylardaki yakinsaklik, Cauchy dizisi kavramlar1 reel sayilarin alisilmis metrigine gore
tanimlanir. Vektor metrik uzaylarda ise metrik Riesz uzay degerli oldugu i¢in bu kavramlar

Riesz uzayinin sira yapisina gore tanimlanmasi gerekir.
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3.1.9 Tanim
(X,d,E) vektdr metrik uzay, (x,)< X bir dizi ve xe X olsun.

. vneN igin d(x,,x)<a, 40 olacak bigimde 3(a,)c Edizisi varsa (x,) dizisi x

elemanina vektorel yakinsak veya E-yakinsak denir ve (XH)LX seklinde

gosterilir.

i, vn,peN igin d(X,,X,,)<a,+0 olacak bi¢imde 3I(a,)cE dizisi varsa (x,)

dizisine E-Cauchy dizisi denir.

iii. (X,d,E) vektor metrik uzayindaki her E- Cauchy dizisi X uzaymnda yakinsak ise

(X,d,E) vektor metrik uzayna E-tam uzay denir.

iv. (X,d,E) vektdr metrik uzay ve X in bostan farkli bir alt kiimesi Y olsun. V(Xn) cY

ve (x,)—2E—>x iken xeY ise Y kiimesine E-kapali kiime denir.
3.1.10 Teorem
(X,d,E) vektor metrik uzay (Xn) c X ve(xn )L) X ise agagidaki sonuglara ulasabiliriz.
. (%,)—E>x ve (x,)—E>y ise x=y dir.
ii. (X, )L)X ise (X, ) in her alt dizisi de X elemanina E- yakinsaktir.
i, (%)—2E>x ve (y,)—2E>y ise d(X,,y,)——d(X,Y)
Kanit:

. Kabul edelim ki Xx#Yy icin (X,)—5->x ve (x,)—2E>y olsun. VneN igin
d(x,,x)<a, 10 ve d(x,,y)<b, 10 olacak bigimde (a,)=E" ve (b,)c E dizileri vardur.
VneN igin d(x,y)<d(xx,)+d(y,y,)<a, +b, ve (a +b,)+0 oldugundan x=y

saglanir. [
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. x,—2E >x ise VneN icin d(x,x)<a, 40 olacak bicimde 3I(a,)cE dizisi
vardir. Dolayisiyla herhangi bir (Xnk ) alt dizisi ve VneN i¢in d (Xnk , X) <a, saglanir. Bu ise

x —2E 35X oldugunu gosterir. 1
k

i, (x)—Eo>x  ve (y,)—2E5y ise VvneN i¢in d(x,x)<a, 40 ve
d(y, y)<b, {0 olacak bigimde (a,)cE" ve (b,)cE" dizileri vardir. Teorem 3.1.2.(iv)
ile VneN igin |d(x,,y,)—d(xy)<d(x,x)+d(y,.y)<a,+b, elde edilir. (a,+b )0
oldugundan d(x,,y,)——d(x,y) oldugu goriilir. 3

Bilindigi tlizere her metrik uzay bir topolojik uzaydir. Vektor metriklerde de paralel

tanimlamalar ile topoloji elde edilebilir. ilk olarak metrik topolojide temel dneme sahip yuvar

kavramini vektor metrik uzaylarda verelim.

3.1.11 Tanmim

(X,d,E) vektor metrik uzay, X € X ve reE" igin

a. B(X, r) = {y e X | d (X, y) < r} seklinde tanimlanan kiimeye X merkezli r yarigapl agik
yuvar denir.
b. Ac X olmak iizere, eger VXe€A igin 3r>0,reE bulunabilir ve B(x,r)c A

saglaniyorsa, A kiimesine agik kiime denir. Tiim acik alt kiimelerin ailesini 3, ile

gosterelim.

S:{AC X|‘v’Xe Aicin 3r>0,r e E* vardiwr oyle ki B(x,r)cA} cP(X) ailesi X
tizerinde bir topolojidir. Agiktir ki &, X €3 olur. U,V €3 olsun. U eJ ise VxeU igin
B(x,1,)cU olacak bigimde 1, >0,r, € E" vardir. V €3 ise VxeV igin B(X,r,)cV olacak
bigimde r,>0,r,eE" vardir. r=min{r,r,} olmak iizere B(X,r)cUNV elde edilir. Son
olarak her i€l igin U €3 ise her xeU, icin B(x,;)cU; olacak bigimde r,>0,r, e E*

vardir, dolayisiyla r=min{r},iel olmak iizere B(X,I’)CUUi elde edilir. Kolayca

iel
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gosterilebilir ki {B(X, I’) XeX, re E+} ailesi bir topoloji tabanidir. Ayrica metrik uzaylarda

oldugu gibi kolayca gosterilebilir ki, vektor metrik uzaylar Hausdorff uzaylardir.
3.1.12 Onerme

(X,d,E) vektor metrik uzay ve a€ X olsun. Her bir X e B(a,r) icin dyle bir e E, >0

vardir ki B(X, q) cB (a, I’) olur. Yani her a¢ik yuvar aciktir.

Kanit:
xeB(ar) ve q=r—d(a,x)>0 olsun. Herhangi bir yeB(x,q) alahm. Bu durumda,
d(y,a)sd(y, x)+d(x,a)<q+d(x,a)=r olur.  Yani yeB(a,r) olacagindan

B(p,¢) < B(a,r) iindeligi elde edilir.

3.2.  Vektor Metrik Uzaylarda Simirhilik ve Yogun Kiimeler

3.2.1 Tanim

(X,d, E) vektor metrik uzay Ac X ve A= olsun. sup{d(Xx, y)|x, y € A} degeri varsa bu

supremum degerine A kiimesinin E- ¢ap: denir.

VX, y € A i¢in d(x,y)<a olacak sekilde E Riesz uzayinda 3a>0 sayisi varsa A kiimesine

E-sinirli kiime denir. Diger bir deyisle A kiimesinin ¢ap1 sonlu ise A kiimesi E-sinirlidir.

3.2.2 Onerme

(X d, E) vektor metrik uzay Ac X ve X, € X olsun. Eger 4 nin elemanlarinin X, ‘a olan
mesafeleri sinirliysa, o zaman bu 6zellik X, yerine X ’'in her elemani i¢in gegerlidir. Ayrica bu

durumda her @,b € A i¢in d (a, b) < esitsizligini saglayan bir r € E, r >0 elemam vardir.

Kanit:

Vae A ve reE igin d(a,X))<r olsun. X, X ’in herhangi bir elemani olmak iizere Va e A

igin, d(a,%)<d(ax))+d(X,%)<A+d(X),X) olur. Demek ki 4nin elemanlarmm X, ‘e
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olan uzakhg A+d (XO, X1) sayisindan biiyiik olamaz. Diger taraftan, a ile b, 4 'nin herhangi

iki elemani ise, d(a,b)<d(a x;)+d(X,b)<22 olur. Yani istenen i¢in r=21 almak

yeterlidir.

3.2.3 Teorem

(X,d,E) vektdr metrik uzay olmak iizere asagidaki ozellikler saglanir.

a. Her E-yakinsak dizi E-Cauchy dizisidir.
b. Her E-Cauchy dizisi E- sinirlidir.

d,E

c. (x,) E-Cauchy dizisi ve (x, ) alt dizi olmak iizere (X, )—2E—>x ise (X,)—-=>x

dir.
d. (%).(y,) E-Cauchy dizileriise (d(Xx,,y,)) o-Cauchy dizisidir.
Kant:
a  x—2Esxe VneN igin d(x,X)<a,+0 olacak bi¢imde 3(a,)cE dizisi
vardir. Vn, peN igin  d(x,,%,,)<d(x,x)+d(x., x)<a, +a,,<2a 10 oldugundan

(x,) E-Cauchy dizisidir. 3

b.  (x,) E-Cauchy dizisi ise vn,peN igin d(x,x,,)<a L0 olacak bigimde

3(a, ) = E dizisi vardir. Vn, peN i¢in d (Xn, Xn+p)S a ise (x,) dizisi E-simrhdir.

C. (x,) E- Cauchy dizisi ise wn,peN igin d(x,,x,,)<a,+0 olacak bigimde
3(a,) = E dizisi vardir. Diger taraftan (Xnk )L)X ise Vn,peN igin n, =n+p olmak
lizere d (Xnk , X)= d (xn+p,x) <b, L 0 olacak bigimde 3(b,) = E dizisi vardir. Vn,peN igin

d (%, %)= d(X,,%,,)+d(X,.,.X)<a, +b,., <(a,+b,) L 0 olacagmdan (x,)—=>x elde

n?! “n+p

edilir. 1

d.  (x,) E-Cauchy dizisi ise vn,peN igin d(x,x,,)<a 0 olacak bigimde

18



3(a, ) < E dizisi vardur.(y,) E-Cauchy dizisi ise ¥n, peN i¢in d(yn,ymp)sbn 4 0 olacak

bi¢gimde 3(b,) = E dizisi vardur.

vn,peN  igin ‘d(xn,yn)—d(X,Hp,yw)‘éd(xn,xn+p)+d(yn,yn+p)£anJ«O+bnJ«O

saglanir. Buradan (d (X, yn)) E ‘de 0-Cauchy dizisidir. (3

Metrik uzaylarda yogun kiimeler O6nemlidir. Cilinkii metrik uzaymn herhangi bir
noktasina yogun bir kiimenin noktalar1 ile yaklasilabilir. Dolayisiyla siirekli fonksiyonlarin
baz1 ozellikleri gibi, uzayin tamami yerine bu yogun kiimelerle is yapmak daha avantajli

olabilir.

3.2.4 Tanim

(X ,d, E) vektor metrik uzay olmak iizere

a. Vxe X ve VreE,r>0 igcin B(x,r)nY =3(=x) ise Y <X, X uzayinda 3T,

yogundur denir.

b. Vxe X igin EI(Xn)cY dizisi vardir oyle ki (XH)L)X saglaniyorsaY < X = X

uzayinda E-yogundur denir.
3.2.5 Onerme

(X,d,E) vektor metrik uzay, Y < X ve E Arsimedian Riesz uzayr olsun. Eger

Y 7, —YyoguniseY E-yogundur.

Baire teoremini olusturmak i¢in vektdr metrik topolojinin bazi 6zelliklerini
kullanacagiz. Asagidaki sonu¢ Cantor arakesit teoreminin vektor metrik uzaylardaki

versiyonudur.
3.2.6 Teorem

(X ,d, E) E-tam vektor metrik uzay1 ve E-Dedekind tam olsun. Eger E’nin bostan farkli E-

kapal1 alt kiimelerinin azalan bir dizisinin X teki ¢aplarinin limiti sifir ise bu dizinin arakesiti

tek bir noktadan olusur.
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Kanit:
E-tam vektor metrik uzaymin bostan farkli E-kapali alt kiimelerinin azalan bir dizisi (F,)
olsun. Kabul edelim ki E-dedekind tam ve lim_,, d(F,)=0 olsun. F=(")F, olmak iizere

n=1

x,yeF ise VneN i¢in d(x,y)<d(F,) saglanacagindan d(x,y)=0 olur. Dolayisiyla
x = y elde edilir. Simdi F kiimesinin bostan farkli oldugunu gosterelim. Her bir ne N igin F,

kiimesinden bir x, elemani secelim. Bu sekilde olusturulan (x,) dizisi, ¥vn,peN igin

d (%, X,,, ) <d(F,) saglanacagindan bir E-Cauchy dizisidir.

n? “n+p

X E-tam oldugundan x,—%E—x olacak bigimde bir tek xe X vardir. (F,) dizisi
azalan, her bir F, kiimesi E-kapali ve X, € F, oldugundan her bir neN i¢in xe F, olur.

Dolayisiyla x € F olacagindan F = & ’dir. [

Acik ve yogun kiimelerin olusturdugu dizilerin arakesitlerinin yine yogun oldugu
topolojik uzaylar Baire uzaylar: olarak adlandirilir. Ornegin her tam metrik uzay ve lokal

kompakt Hausdorff uzaylar Baire uzaylaridir.

Simdi vektor metrik uzaylar i¢in Baire teoremini verelim.

3.2.7 Teorem

(X ,d, E) E-tam vektor metrik uzay ve E Riesz uzayr Arsimedyan ve Dedekind tam ise X bir

Baire uzayidir.
Kanit:
X, E-tam vektor metrik uzay ve E-Arsimedian olsun. X’in 7, . —yogun agik alt kiimelerinin
bir dizisi (A) ve A= ﬁph olsun. xe X ve r>0 secelim. A 7, —yogun ve agik
n-1
oldugundan B(y,,r;) = B(x,r)NA olacak bigimde y, € X ve 0<r,<a,acE vardur.
Benzer olarak A, 7,.—yogun ve agik oldugundan B(y,r)NA =< ‘dir,

dolayistyla B(y,,r,) = B(y;,r;)NA, olacak bigimde y, e X ve 0<r, <% vardir. Bu islemi
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devam ettirdigimizde Her bir ne N igin B(y,.,,r,.) < B(Y,,1,)N A, < B(Y,.T,) Ve r <%
olacak

bigimde (y,)= X ile 0O<r, , (r,)c E dizileri vardir. Boylece Cantor arakesit teoremiyle
ﬁ B(Y,.r,) kiimesinin tek noktadan olustugunu elde ederiz. ﬁ B(y,.r,)=B(x,r)NA
n=1 n-1

kapsamasindan B(x,r)N A= oldugunu goriiriiz. [

3.3.  Vektor Metrik Uzaylarda Sira Tamhk

Klasik metrik uzaylarda yapilan ispatlara benzer sekilde ()2& , E) vektor metrik
uzaymin E-tam oldugu gosterilebilir. Yani tam olmayan (X,d,E) vektor metrik E-tam

()2 , d , E) vektor metrik uzaymin yogun bir alt kiimesine izometriktir. Bu durumda, ()2 , d , E)

vektor metrik uzayna, (X,d, E) vektor metrik uzaymin E-tamlamasi denir. Bu tamlama

izometriler altinda tektir.

3.3.1. Tanim

(X,d,E) ve (Y,p,F)vektér metrik uzaylar Vx,ye X igin d(X,y):p(i(X),i(y))
kosulunu saglayan i:X —Y fonksiyonuna E-izometridir denir. Ek olarak i orten ise

(X .d, E), (Y Py F) vektor metrik uzaylar1 E-izometriktir denir.

i izometri fonksiyonunun birebir oldugu kolayca goriilebilir. i(X):i(y) olsun. Bu

durumda ,O(i (x),i( y)) =0 olur ki vektor metrik uzay tanimmndan d(X,y)=0 ve dolayisiyla

X =Y elde edilir. Bu da bize i fonksiyonunun birebir oldugunu verir.

E, sira tam Riesz uzay olsun. (xn),(yn) X de E-Cauchy dizileri olmak iizere X ‘de
“(xn)~(yn)<:>d(xn, yn)—°>0” seklinde tanimlanan bagmnti bir denklik bagntisidir.
Gergekten,0=d(x,,x,)——0 ise  (X,)~(Y,) olacagindan yansima  ozelligi,

d(y,,x,)=d(x,,y,)——0 ise (x,)~(v,) iken (y,)~(X,) oldugundan simetri 6zellii,
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0<d(x,,z,)<d(x,Y,)+d (Y, z,)——>Oesitsizliginden (X,)~(y,) ve (¥,)~(z,) iken
(%,)~(z,) oldugundan gegisme ozelliginin saglandigini goriiriiz. Dolayistyla bu bagmti
ayrik denklik smiflart olusturur. Bu denklik smiflarint X, 9,... ile gosterelim. Yani
>2={(xn)cx|v(yn)ef<i(;ind(xn,yn)—°>0} olmak iizere X ={f|xe X} olsun.

[R(W:@ ve UX:XJ

%eX

X iizerinde d:XxX »E, V& §eX igind (& 9)=0-limd(x,y,) fonksiyonunu
tanimlayalim. (X,) Ve (Y,) E-Cauchy dizileri i¢in d(X,,Y,) dizisi E ‘de Cauchy dizisi ve E
Riesz uzay1 E-sira tam oldugundan d(X,, Y, )——>X olacak bigimde bir tek x € E vardir. Bu
ise  d’'mn  anlamli  oldugunu  verir.  (X,),(z,)eXve  (y,)e¥y  olsun.
d(x,y,)<d(x,,z,)+d(Y,z,) ve d(z,y,)<d(z,,%)+d(Yy,.X,) esitsizliklerinden
d (%Y, )

(xn),(yn ) temsilci dizilerinden bagimsiz oldugunu gosterir. Diger taraftan limitin tekliginden

A

d(y,.z,) elde edilir Bu ise d ‘'nmn X Ydenklik smflarindan alinan

d iyi tanimlidir.

3.3.2 Teorem

E sira tam Riesz uzay1 olmak tizere (X ., E) vektor metrik uzay1 ise ()Z d, E) vektor metrik

uzayidir.

Kamt:

Vml. V& 9eX icin (x,)eX ve (y,)e ¥ olmak izere,
d(%9)=0=0-limd(x,,y,)=0=d(x,Y,)—=0=(x,)=(y,) = &=9
Vm2. V&,9,2eX igin (x,) €& (Y,) ey Ve (z,)eZolmak iizere,

d(x,,y,)<d(x,z,)+d(y,.z,)=0-limd(x,,y,)<o-limd(x, z,)+o-limd(y,,z,)

n?=n

oldugundan d (&, 9)<d (% 2)+d(y,2) elde edilir. 3
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Diger taraftan, i: X — X ,i(X) = (X, X, ) seklinde tanimlanan doniisiim ile (X .d, E)
ve (i (X), d, E) vektor metrik uzaylar E-izometriktir. Gergekten,
d(i(x),i(y))=d((%%...).(¥,...))=0-limd (x,y)=d (x,y) saglanir.

3.3.3 Lemma

E sira tam Riesz uzayr olmak iizere (X,d,E) vektor metrik uzay: ise (i(X),a : E) vektor

metrik uzayi ()2 d, E) icinde E-yogundur.
Kanit:

%eX olsun. (x,) € X E-Cauchy dizisini alalim. Bir nyeN igin (Xno'xno"“) ile tiretilmis
denklik smifi olan i(xno ) ci(X) elemanmi disiinelim. (X,), X ‘de E-Cauchy dizisi
oldugundan VpeN i¢in d (Xno : Xnﬁp)ﬁ a, ¥ 0 olacak bigimde El(an)c E" dizisi vardir.
Diger taraftanVneN elemani i¢in n=n,+p olacak bicimde peN vardir. O halde
a(i (Xno ), )?) =0-limd (Xno VX, ) <o-limd (Xno Xorp ) <a, elde edilir. Dolayisiyla VkeN
igin d (i(%),8)<a, 4 0 oldugundan i(x,)—*E>% olur. I

3.3.4. Teorem

E sira tam Riesz uzay1 olmak iizere (X ,d, E) vektor metrik uzay: tarafindan iiretilen E-tam

vektor metrik uzayi ()2 , d , E) 1izometriler altinda tektir.

Kanit:

A

Oncelikle (X,d,E) E-tam oldugunu gorelim. (%,)< X bir E-Cauchy dizisi olsun. i(X ), X
da E-yogun oldugundan her bir (X, )< X igin Ji(y,)<i(X) vardir ve C](i(yn), )?n)é a0

olacak  bi¢imde (an) cE  dizisi vardir. Diger taraftan Vn,peN igin

d(yn,yn+p):d(i(yn),i(ymp))S&(i(yn),>A<n)+c§(>2n,>2n+p)+c§<>2n+p,i(ymp))SBaniO olur.

Bu da bize (y,) dizisinin X ’de E-Cauchy dizisi oldugunu verir. i:X — X dénisimi
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izometri oldugundan i(y,) X da E-Cauchy dizisi olur.

y:{(zn)

&(i(yn),9):&(<yn,yn,...>,<yn,yn,...>)—°>0 saglanacagindan i(yn)L)y olur.

v(y,) e icin d(Zn,yn)—°>O}:<(yn)>=i(yn) olmak lizere

VYneN eleman! igin d(y, %)< d(y, i(y, )) +d (i (Ya), )?n) esitsizligi gegerlidir. Buradan
d(9.%)<d(%.i(y,))+d(i(y,).%,)<a,+b, ve a l0b 40 olacak bigimde
a,cE,b,cE dizileri vardir. Her bir ()?n)c X Cauchy dizisi i¢in 39 e X vardir

X, L)f/ olur. O halde ()2 d, E) E-tam vektor metriktir.

Son olarak ()2 d, E) tamlamasinin izometriler altinda tek oldugunu gosterelim.
J:X —> X E-izometri ve J(X), X da E-yogun olacak bi¢imde baska bir E-tam vektdr
metrik uzay ()Z,a, E) olsun. ()2,(5, E) ve ()Z,CT, E)tamlamalarlnm izometrik denk
tamlamalar oldugunu gorelim. Vx e X i¢in hy:i(X)—J(X), h, (i (X)) = j(x) doniisiimiini

tanimlayalim. Agiktir ki i(X) ve J(X) E-izometriktir. vx,y e X i¢in J, E-izometri

oldugundan d(ho(i(x)),ho(i(y))):5(j(x),j(y)) =d(i(x).i(y)) olur. Buradan i(X) ve
j(X) E-izometriktir. ze j(X) igin 3xe X vardir Syle ki ze j(x)=hy(i(x)) ve i(x)e X
yani Vze j(X) igin 3i(x)ei(X) vardir ve hy(i(x))=2z dir. Buradan h, ortendir.
vyei(X) igin Ixe X vardir 8yle ki y=i(x) J iyi tamml oldugundan Vxe X igin
j(x)eX ve Vyei(x) icin hy(y)eX. Buradan h, anlamhdir. y,,y, €i(X) ve y, =Y,
olsun. y,=i(x),y,=i(X,) olacak bigimde x,X,€X vardir. i birebir oldugundan
i(x)=i(x) ise X, =X, ] iyi tanimli oldugundan
i(x)=i(x%)=h(i(x))=h(i(x))=h(y,)=h,(y,) Bu da h, fonksiyonunun iyi
tanimh oldugunu verir. %e X olsun i(X), X’da E-yogun oldugundan i(x,)—%E—%
olacak bi¢imde i(X,)<i(X)E-Cauchy dizisi vardir.h, E-izometri oldugundan

d,E

ho(i(xn))= i(x,) X da E-Cauchy dizisi vardir. ve X E-tam oldugundan i(x,)—=ox

x>

olacak bi¢cimde Xe X vardir. h:X — X, h()?) =X olarak tanimlayalim. X,ye
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olsuni(X), X’da E-yogun oldugundan i(x,)—£->% ve i(y,)—%E—Jolacak bigimde
i(x,),i(y,)<i(X) E-Cauchy dizileri vardir. (X,),(y,) X de E-Cauchy dizileri dolayistyla
(%), i(¥s) §(X) de E-Cauchy dizileridir. X E-tam oldugundan 3%,§e X vardir dyle ki
(%) —2E5%, j(y,)—2E—> § saglanir. O halde j(x,)—2E—>h(R), j(y,)—2E—>h(9) elde

edilir. Dolayisiyla,

d(h(®),h(9))=0—-limd (j(x,).i(¥,)) :o—limd(ho(i(xn)),ho(i(yn)))
=o-limd((i(x,)).(i(y))) =d(%9)

olur. Yani h metrik koruyandir. e X segelim j(X), X’da E-yogun oldugundan
j(Xn)Lﬁ( olacak bi¢imde j(x,)< j(X) E-Cauchy dizisi vardir. i(X),j(X) E-

izometrik oldugundan i(Xn) X da E-Cauchy dizisidir.O halde X tam oldugu igin

i(Xn)L))A( olacak bigimde Ke X elemani vardir.h  E-izometrik oldugundan
h(i(x,))—2E>h(%) olur. ¥neN i¢in d(Xh(R))<d (& j(x,))+d(i(x,).h(%))<a,+b,

olacak bi¢imde E ‘de (a, ) 30, (b,) 4 0 dizileri vardir. Dolayisiyla, X=h (%) olur. &3
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4, VEKTOR METRIK UZAYLARDA SUREKLILIK

Bu bolimde vektéor metrik uzaylar1 iizerinde tanimli fonksiyonlarin stirekliligi
incelenecektir. Metrik uzaylardaki siireklilik kavramindan daha genel olan siireklilik ¢esitleri
ile vektor metrik uzaylarda karsilasmamiz dogal olacaktir. Ciinkii vektor metrik uzaylarda
tanimlanan siirelilik bir topolojik 6zelliginden ziyade Riesz uzaymin sira yapisi ile ilgilidir.
Asagida verilen tanmimlar metrik uzaylardaki sirasiyla siireklilik ve dizisel siireklilik
tanimlarina benzerdir. Ayrica siirekli fonksiyonlarin genislemeleri, siirekli fonksiyonlar
uzaylar1 ve vektor metriklerde kompaktlik bu boliimde yer almistir. Bu boliim Cevik (2014)

ve Petre (2012) galismalar1 esas alinmustir.

4.1.  Vektorel Siireklilik ve Topolojik Siireklilik

4.1.1 Tanim

. (X,d,E) ve (Y,p, F) vektor metrik uzaylar, f:X —Y bir fonksiyon ve Xe X
olsun. vb>0, beF i¢in d (X, y)< a oldugunda p( f (X), f (y))< b olacak sekilde

Jda>0, acE varsa, f fonksiyonu, xe X noktasinda topolojik siireklidir denir.

Eger f fonksiyonu X kiimesinin her noktasinda topolojik siirekli ise f fonksiyonu X

uzayinda topolojik siireklidir denir.

o (X,)—2E>x olacak bigimdeki V(x,)< X dizisi icin
f (Xn)”—’F> f (X) saglaniyorsa f fonksiyonu X e X noktasinda vektorel siireklidir

denir. Eger f fonksiyonu X kiimesinin her noktasinda vektorel siirekli ise f fonksiyonu

X uzayinda vektorel stireklidir denir.
Asagidaki teorem vektorel stireklilik ile topolojik siireklilik arasindaki iliskiyi verir.

4.1.2 Teorem

(X,d, E) ve (Y,p, F) vektor metrik uzaylar ve F Arsimedyan olsun. f : X —Y topolojik

surekli ise vektorel siireklidir.
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Kanit:

f, X iizerinde topolojik siirekli oldugundan, Vb>0,beF i¢in d(xy)<a oldugunda

p( f (X), f (y)) <b olacak sekilde Ja= a(b, y) €E wvardir. Yani f topolojik siirekli

oldugundan VneN ve lbe F* igin b, =h, (Eb,xnje E* vardir ve d(x,,x)<b, € E" iken
n n
p(f(xn), f(x))éle/O saglanir. O halde d(Xn,X)San/\bnﬁan 30 iken
n

p( f(x,),f (X)) < 1b saglanir. F Arsimedyan oldugundan 1b 40 olur. Buradan
n n

da(xn)L)x e X iken f(x,)—25— f(x)eY saglandifindan f vektdrel siireklidir. 1

4.1.3 Teorem

(X,d,E) ve (Y,p,F) vektor metrik uzaylar ve f:X —Y fonksiyon olmak iizere

asagidakiler saglanir.

a. F Riesz uzayio-—Dedekind tam ve f vektdrel siirekli ise d(Xn,X)J/O iken
p(f(x,), f(x))0 olur.

b.  E Riesz uzayi o—Dedekind tam ve d(x,,x)4 0 ikenp(f(x,),f(x))40 ise f
vektorel siireklidir.

C. E ve F Riesz uzaylar1 &—Dedekind tam olsun. f ’in vektorel siirekli olmasi igin
gerekli ve yeterli kosul d(x,,x)< 0 iken p( f (%), f(x))¥0 olmasidir

Kanut:

a. d(Xn,X)i«O oldugundan (Xn)L)X saglanir. Dolayisiyla, f vektorel siirekli
oldugundan  (x,)—2E->x iken f(x,)—2E>f(x) olur. Yani, VneN i¢in
p(f(xn),f(x))ﬁan/O olacak bigimde (b,)c=F dizisi vardir. F o—Dedekind tam

oldugundan, alttan simirli her alt kiimesi F icinde bir infumuma sahiptir. Yani

p(f (x,), f (x))J«O saglanir. [

b. E o-Dedekind tam ve d(x,x)¥0 iken p(f(x,),f(x))¥0 olsun.
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BuradanVneN igin (x,)—E—>x iken f(x,)—25— f(X) yazilabilir. Bu da bize f ‘in

vektorel siirekli oldugunu gosterir. 1

C. E ve F o—Dedekind tam olsun. f:X —Y vektérel siirekli ise (X,)—25—>x iken
f(x,)—25 f(x) olur. Yani d(x,,x)<a,olacak bicimde (a,){0c Edizisi var iken
p(f (%), f (X)) <b, olacak bigimde (bn)i OcF dizisi vardir. E ve F & — Dedekind tam

oldugundan alttan sinirli her alt kiimenin bir infumumu vardir. Dolayisiyla d (Xn , X) 40 iken

p(f (x,), f (x))J«O saglanir. [

Simdi asagidaki vektor metrikler ile tanimladigimiz metrik fonksiyonunun vektorel

stirekli olduklarin1 gosterelim.

4.1.4 Ornek

(X,d,E) vektor metrik uzay olsun. z=(X,¥,), W=(X,,Y,)€ XxX olmak iizere
d:(XxX)x(XxX)—E, d(z,w)=d(x,%)+d(¥,,Y,) fonksiyonu ile (XxX,J,E) Ve,
X,y € E olmak iizere d. :ExE—E, d.(xy)=|x—y| (E dc,E) vektér metrik uzaydur.
Buna gore d :(x x X,d ,E)—>( E,d¢,E) fonksiyonu vektorel siirekli oldugunu gosterelim.
(2,)=(%,,y,) = XxX dizisi ve z=(x,y)eXxX eleman: i¢in z,—E->z olsun. Bu
durumda VneN i¢in d(z,z)<a, 40 olacak bi¢imde (a,)cE dizisi vardur.
d(z,,z)=d(x,,x)+d(Yy,,y)<a,+0 oldugundan d(x,,x)<a,{0ved(y,, y)<a, 10
saglamir.  Aynica |d(X,,Y,)—d(x )| <d(X,,x)+d (Y, y)<2a,40 oldugundan benzer

olarak ‘d (z,)-d (Z)‘ <2a, ¥ Oyazilabilir. Bu ise bize d(z,)—=5->d(z) oldugunu verir.
4.1.5 Tanim

(X,d, E) vektor metrik uzay ve X in bostan farkli bir alt kiimesi Y olsun. V(Xn) cY ve

(x,)—E—>x iken xe€Y ise Y kiimesine E-kapal: kiime denir.
4.1.6 Teorem

(X .d, E) ve (Y y Oy F) vektor metrik uzaylar ve f : X —Y vektorel siirekli fonksiyon olsun.
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Bu durumda, BcY F -kapali alt kiime ise f(B)c X, E—kapalidir.

Kanit:

(x,)= f*(B) ve (x,)—2E>x olsun. f vektdrel siirekli oldugundan (x,)—E—>x ise
f(Xn)p—‘F>f(X) saglanir. BcY, F—kapali ve f(Xn)CB oldugundan f(X)eB

dolayisiyla X € f’l(B) elde edilir. Yani f’l(B)c X E —kapalidir. 1

E bir Riesz uzay, k sonlu bir say1 ve i=1,2,....k olmak iizere(X;,d;, E) vektor metrik

uzaylar olsun. X = X, x X, x...x X, kartezyen ¢arpim kiimesi {izerinde farkli vektor metrikler

tanimlanabilir. X :(Xl, Xy yens Xk), y :(yl, Yorn yk)e X igin,

Kk

d:XxX—>E, d(xy)=>d(x.Y)

i=1
d,:XxX >E, d, (xy)=sup{d, (%, ¥)fi=12..k}
seklinde tamimlanan d; ve d_ fonksiyonlar1 X kartezyen ¢arpim iizerinde vektor metriktir.

Eger E bir Banach orgiisii ve 1< p,q< oo, l+1=1 olmak {iizere Krivine fonksiyonel
P q

hesabui ile

o |-

[ K
:sup{2|ai d(x.): (a8, a) R D [al’ sl} ise
i=1

i=1

6, (09)=[ 206,53

i=1

L 1

(Zk:(di(xi,yi))pjpeEolur ve d):XxX —>E, d( (Zk:( X, %)) J fonksiyonu X

i=1 i=1

uzerinde vektor metrik tanimlar.

E ve F iki Riesz uzay ise (e, f).(e,f,)eExF  olmak
iizere(e,, f,)<(e,, f,) =€ <e,, f,<f, siralamasi ile ExF ‘de bir Riesz uzaydir. Diger
taraftan, deor ((ExF)x(ExF)—>(ExF), dee((e) f,).(e0 F,)) =(le, =€), f.,— 1.))

fonksiyonu ExF {izerinde bir vektdr metrik tanimlar. Bu metrik ¢ift mutlak deger vektor

metrigi olarak adlandirilir. Bu metrigin biraz daha genel halini su sekilde tanimlayabiliriz.
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Kabul edelim ki (X,d,E) ve (X, p,F) vektor metrik uzaylar olsun. Bu durumda
§:XxX >ExF, 5(xy)=(d(xY),p(xY)) bir vektdr metriktir.

Bolim 3.1 de verilen vektor metrik Orneklerini kullanarak bazi vektorel sureklilik

ornekleri verelim.

4.1.7 Ornek

(X,d,E) ve (X,p,F) vektér metrik uzaylar, f:(X,d,E)—>(E,d.,E) ve
9:(X,p,F)—>(F,d.,F) vektorel siirekli fonksiyonlar olmak iizere,vxe X igin
h:(X,8,ExF)—(ExF,de, ExF), h(x)=(f(x),g(x)) fonksiyonunun vektdrel siirekli
oldugunu gosterelim. kabul edelim ki X, —22F5x olsun Buradan VYneN igin
(%, %) =(d (%,,%), p(%;, %)) <(a,,b,) 4 0 olacak bigimde (a,,b,) = ExF dizisi vardir. Bu
ise bize d(x,,x)<a,+0 ve p(x,,x)<b, L0 oldugunu verir. O halde X,—E->Xxve
X,—25>xsaglanir.f ve g vektorel siirekli oldugundan  f(x,)—%E- f(x)
ve g(x,)—=5—>g(x) dir. Buradan de (F(x,), F(x))=|f(x,)-f(x)<c,¥0
ved, (9(x,),9(x))=|g(x,)-g(x)|<d, 40 olacak bi¢imde (c,),(d,)<=E dizileri vardur.

Dolayisiyla,

de.e (N(%,),0(X)) =dee ((F (%), 9(%)):(F(x),0(x)))=(]f (%)= F (X)) .o (%) -9 (x)])<(c,.d,) ¥ O

saglanir. (Cn,dn)c E xF .oldugundan h(Xn)M)h(x) elde edilir.

4.1.8 Ornek

(X,d, E) ve (Y,p,F) vektor metrik uzaylar olsun. z =(x1,y1),w=(x2,y2)e X xY olmak
iizere ﬂ:(X xY)x(X xY) —>ExF, ﬁ(Z,W):(d (Xl, Xz),p(yl, yz)) bir vektdr metriktir.
Dolayisiyla, (X xY, 7, ExF) vektor metrik uzaydir (Carpim vektor metrik). (X xY, 7z, ExF)

vektor metrik uzayr goz Oniine alalim. X xY iizerinde tanimli, sirasiyla X ve Y degerli,

projeksiyon operatorler olmak uzere P i XxY —>X,P, (X, y) =X ve

P i XxY >Y,P (x,y)=y ile tanimli projeksiyon ddniisiimleri vektdrel siireklidir.
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4.1.9 Teorem

Herhangi bir vektér metrik uzay (Z,5,G) olmak tizere, f :(Z,5,G) —)(X xY,m, Ex F)
fonksiyonunun  vektorel  siirekli  olmast  i¢in  gerekli ve  yeterli  kosul,

P iXxY—>X,P(xy)=x ve PB:XxY-=Y, Py(x, y)=y ile tanimli projeksiyon

doniigiimleri olmak iizere P, o f ve P, e f fonksiyonlarmin vektorel siirekli olmasidir.
Kanit:

(=) f vektorel siirekli olsun. (z,)cZ dizisi ve zeZ elemam igin z,—2S—>7 ise

f(z,)=(X, Yy)—== f (z)=(xy) saglanir. Bu durumda VneN i¢in §(z,,z)<a, 40

olacak bigimde (a,)=G dizisi var iken.z(f(z,), f(z))=7z((%,¥,).(x.¥))<(b,.c,)+ 0
5,G

olacak  bigimde (b,,c,)cExF  dizisi vardi. Boylece z,—°—>z iken

n

(Pof)(z,)=x,—=E>x ve (Pyo f)(zn): y, —=F 5 ysaglanir.

(<) PofveP of fonksiyonlar: vektdrel siirekli olsun. (z,) <= Z dizisi ve zeZ eleman

igin z, ——7 ise (P~ f)(z,)=x,—=E>x ve (B, f)(z,) =y, —*=F—> ysaglamr. Bu

durumda VneN i¢in  &(z,,2)<a,+0 olacak bicimde (a,)=G dizisi var

iken. z(f(z,), f(2))=7((X. ¥n).(x.¥))<(b,.c,) ¥ O olacak bigimde (b,,c,) = ExF dizisi
5.6

vardir. Boylece 7, —=—1 iken (Pof)(z,)=x, — % 5 x ve

n

(Py o f )(Zn) =y —%F 5 ysaglamir. 1
4.1.10 Ornek

(X,d,E) ve (Y,p,E) vektor metrik uzaylar, f:(X,d,E)—>(E,d.,E) ve
g:(Y,p,E)>(E,dg,E) vektorel siirekli fonksiyonlar olsun,
h:(XxY,z,ExE)—(E,dg,E), h(x,y)=|f(x)-g(y) seklinde tammli h fonksiyonu
vektorel siirekli oldugunu gosterelim. (X,,y,) = X xY —=EE—(X,y)e X xY saglansm. Bu

durumda VneN igin 7((X,,¥,).(X ¥))=(d(X,,X), 2(¥ar ¥))<(a;,0,) ¥ 0 olacak bigimde

(an,bn)c ExE dizisi vardir. Dolayisiyla, XnL>X ve yn”—'E>y saglanir. f ve ¢
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vektorel siirekli oldugundan f (Xn )L) f (X) veg (yn )L> g (y) saglanir. O halde,

‘f (x,)—f (X)‘ <c, v 0ve ‘g(yn)— g (y)‘ <d, {0 yazlabilir. Dolayistyla,

dE(h(Xn’yn)'h(X’ y)):dE(‘f(Xn)_g(yn)

| ()-9(y))
=t (x)=g(v)|=|f () =g (M) =] f (%) =9 (y.)| g (y)-f (x)]
<[f(6)=9(%)+9(y)= f (¥)[<[F (%)= T (%) +]a(v,) -9 (y)[=(c,.d,) + 0

elde edilir. Buradan da, h(Xn, yn)L)h(x, y) yazilabileceginden h fonksiyonu vektorel

sureklidir.

4.1.11.0rnek

(X,d,E) ve (Y,p,F)Vektér metrik uzaylar, f :(X,d,E)—)(E,dE,E).Ve
g :(Y,p, F) —)(F,dF, F)Vektérel stirekli ~ fonksiyonlar  olsun. V(X, y) e X xY i¢in
hi(XxY,7,ExF)—(ExF,d. ., ExF) (xy)—>h(x, y):(f(x),g(y)) seklinde tanimli

h fonksiyonu vektdrel siireklidir. (X, Yy, )= X xY —2=F—(x,y)e X xY saglansimn. Her bir

neN igin  7((x,¥,).(%Y))=(d(%.%), 2(¥, ¥))<(a,,b,) ¥ 0  olacak  bigimde
(a,,b,)cExF dizisi vardir. Dolayisiyla, X, —£>X ve y,—2F>y saglani. f ve g
vektorel siirekli oldugundan  f(x,)—=E—>f(x) veg(y,)—="—>g(y) saglanr.
Buradan|f (x,)— f (x)|<c, 40 ve |g(y,)-g(y)|<d, 40 olacak sekilde (c,,d,)cExF

dizisi vardir. Dolayisiyla,

de.e (N(%, ¥0):h (6 ¥)) =dese ((F (%), 9(¥0)):(F (). (¥)))

elde edilir.

Yukarida verilen 6rnekler géz 6niine alindiginda asagidaki sonuglara ulagilir.
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4.1.12 Sonuc

a.  f:(X,d,E)>(Y,7,G) ve g:(X,p,F)—>(Z,EH) vektorel siirekli fonksiyonlar
olmak iizere h:(X,8,ExF)—(YxZ,7,GxH), h(x)=(f(x),g(x)) fonksiyonu
vektorel siireklidir.

b. G bir Riesz uzay ve f:(X,d,E)—(G,d;,G) veg:(Y,p,F)—>(G,d;,G) vektorel
stirekli fonksiyonlar olmak iizere,
h:(XxY,z,ExF)—(G,ds,G) (x,y) >h(x,y)=|f(x)-g(y) seklinde tanimh h

fonksiyonu vektorel siireklidir.
C. G ile H birer Riesz uzaylari ve f :(X,d, E)—)(Z,U,G) ile g :(Y,p, F)—)(W,f, H)

vektorel stirekli fonksiyonlar olsun. Bu durumda,

h:(XxY,7,ExF)—(ZxW,7,GxH), h(x,y):(f(x),g(y)) seklinde tanimli h

fonksiyonu vektorel siireklidir.

Kanut:

ki x—22F 5x  olsun Buradan VneN  icin

n

a. Kabul  edelim
(%, X)=(d (%,,%), p(%;, %)) <(a,,b,) ¥ 0 olacak bigimde (a,,b,) = ExF dizisi vardir. Bu
ise bize d(x,,x)<a,+0 ve p(x,,x)<b, L0 oldugunu verir. O halde X,—E—>Xve
X,—2"—>Xsaglanir.f ve g vektorel sirekli oldugundan  f(x,)—2"> f (x)
veg(x,)—2%>g(x)dir. Buradan 7(f(x,),f(x))<c, 40 ves(g(x,).g(x))<d,+0
olacak  bigimde (c,)=G,(d,)cH dizileri vardir. Dolayistyla,

ﬁ(h(Xn),h(X)) = ﬂ'(( f (Xn), g (Xn)),(f (X), g (X))) S(Cn,dn)i 0 saglanir.

(c,.d,)=GxH .oldugundan h(x,)—=2"—h(x) elde edilir.

b. (X, ¥y ) = X XY —2EF5(X,y)e XxY  saglansm. Bu durumda VneN icin

zz((xn,yn),(x, y))=(d(xn,x),p(yn,y))s(an,bn)¢0 olacak bi¢imde (a,,b,) = ExF dizisi

vardir. Dolayisiyla, X, —2E 5x ve Y, —2F 5y saglanir. f ve g vektorel siirekli oldugundan
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f(x,)—==>f(x) veg(y,)—==>g(y) saglanir. O halde, |f(x,)—f (X)‘Scn 40 ve

\g ( Y.)—9 (y)‘ <d, {0 yazlabilir. Dolayisiyla,

[T ()-a(y))

dg (h(%,,¥a):P (% ¥)) = (| T (%,) =9 (¥,)
=/ 1f (%) =g (v)|=[f ()=g(¥)] |=] [F (%) =9 (¥a) g ()= f (x)] |
S|f(Xr1)_g(yn)+g(y)_ f (X)|S|f(xn)_ f (X)|+|g(yn)_g(y)|S(Cn’dn)‘l’o

elde edilir. Buradan da, h(xn,yn)&)h(x, y) yazilabileceginden h fonksiyonu vektorel

sureklidir.

C. (X, ¥y) = X XY —2EF5(X,y)e XxY  saglansm. Her bir neN  igin
(%, ¥a): (% ¥))=(d (%,.%), 2(¥y, ¥)) <(a,.b,) ¥ O olacak bigimde (a,,b,) cExF dizisi
vardir. Dolayisiyla, X, —25—>X ve Yy —255y saglanir. f ve g vektorel siirekli oldugundan
f(x,)—2%>f(x) veg(y,)—"—>g(y) saglamr. Buradann(f(x,),f(x))<c, 10 ve

f(g(yn),g(y))ﬁdni«o olacak sekilde (c,,d )cGxH dizisi vardir. Dolayisiyla,
7(h (%Yo ) (% Y)) =7 ((F(%,),9(¥.)).(F (%), 9(y))) <(c,.d,) ¥ 0 elde edilir.
4.1.13 Teorem

(X <Y, Ex F) carpim vektor metrik uzayi olmak {izere, (Zn) =(Xn, yn) c X xY dizisi ve

Z= (X, y) e X xY elemani i¢in Z, — 2B 57 olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul X, —4E 5x

ve Y, —25—y olmasidir.

Kanit:
Kabul  edelim ki z —2E% 57 olsun.  Bu  durumdaVneN  icin
(20, 2) =7 ((%: ¥n ). (% ¥)) =(d (%, X), £(¥nr ¥)) <(@,,b,) 4 O olacak bigimde

(an b, ) c ExF dizisi vardir. O halde carpim uzay1 lizerindeki siralama geregi,
vneN igin d(x,,x)<a, L0 ve p(y, y)<b, 10 < x,—2E>x ve y,—25>y
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saglanacagindan istenilen goriliir. 1

Asagidaki teorem bir fonksiyonun vektorel siirekliligi ile grafiginin kapaliligi

arasindaki iliskiyi verir.

4.1.14 Teorem

(X,d,E) ve (X,p,F) vektor metrik uzaylar, f:X —Y fonksiyon olsun. f ‘in grafigi

G, = {(X, f(x)|xeX )} icin asagidakiler saglanir.

a. (X xY,7,ExF) vektor metrik uzayinda G; ‘in ExF —kapali olmasi igin gerekli ve
yeterli kosul X,—E>x ve f(x,)—25>y olacak bicimdeki her bir (x,)c X
dizisii¢in y = f (X) olmasidir.

b. f vektorel siirekli ise G, , Ex F —kapalidir.

C. f fonksiyonu x, € X noktasinda vektorel siirekli ise h: X — G, h(X):(X, f (X))
fonksiyonu da x, € X noktasinda vektorel siireklidir.

Kanit:

a.  Kabul edelim ki G,, ExF-—kapali, (x,)cX dizisi i¢in X,—E>X ve

f (x,)—25>y olsun. 4.1.13 Teorem ile (x,, f (x,))—==5—(x,y) olur. G;,ExF —kapali
ve (x,y)eG, oldugundan y=f(x)elde edilir. Tersine, z, =(x,, f(x,))=G, dizisi igin

z,—2F >7=(x,y)e XxY saglansm. Yine 4.1.13 Teorem ile x,—E->Xx ve

n n

f (x,)—2=>yolur. Hipotez geregi y=f(x) olacagindan Z€G; elde edilir. Yani G,

kapalidir. 1

Metrik uzaylarda denk metrikler ayni topolojiyi {iiretirler. Dolayisiyla yakinsaklik

0zdestir. Vektor metrik uzaylarda ise durum biraz farklidir.
4.1.15 Tamim

X tizerinde tanimli E-degerli vektor metrik d ve F-degerli vektor metrik o olsun. Her bir

(x,)= X dizisi ve xe X elemant igin X, —E—>X gerek ve yeterli sart x, —2=—x ise d ve
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p metriklerine (E, F)-denk vektor metrikler denir.

4.1.16 Onerme

X iizerinde taniml E-degerli iki vektor metrik d ve p i¢in asagidaki onermeler denktir.

1. VXx,ye X igin ad (X, y) < p(x, y) < pd (X, y) olacak bi¢cimde «,f R pozitif

sayilar1 vardir.

2. x,yeX igin p(xy)<T(d(x,y)) ve d(x,y)<S(p(x Y)) olacak bigimde pozitif

ve o —sirastrekli S, T : E — E operatorleri vardir.
Kanit.

1= 2 kabul edelim ki 1 saglansin. VaeE i¢in T (a) =pfa ve S (a) =a'a Seklinde taniml
T ve S operatorler pozitif o —sira siireklidirler. Dolayisiyla kabuliimiizden VX,y e X igin
p(X, y) <pd (X, y) yazilabilir.  Yani, p(x, y) <T (d (X, y)) saglanir. Benzer sekilde

VX,ye X i¢in ad (X, y) < p(X, y) oldugundan d (X, y) < a‘lp(x, y) saglanir, dolayisiyla

d(xy)<S(p(xy)) elde edilir.

2=>1 Kabul edelim ki 2 saglansm. Vx,yeX igin p(xy)<T(d(xy)) ve
d(xY)<S(p(xy)) olacak bigimde pozitif ve o —sira siirekli S,T:E—E operatorleri
olsun. T operatrii o —sira siirekli oldugundan sira smirhidir ve T(d(x,y))<Ad(xy)
olacak bigimde bir € R pozitif sayisi vardir. Dolayisiyla p(X,y)<T(d(x,y))<d(x,y)

oldugu  gorilir. S  operatorii o —swra  siirekli  oldugundan  sira  sinirhdir.

S ( p(x, y)) < a’lp(x, y) olacak bicimde bir «eRpozitif sayis1 vardir. Dolayisiyla

d(x,y)<S (p(X, y)) <a'p(xy) saglanacagindan ad(X,y)< p(x,y) oldugu goriiliir. (1
4.1.17 Sonuc

(X,d,E) ve (X,p,F)vektdr metrik uzaylar olsun. Eger Vx,yeX i¢in
(X, y)ST(d(X, y)) ve d(x,y)< S(p(x, y)) olacak bi¢imde pozitif ve o — sira siirekli

T:E—>F,S:F —E operatorleri varsa d ile p (E, F ) denk vektor metriklerdir.
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4.1.18 Ornek

R? iizerinde tamiml1 alisilmis siralamay diisiiniirsek asagidaki 6rnekleri verebiliriz.
1.b,c>0vea,b+c>00lacak  bi¢imde a,b,ceRsayilar1  igin d (X, y):a|x—y|
ve p(x,y)=(b[x-y|.c|x—y|) seklinde tammli d ve p ile (R,d,R) ve (R,p,R*) vektor
metrik  uzaylar  olur. vx,yeR icin  T:R—>R%;T(x)=a’(bx,cx)  ve

S:R*> > R;S (X, y) =abx seklinde taniml1 T ve S operatorleri pozitif ve o — sira stireklidir.

VX, ¥y €R igin,

p(xy)=(b[x—y|.c|x—y])=a"(ba|x-y|,calx—y|])=a™(bd (x,y),cd (x,y)) =T (d(x,y))
ve d(x,y):a|x—y|=ab‘1b|x—y|:S(b|x—y|,c|x—y|):s(p(x,y)) saglanacagindan bir

onceki sonug geregi d ile p vektor metrikleri R {izerinde (R,RZ) denktir.

2.VX = ()(1, X, ), y= (yl, y2) e R? ve a,b,c,e>0 reel sayilar i¢in taniml
d(xy)=alx —y|+b]x,—y,| ve p(x,y)=(c|x, —y,|.e[X, — y,|) fonksiyonlar ile (Rz,d,R)
ve (RZ, 0, Rz) vektor metrik  uzaylardir. T:R—>R*T(x)= (Ca’lx, eb’lx) ve

S:R* > RR;S (X, y) =ac'x+be™'y seklinde tanimli operatorler pozitif ve o —sira

sureklidirler.

p(%y)= (el ~ v e, ~v,[) < (ca™ (al ~ | +blx, - . ).eb™ (al — | +blx, - )
=T (alx,—y,|+b[x,—y,|) =T (d (x.y))

olur. Diger taraftan,
d (X, y) = a|x1 - y1| +b|X2 - y2| = (aC71C|X1 - Y1|+beile|xz - y2|) =S (C|X1 - y1|!e|X2 - y2|)

ise d(x,y)<S (p(x, y)) saglanir. Bu ise bize (R,RZ) degerli d,p vektdr metriklerinin R?

tizerinde denk oldugunu verir.
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Benzer sekilde, VX=(X1,X2),y=(yl,y2)e]R2 ve a,b>0 reel saylart igin
n:R’xR® >R, 7(xy)=max{alx —y|.b|x,~y,|} fonksiyonu ile (R?n,R) vektor

metrik uzaydir. Eger max{a|x1 —yi|.b|x, — y2|} =a|x -y, ise,

p(%y)=(cx = vil-ex, — y2[) < (caalx ;] eb™alx — [} =T (al — i)
=T (max{a|x —y.b|x, ~ v,[}) =T (n(x.y))

olur. Eger max{a|x —y;|,b[x, = y,|} =b|x, —y,| ise,

p(xY)=(clx — il e[x, ~y.[) < (ca™dlx, ~ y,|.eb™b|x, — y,[) =T (bJx, ~ v,|)
=T (max {afx, —y|.b|x, = y,}) =T (n(x. y))

olur. Yani, p(x, y) <T (n(x, y)) saglanir. Diger taraftan

a|x1 Vi +b|x, - y,| = (acc|x, — ;| +be e|x, — y,|)

(p(x¥))

saglanir. Dolayisiyla, d,7 vektdr metrikleri R? iizerinde (RZ,R) denktir.

U(X’Y) max{a|x1 y1| b|X }
_S( % — Vi, €%, - ) S

Diger taraftan; S operatdriinii farkli olarak S:R” —R;S (X, y) = max{ac‘lx,be‘ly}
seklinde tanimlarsak 7,p vektdr metriklerinin de R’ iizerinde denk (]R, ]Rz) oldugunu
gorebiliriz. Aciktir ki S pozitif ve o — sira siirekli operatordiir. VX = (Xl, X, ), y= (yl, yz) e R?

ve Va,b,c,eeR" icin. p(x,¥)<T (7(X,y)) oldugu gosterildi.

n(xy)=max{alx - y,|,b|x, - y,|} = max{ac c|x -y, ,be"e[x, - v, }
=S(c[x — il e[x, —¥,[) =S (p(x))

saglanir. VX=(%,%,),y=(¥,,y,)eR? ve Va,b,c.eeR" igin. p(X,y)<T(n(x,y)) oldugu

onceden gosterildiginden istenen elde edilmis olur.

Simdi de iki vektor metrik uzay arasinda tanimli izometri kavramini verelim.
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4.1.19 Tanim

(X .d, E) ve (Y, 0, F) vektor metrik uzaylar, f : X —Y fonksiyon olmak iizere,

i vx ye X igin T, (d(x,y))=p(f(x). f(y))
. VaeE icin T, (a)=0 iken a=0
sartlarint saglayan T, : E — F lineer operatorii varsa f fonksiyonuna vektor izometri denir.

Eger f oOrten ve T, operatori Orgii homomorfizmi ise, (X,d,E) ve
(Y, o, T, (E))Vektér metrik uzaylarna vektdr izometriktir denir. Tanimdan kolayca

goriilebilecegi gibi, vektor izometri birebir fonksiyonlar i¢in vektdrel uzakligi koruyan birebir

fonksiyondur.
4.1.20 Ornek

VX, yeR ve b,c>0 ve a,b+c>0 olacak  bigimdeki Va,b,ceR i¢in
d:RxR—->R,d(xy)=alx-y| ve p:RxR—>R? p(xy)=(b[x-y[,c|x—y|) seklinde
tanimli  fonksiyonlar vektor metrik tanimlar. T, :R—)IRZ;T, (x):a’l(bx,cx) lineer
doniisiimii i¢in,

i T (d(xY))=T, (alx-y])=2a"(ba|x~y|.calx~y|)=(b]x~y|.c[x=y])= p(1 (x).1(¥))

ii. T,(x)=0<a™(bx,cx)=0<x=0

saglandigindan | :(R,d,R)— (R, P, Rz) ozdeslik fonksiyonu bir vektdr izometridir. Bundan

dolay (R,d,R) ile (R,p,T, (R)={(x,y):cx=by;x,y e ]R}) vektor metrik uzaylari vektor

izometriktir.

4.1.2] Tanim

(X,d, E) ve (Y,p, F)Vektér metrik uzaylar olmak tizere f:X —Y fonksiyonu birebir,

vektorel siirekli ve f (X) tizerinde vektorel siirekli bir terse sahipse, f fonksiyonuna vektor
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homeomorfizm denir. Ek olarak f érten ise (X,d,E) ve (Y,p,F) vektdr metrik uzaylari

vektor homeomorfiktir denir.

Aciktir ki vektor homeomorfizmler dizilerin vektorel yakinsakligini korudugu icin

vektor homeomorfizmler ile kapali kiimelerin iliskisi asagidaki gibi verilebilir.
4.1.22 Teorem
Orten vektdr homeomorfizmler vektdrel kapali kiimeleri korur.

Kanat:

(X,d,E) ve (X,p,F) vektor metrik uzaylar, f:X —Y vektér homeomorfizm ve
Ac X ,E—Kkapali alt kiime olsun. ™ vektorel siirekli oldugundan Teorem 4.1.6 geregi
VAc X, E—kapali alt kiimesi igin f (A)= ( f ’1)71 (A)c Y, E—kapalidur.

Asagidaki ornek vektor homeomorfizm ile vektdrel denklik arasindaki iliskiyi

orneklendirir.

4.1.23 Ornek :

(X,d,E) ve (X,p,F)X vektor metrik uzaylar olmak iizere d ile p, (E,F)-denk olsun.
I : X — X birim fonksiyonu ile (X,d,E) ve (X,p,F) vektér homeomorftur. Diger
taraftan, f:X —Y fonksiyonu ile (X,d,E) ve (Y,p,F) vektdr homeomorf ise VX, y e X
igin 5:XxX >F, §(xy)=p(f(x),f(y)) seklinde tamimls vektér metrik ile d , (E,F)-

denk vektor metriklerdir.

4.2.  Siirekli Fonksiyonlarin Genislemeleri

(X,d,E) ve (Y,p,F)vektor metrik uzaylar Ac X ve f:A—Y vektorel siirekli
fonksiyon olsun. Vxe A i¢in f(x)=g(x) esitligini saglayan g:X —Y fonksiyonuna f ‘in

X {izerine bir genislemesi denir. Boyle bir genisleme her zaman bulunabilir. Onemli olan f

fonksiyonunun ayni1 6zelliklere sahip bir genislemesinin bulunup bulunmamasidir.
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4.2.1 Teorem

(X,d,E) ve (Y,p,F) vektor metrik uzaylar ve f,g:X —Y vektorel siirekli fonksiyonlar

olmak iizere, {X eX:f (X) =0 (X)} c X kiimesi E-kapalidir.

x —2E 5>x saglansm. f ve g vektorel siirekli oldugundan  VneNigin

P(1(x),9())<p(F (%), T (x))+2(f(%).904))+,(9(x).9(x))<(2,+b,) L 0
olacak bigimde (a, )CE ve (b,)cF dizileri vardir. Buradan her bir neN igin
f(x,)=9(x,) oldugundan f(x)=g(x) saglamr. Dolaysiyla xeB, yani Bc X
E-kapalidir. 3

4.2.2 Sonug

(X,d,E) ve (Y,p,F) vektdr metrik uzaylar, f,g:X —Y vektdrel siirekli fonksiyonlar
olmak tizere {X eX:f (X) =0 (X)} c X kiimesi X ‘de E-yogun ise f =g dir.

Kanit:

{xeX:f(x)=g(x)} =X kiimesi X ‘de E-yogun oldugundan Vxe{xeX: f(x)=g(x)}
elemant igin 3(x,)={xe X : f(x)=g(x)} dizisi vardir syle ki X, —2E—>x saglanr. f ve g
fonksiyonlar1 vektorel siirekli oldugundan f(x,)—25>f(x) ve g(x,)—2>g(x)
yazilabilir. Vxe{xeX:f(x)=g(x)} elemamt i¢in f(x)=g(x,)—2">f(x)=g(x)
oldugundan f =g . CI

4.2.3. Tanim

(X,d, E) ile (Y,p, F) vektor metrik uzaylar ve f : X —Y fonksiyon olsun.

a. vx,yeX ve b>0 olacak Dbi¢imdeki VbeFi¢in d (X, y) <a iken

p( f(x), f (y)) <b olacak sekildle JacE,a>0 varsa f fonksiyonuna topolojik diizgiin

stireklidir denir. Burada a € E yalnizca b € F elemanina bagli olarak bulunur.

41



b. Her bir (x,)= X, E-Cauchy dizisi i¢in f(x,)cY, F-Cauchy dizisi ise f

fonksiyonuna vektorel diizgiin stireklidir denir.

4.2.4. Teorem

(X,d,E) ile (Y, p,F) vektor metrik uzaylart ve F Arsimedyan Riesz uzayi olsun.

f : X —>Y fonksiyonu topolojik diizgiin siirekli ise vektorel diizgiin siireklidir.
Kanit:

Kabul edelim ki (x,)c X dizisi E-Cauchy dizisi olsun. O halde Vvn,peN igin

3b, =b, (%bje E vardir 6yle ki d(xn,xmp)<bn iken p(f(xn), f (xn+p))<%b saglanir.

c,=a,vb, eE olmak tzere Vn,peN i¢n d (Xn, Xosp ) <a, <c, saglandiginda
p( f(x,),f (Xn+p)) < %b saglanir. Diger taraftan, F Arsimedyan oldugundan %b Lo “dr.
Buradan f(x,)cY dizisinin F-Cauchy dizisi oldugu goriiliir. Bu ise f fonksiyonunun
vektorel diizgiin siirekli oldugunu gosterir. L1

4.2.5. Ornek

a. (X .d, E) ve (Y,p, F) vektor metrik uzaylar, T, :E — F pozitif ve o —sira siirekli

operatdr ise f : X —Y vektdr izometri fonksiyonu vektorel diizgiin siireklidir.

b. (X .d, E) vektor metrik uzaymda bir y € X elemant igin f : X - E, f, (X) =d (X, y)

seklinde tanimli f, fonksiyonu vektdrel diizgiin siireklidir.

C. E Dedekind tam Riesz uzayr olmak iizere (X,d, E) vektor metrik uzaymin bir alt

kiimesi Ac X olsun. Vx e X icin
fo,: X >E, f,(x)=d(x,A)=inf{d(x,y):yeA} seklinde tammli f, fonksiyonu

vektorel diizgiin siireklidir.

Asagidaki teorem vektdr metrik uzaylar arasinda tanimli fonksiyonlarin genislemeleri

ile ilgili baz1 6zellikleri kanitlar.
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4.2.6. Teorem

(X .d, E) vektor metrik uzay, Ac X E-yogun alt kiime, (Y ' P F) F-tam vektor metrik uzay
ve F Arsimedyan olsun. Bu durumda, f:A—Y topolojik diizgiin siirekli fonksiyonunun X

‘in tamamina bir tek vektorel siirekli genislemesi f:X Y vardur.
Kanit:

xe X olsun. Ac X E-yogun alt kiime oldugundan EI(Xn) c A dizisi vardir ve x, —2E5x
olur. f topolojik diizgiin siirekli ise vektorel diizgiin siirekli olacagindan f (x,) F ‘de Cauchy
dizisidir. F tam oldugundan f(x,)—25>y olacak bigcimde bir
yeYvardir.g: X ->Y,g (X) =Yy seklinde tanimli fonksiyon f ‘in X iizerine genislemesi
olsun. g ’nin se¢imi (Xn) dizisinin se¢iminden bagimsiz oldugundan g iyi tanimlidir. Simdi g

‘nin X {izerinde topolojik diizgiin siirekli oldugunu gosterelim. f topolojik diizgiin siirekli

oldugundan VXx,ye A ve a>0 olacak bi¢cimdeki VaeF i¢in d (X, y) <b oldugunda
p( f(x), f (y)) <a olacak sekilde IbeE,b>0 vardir. x, —2E>x ve y —2E 5y olacak
bi¢cimde (Xn),(yn)c A dizilerini secelim. O halde d (Xn, yn)—°>d (X, y) saglanir. Diger
taraftan vn>n, igin d (Xn, yn)< b oldugunda p(f (X), f (y)) <a olacak sekilde n,eN

vardir. f vektorel diizgiin siirekli oldugundan f(x,), f(y,)<=Y F- Cauchy dizileridir. Y,F-

tam oldugundan f(x,)—2">u, f (y,)—25>v olacak bigimde u,y €Y vardir.g
fonksiyonunun tanimindan g (X) =Uu ve g (y) =V dir. @) halde

p(g(xn),g(yn))—°>p(g(x),g(y)) Bundan dolay1 p(g(x),g(y))ﬁb elde edilir. g

fonksiyonu X iizerinde topolojik diizgiin siireklidir. [

4.3.  Vektorel Siirekli Fonksiyon Uzaylar:

Bu boliim simdiye kadar 6zelliklerini gordiiglimiiz vektor metrikleri arasinda tanimli
vektorel siirekli ve topolojik siirekli tiim fonksiyonlarin olusturdugu smifin Riesz uzay

oldugunu gostermeyi amaglamaktadir.
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4.3.1. Tanim

(Y, ol F) vektor metrik uzay X bostan farkli bir kiime olsun. Her bir ne N i¢in f : X —5>Y
seklinde tanimli fonksiyonlarin olusturdugu (fn) fonksiyon dizisini disiinelim. f: X —Y
bir fonksiyon olmak iizere, her bir xe X igin p( f, (X), f (X))San olacak bicimde bir

a, J0c F dizisi varsa ( fn) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna diizgiin F-yakinsaktir denir.

4.3.2. Teorem

(X,d, E) ve (Y, ol F)Vektér metrik uzaylar, vektorel siirekli fonksiyonlarin olusturdugu

(f,)c=Y* fonksiyon dizisi bir f eY” fonksiyonuna diizgiin F-yakinsak ise f vektdrel

stirekli fonksiyondur.

Kamit: Kabul edelim ki (x,)= X ve x,—E->x olsun. (f,)—25— f yakinsamas: diizgiin
F-yakinsak oldugundan VneN icin p( f.(x), f (X)) <a, olacak bi¢imde (a,) J0cF
dizisi vardir. Diger taraftan VK e N icin f, fonksiyonlar1 vektorel siirekli oldugundan igin

p( f (%), fe (X)) <b, olacak bigimde (b, ) L0cF dizisi vardir. Burada k =n alinirsa

p(F (%), f(x)<p(f(x). f,(x))+p(f(x). f,(x)+p(f,(x,). f,(x))<(2a,+b,) ¥ 0ol

dugundan f (x,)—25— f (x) elde edilir. (3

n

(X,d, E) vektor metrik uzay Ac X ve A=O olsun. sup{d (X, y)|X, y € A} degeri
varsa bu supremum degerine A kiimesinin E- ¢ap: denir. WX,y e A i¢in d(x,y)<a olacak

sekilde E Riesz uzayinda 3a >0 sayisi varsa A kiimesine E-sinirli kiime denir. Diger bir
deyisle A kiimesinin ¢ap1 sonlu ise A kiimesi E-siirlidir. Kolayca goriilecegi lizere E

Dedekind tam ise £ ’nin her E-sinirl1 alt kiimesi bir E-gapa sahiptir.

4.3.3. Tanim

(X,d, E) ve (Y,p, F)Vektér metrik uzaylar olmak iizere, f: X —Y fonksiyonu X ’in E-

siirli alt kiimelerini Y ’nin F-sinirh alt kiimelerine gotiirtiyorsa f fonksiyonuna vektérel

smmirlidir denir.
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4.3.4. Teorem

(X .d, E) ve (Y P F) vektor metrik  uzaylar olmak iizere VX,ye X  igin
p(f (X), f (y)) <T (d (X, y)) olacak bi¢gimde bir T:E —>F pozitif operatorii var ise

f : X =Y fonksiyonu vektorel sinirhdir.

Kanut:

VX, y e X icin T.:E—>F pozitif operator oldugundan
p( f(x),f (y)) <T (d (x, y)) <T(a)=b saglanir. Yani VX,yeA i¢in p( f(x), f (y)) <b
olacak bigimde be F* elemani vardir. Her bir Ac X E-sinirli kiimesi i¢in f (A) F-siirh

oldugundan f vektorel sinirhidir. 1

(X,d,E)  vektor metrik uzay ve F bir Riesz wuzay olmak iizere

C,(X,F)={f:(X,d,E)—>F|f vektorel siirekli}

C.(X,F)={f:(X,d,E)—F|f topolojik siirekli}

kiimelerini tanimlayalim. Burada sozii edilen vektdrel ve topolojik siireklilik kavramlarinda, F

iizerinde tammh p:FxF —>F, p(X,y)=|x—y| vektdr metrik diisiiniilecektir. Onceden

gosterildigi tizere C, (X , F) cC, (X , F) saglanir.
4.3.5. Teorem

Fonksiyonlar arasinda tanimli alisildik siralamaya gore CV(X,F) ve Ct(X,F) Riesz

uzaylaridir.

Kanit:

f,geC,(X,F) segelim. x,—E>x ise f(x,)——>f(x) ve g(x,)—=—>g(x) olur.
Dolayistyla, i¢in o skalari i¢in (f +ag)(x,)—(f +ag)(x) olur. Yani, C,(X,F) vektor

uzayidir. Diger taraftan, Vf,geC, (X, F) ve (Xn )L)X e X olacak bi¢imdeki

g (Xn )—°> g (X) saglanir. Dolayisiyla, f.vg,—— f v g,oldugundan
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(fvg)(x,)——(fvg)(x) saglanir. Benzer olarak (f Ag)(x,)——(f Ag)(x) saglanr.
Bu ise CV(X,F)={f :(X,d,E)—>F|f vektorel SUrekli} ‘nin bir Riesz uzayr oldugunu
gosterir.

Simdi de C,(X,F)={f:(X,d,E)—F|f topolojik siirekli} uzaymmn Riesz uzay

oldugunu gosterelim. f,geC (X,F) segelim. Vvb>0, beF i¢in d(X,y)<a, oldugunda

| (x)-f (y)‘<%b olacak sekilde 3Ja >0, a cE, ve benzer sekilde d(Xx,y)<a,

oldugunda ‘g(x)—g(y)‘<%b olacak sekilde Ja, >0, a, e E vardir. a Ana, =a olmak

iizere d(x,y)<a oldugunda

0<|(f+g)(x)-(f+g)( y|=|f(X +g(x)=g(y)
<[t (0~ (y)+]o(x)-a(y) <b

olacak bigimde Ja>0, acE elemani vardir. Bu ise f+geC,(X,F)oldugunu gosterir.
feC/(X,F) ise Yb>0,beF ve her bir =0 skalari i¢in d(x,y)<a, oldugunda
[f(x)-f(y)|<|alb  olacak  sekilde  3a>0,aecE  vardi.  Dolaysiyla,
(af)(x)=(af)(y)=|a]|f (x)-f(y)|<b saglanacak bicimde 3Fa>0, acE vardr. Bu
ise, af €C (X, F)oldugunu gosterir. C,(X,F)={f:(X,d,E)— F|f vektorel siirekli} bir
vektSr uzayidir. Simdi de C, (X,F)={f :(X,d,E)— F|f topolojik siirekli} uzaymnmn Riesz

uzay1 oldugunu gorelim.

arna,=a olmak  iizere d(x,y)<a  oldugunda  Birkhoff esitsizliginden
0<|(fva)(x)-(fva)(y)<|f(x)-f(y)+|g(x)-g(y)<b olacak bigimde
Ja>0,aeE eleman1 var oldugundan fvgeC (X, F) elde edilir. Benzer olarak

f AgeC,(X,F) oldugu kolayca goriiliir. (3

vx,yeXigin |f(x)-f(y)|<T(d(x,y)) olacak bigimde bir T:E—F pozitif

operatoriiniin var oldugu f fonksiyonlarmm kiimesini C? (X, F) seklinde gosterelim.
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Birkhoff esitsizliginden acgiktir ki CV0 (X, F), CV(X, F) ‘nin Riesz alt uzayidir. Ustelik,

gosterildigi iizere her bir f e C? (X , F) fonksiyonu vektorel sinirhidir.

4.3.6. Sonug

(X,d,E) vektor metrik uzay ve F  bir Riesz uzay olmak @ {izere,

C,(X,F)d, :C)(X,F)xC)(X,F)>F, d,(f, g)=sup,,

f(x)—g(x)| F-degerli diizgiin
metrik ile bir vektor metrik uzaydir.

Kanut:

vml. vxeX,vf,geC)(X,F) i¢in d, (f,9)=0<sup,,

f(x)-g(x)|=0«<VvxeX

icin | f (x)—g(x)|=0 < vxeX iein f(x)=g(x) = f=g.

V2. VxeXvevf,g,heC®(X,F) igin

£ ()= 0(0] <] ()~ ()~ (x) <] ()~ () = ()~ 5 ()|
<sup]f (x)~h(x) +supl(x) -9 (x)

saglanir. Dolayisiyla, sup,

g(x)-h(x)|

f(X)—g(X)] < sup,cx | F (x)—h(X)|+sup,.
d,(f,h)+d_(g,h) saglanmasidir. (3

olmast i¢in gerekli ve yeterli sart d_ (f,g)<

Kompakt kiimeler sonlu kiimeler gibi davrandigindan énemli avantajlar saglar. Vektor
metrik uzaylarda metrik uzaylarda oldugu gibi paralel sonuglar elde edilebilir. Fakat bu

boliimii ilgilendiren vektorel siireklilikle iligkisini veren bir sonucu vermekle yetinecegiz.

Tanim:

(X,d,E) vektdr metrik uzay Ac X olsun. A alt kiimesinin her agik Srtiisiiniin sonlu bir alt

ortiisii varsa A kiimesine kompakt kiime denir. Ozel olarak X "in her acik &rtiisiiniin sonlu bir

alt ortiisii varsa (X, d, E) vektor metrik uzayina kompakt uzay denir.
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Teorem:

(X,d,E) ve (Y,p,F) vektor metrik uzaylar ve f:X —Y vektorel siirekli bir fonksiyon

olsun. Eger K < X kompakt bir alt kiime ise f (K)cY alt kiimesi de kompakttir.

Kanit:

(Vi)»  F(K)'mn agik bir &rtisi  olsun.  Yani f(K)c|JV,  saglanr.

iel

iel iel

K c f*l( f (K)) c f{UVi j = U f*(V,) saglanacagindan ( (v, )) ailesi K’ nin bir

ortiisii oldugu elde edilir. f vektorel siirekli oldugundan, her i i¢in f~(V,) agik bir kiimedir
ve bu aile K’nin acik bir Ortlisii olur. Dolayisiyla, K kompakt oldugundan

K< £V, )U..U (v, ) icindeligini saglayan sonlu sayida iy,....i, € | vardir. O halde,
fF(K)s f(FH(V,)U..UT(v,))

SF(F(V)U-UT(F2(v))

=V, U..Uv,

olur. Buise f(K) kiimesinin kompakt oldugunu gdsterir.

48



5. KAYNAKLAR

Aliprantis C D, Border K C (1999). Infinite Dimensional Analysis. Springer-Verlag, 703s,
Berlin.

Aliprantis C D, Burkinshaw O (2006). Positive Operators. Springer, 367s, Dordrecht.
Aliprantis C D, Tourky R (2007), Cones and Duality. AMS, 574s, Providence.
Caglar M, Ercan Z (2014). Order-Unit-Metric Spaces. Positivity. 18: 557-565.

Cevik C, Altun I (2009). Vector Metric Spaces and Some Properties. Topol. Methods
Nonlinear Anal., 34(2): 375-382.

Cevik C (2014). On Continuity Functions Between Vector Metric Spaces. J. Funct. Spaces.
Art.ID 753969: 6pp.

Cevik C (2015). Completion of Vector Metric Spaces. G.U. Journal of Science. 28(1): 69-73.

Ercan Z. (2014). On the End of the Cone Metric Spaces. Topology and its Applications. 166:
10-14.

Huang L G, Zhang X (2007). Cone Metric Spaces and Fixed Poind Theorems of Contractive
Mappings. J.Math.Anal.Appl. 332: 1468-1476.

Jankovic S, Kadelburg Z, Radenovic S (2011). On Cone Metric Spaces: A survey. Nonlinear
Analysis. 74:2591-2601.

Khani M, Pourmahdian M (2011). On the Metrizability of Cone Metric Spaces. Topology
and its Applications. 158: 190-193.

Petre | R (2012). Operatorial Inclusion by Fixed Point Technigue in Vector Metric Spaces.
PhD. Thesis. University of Babes-Bolyai, Faculty of Mathematics and Computer
Science. Cluj-Napoca.

Nesin A. (2012). Analiz 1V . Nesin Yaymcilik A.S., 215p, Istanbul.
Zaanen A C (1983). Riesz Space I1. North-Holland, 720s, Amsterdam.
Zabreiko P P (1997). K-metric and K-normed Linear Spaces. Collect. Math. 48: 825-859.

49



OZGECMIS

Ilker Peksdz 27/01/1975 Tekirdag dogumlu olup, 1992 yilinda Kepirtepe Anadolu
Ogretmen lisesinden ve 1998 yilinda da Balikesir Universitesi Necatibey Egitim Fakiiltesi
matematik Ogretmenligi boliimiinden mezun olmustur. Mezuniyetinden sonra gesitli egitim
kurumlarinda egiticilik hayatina devam etmis ve 2008 yilinda ise Milli Egitim Bakanlig1 ‘nda
Ogretmen olarak goreve atanmistir. Halen Corlu ilgesi Sahinler Orta Okulunda matematik
Ogretmeni olarak gorev yapmaktadir.

50



