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Periyodik yığılı kütleli kirişlerde eğilme dalgalarının yayılımı  

Propagation of flexural waves in beams with periodic lumped mass  
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Öz  Abstract  

Bu çalışmada, periyodik yığılı kütleli Euler-Bernoulli 

kirişinde dispersiyon analizi yapılmakta ve periyodikliğin 

etkileri araştırılmaktadır. Önce sonsuz uzunlukta periyodik 

yığılı kütleli bir kiriş için yayılma matrisi yöntemi 

kullanılarak dispersiyon ilişkisi türetilmiş ve kütle oranına 

bağlı olarak oluşan bantlı frekans spekturumu verilmiştir. 

Daha sonra sonlu sayıda periyodik yığılı kütle olması 

durumunda dalga yayılımına olan etki araştırılmış ve 

iletkenlik fonksiyonu elde edilmiştir. Son olarak bu yığılı 

kütlelerden oluşan bariyerin yerdeğiştirme mod şekilleri, 

geçme ve durma bandı frekans değerleri için elde 

edilmiştir. Sonuçlar, periyodik yığılı kütleler ile yapılacak 

tasarımların dalga bariyeri olarak kullanılmasının mümkün 

olduğunu göstermektedir. 

 In this study, dispersion analysis is carried out in the Euler-

Bernoulli beam with periodic lumped mass, and periodicity 

effects are investigated. First, the dispersion relation is 

derived using the propagator matrix method for an 

infinitely long periodic beam with lumped mass. The 

banded frequency spectrum is given depending on the mass 

ratio. Then, in the case of a finite number of periodic 

lumped masses, the effect on wave propagation was 

investigated and the transmission function was obtained. 

Finally, the displacement mode shapes of the barrier 

consisting of these lumped masses were obtained for the 

pass and stop band frequency values. The results show that 

it is possible to use designs made with periodic lumped 

masses as wave barriers. 

Anahtar kelimeler: Eğilme dalgası, Periyodik yapı, Yığılı 

kütle, Bant boşluğu, Yayılma matrisi yöntemi 

 Keywords: Flexural wave, Periodic structure, Lumped 

mass, Bandgap, Propagator matrix method 

1 Giriş 

Periyodik yapıların mühendislik alanında kullanılması ve 

teknolojik alanda sağladığı katkılar son yıllarda hızla 

artmaktadır. Bu yapıların en önemli özelliği frekans 

spektrumunda bantlı bir yapı ortaya çıkartarak dalga 

yayılımının belirli frekans aralıklarında oluşmasına izin 

vermeleridir. Bu özellik sonucunda "durma bandı" olarak 

isimlendirilen frekans aralıklarında dalga zayıflaması 

görülürken, bu aralıkların dışında kalan diğer frekanslarda 

ise iletim devam eder. Periyodik yapıların bu özelliği, 

mühendislik uygulamalarında çok geniş bir yelpazede 

kullanılması olanağını sağlar. Örneğin inşaat mühendisliği 

alanında binalarda ve yapılarda titreşim azaltımı, titreşim 

yalıtımı, titreşim filtreleme amacıyla periyodik yapı 

tasarımına gidilebilir.  

Periyodik yapılar konusundaki ilk çalışmaların 19. yy. 

sonlarında Floquet [1], Rayleigh [2] tarafından yapılanlarla 

başladığı, Bloch [3], Brillouin [4] ile devam ettiği 

görülmektedir. Periyodik örgü yapıları, elektrik devreleri ve 

sürekli iletim hatları gibi problemlerin çözümleri üzerine 

1960’lara kadar yoğunlaşılmış ve gerekli teorik altyapı 

kurulmuştur. Özellikle yapı mühendisliği anlamında 

periyodik yapıların araştırılması konusundaki çalışmaların, 

1950’li yılların ortasından sonra başladığı görülmektedir [5]. 

Periyodik yapılar üzerine çalışmalar sınıflandırıldığında iki 

kategoride; geometrik ve malzeme periyodikliği üzerine 

bunların toplandığı ortaya çıkmaktadır. 

Mikro ölçekteki kirişlerden [6], köprüler [7], geniş 

açıklıklı yapılar [8] ve binalar [9] gibi makroskobik yapılara 

kadar çeşitli mühendislik alanlarında karşılaşılabilecek 

periyodik yapılarda eğilme dalga yayılımı ve titreşimleri 

ortaya çıkar. Mekanik dalgaların veya titreşimlerin kontrol 

edilmesinde en önemli yapılar yerel rezonatörler [10] veya 

fononik kristallerdir [11]. Mekanik özellikleri arasında 

büyük kontrast bulunan iki veya daha fazla elastik 

malzemeden oluşan fononik kristaller olarak adlandırılan 

periyodik malzemelerde ortaya çıkan boşluklu frekans bandı 

spektrumu, bu yapılarda elastik dalga yayılımına olan ilginin 

yenilenmesine yol açmıştır. Uç uca bağlanmış özdeş 

elemanların oluşturduğu periyodik eğilme yapılarındaki bant 

boşlukları üzerine yapılan hem teorik hem de deneysel 

çalışmalar göstermiştir ki uygun periyodik tasarımlarla, 

frekans spektrumunda bantlı bir yapı oluşması sağlanarak 

akustik ve elastik dalgalar için bir filtre mekanizması 

oluşturulabilmekte ve titreşim azaltımı sağlanabilmektedir 

[12,13]. 

Periyodik yapılarda ortaya çıkan empedans 

uyumsuzlukları, yani geometrik veya malzeme 

süreksizlikleri yapının bir ucundan diğerine dalga 

yayılmasını azaltmaktadır [14]. Araştırmacılar tarafından, 

periyodik yapıların sağladığı faydalar sebebi ile dalga 

yayılımını incelemek, bu yapılarda bant boşluğu özelliklerini 

ortaya çıkarmak ve dispersiyon ilişkisinin hesaplanması için 

birçok farklı yöntem geliştirilmiştir. Periyodik yapılarda 

spektral bant yapısını analiz etmekte kullanılan en yaygın 

yöntemlerden bazıları şunlardır: sonlu elemanlar yöntemi 
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(FEM) [10,15], spektral elemanlar yöntemi (SEM) [16,17], 

taşıma matrisi yöntemi (TMM) [5–7,11,18–25], çoklu 

yansıma yöntemi (MRM) [22] ve yayılma matrisi yöntemi 

(PMM) [26]. 

Bantlı frekans spektrumu, uygun periyodik tasarımlarla 

hedeflenen frekans aralığında, yapıda mekanik titreşim 

yalıtımı yapılabilmesine imkan sağlar [24]. Kirişlerin 

mekanik titreşimleri üzerine literatürde pek çok çalışmaya 

rastlamak mümkün olup, konu hem doğrusal hem de 

yaddoğrusal problemler yönünden etraflıca incelenmiştir. 

Yukarıda verilen yöntemlere ek olarak adomian ayrıştırma 

yöntemi (ADM), varyasyonel iterasyon yöntemi (VIM), 

homotopi pertürbasyon yöntemi (HPM) yaddoğrusal 

kirişlerin titreşim analizinde tercih edilmektedir [27–29]. 

Torabi ve diğ. [30], iki yığılı kütleye sahip değişken kesitli 

bir kirişin, farklı mesnet koşulları altında serbest titreşim 

analizini VIM kullanarak yapmıştır. von Kármán tipi 

yadoğrusallığa sahip periyodik değişken kesitli bir 

Timosheko kirişi tolerans modelleme yöntemi (TMT) 

kullanılarak analiz edilmiş ve yapısal titreşim kontrolüne ait 

sonuçlar verilmiştir [31]. 

Periyodik çubuklar, periyodik kirişler ve elastik zemine 

oturan periyodik kirişler gibi tek boyutlu periyodik yapılar, 

çok geniş bir uygulama alanına sahiptir. Lee ve diğ. [32], iki 

farklı malzemeden yapılmış malzeme periyodikliğine sahip 

sonsuz uzunluktaki bir Euler-Bernoulli (EB) kirişinde 

eğilme dalgalarının yayılımını araştırmışlardır. Başka bir 

çalışmada ise Le ve Ke [33], geometrik periyodikliğine sahip 

sonsuz uzunluktaki bir EB kirişini incelemişlerdir. 

Periyodikliğin etkisi ile dalga dispersiyonu ve bantlı frekans 

spektrum yapısı gösterilmiştir. Belytschko ve Mindle [34], 

EB kirişinde dalga yayılımını FEM ile incelemiş olup, 

çalışmada kiriş elemanın kütlesi hem yığılı kütle hem de 

sürekli kütle şeklinde birlikte dikkate alınarak sonuçlar kesin 

çözümlerle karşılaştırılmıştır. Leamy [35], periyodik 

yapılarda dalga yayılımını incelemek için kesin dalga esaslı 

analiz yaklaşımını kullanmıştır. Belirsiz dalga yayılım 

katsayıları, süreksizliklerde yazılan koşullardan elde edilen 

yansıma ve geçiş matrisleri arasındaki ilişkiler yoluyla elde 

edilir. Rezonatörler gibi periyodik yapısal süreksizlikler 

bulunan bir kiriş boyunca yayılan dalgaların titreşim 

analizinde bu yöntem güçlü bir araç olarak kullanılır [36]. 

Son yıllarda deprem mühendisliği açısından dalga 

bariyeri olarak kullanılması ve deprem dalgalarının 

etkilerinin azaltılması için periyodik yapı araştırmalarına 

yönelik çalışmalar hız kazanmıştır. Özellikle metamalzeme 

denilen malzemelerle oluşturulan periyodik yapılarla sismik 

dalgaların yıkıcı etkisi azaltılmaya veya kontrol edilmeye 

çalışılmaktadır [37,38]. Tarihi binalar, kullanım önemi 

yüksek yapılar (hastaneler, kamu binaları vb.) ve stratejik 

yapıların (enerji santralleri, kimyasal tesisler vb.) korunması 

için metamalzemelerle oluşturulmuş periyodik bariyerler, 

sismik dalgaları engellemek için inşaat mühendisliğinde 

kullanılır [39–43]. 

Bu araştırmada, metamalzeme olarak düşünülen 

periyodik yığılı kütleli Euler-Bernoulli kirişinin dinamik 

davranışını ortaya koymak ve kütlelerin dalga yayılımına 

olan etkisini göstermek amaçlanmaktadır. Önce kiriş parçası 

için alan yayılım matrisi doğrudan türetilmiş sonra yığılı 

kütleler için nokta yayılım matrisi elde edilmiştir ve bu 

matrisler kullanılarak birim hücre için genelleştirilmiş 

yayılım matrisine geçilmiştir. Kullanılan sınır koşulları ile 

bir özdeğer problemine indirgenerek, bulunan dalga sayıları 

ile kirişin bantlı frekans bantlı yapısı ortaya konmuştur. Son 

olarak sonsuz kirişte periyodik yığılı kütlelerin sonlu bir 

bölgedeki periyodik yığılı kütlelerin dalga yayılımına etkisi 

grafikler yardımı ile verilmiştir. 

2 Materyal ve metot  

Çalışmanın bu bölümünde Euler-Bernoulli kirişinin 

yönetici denklemi, kiriş parçasın için alan yayılım matrisi ve 

yığılı kütleler için nokta yayılım matrisi, birim hücre için 

genelleştirilmiş yayılım matrisi ve dispersiyon denklemi 

verilmiştir. Sonlu bölgedeki periyodik yığılı kütlerin dalga 

yayılımına etkisi dalga katsayıları yöntemi ile incelenmiş, 

kütlelerin dalga bariyeri olarak iletkenlik cevabı elde 

edilmiştir. 

2.1 Analitik model 

Ekseni boyunca malzeme, geometri, sınır koşulu ve yığılı 

kütleler arasındaki açıklığı periyodik olan bir EB kirişi göz 

önüne alalım (Şekil 1). Periyodik kirişi oluşturan kiriş 

parçaları ve yığılı kütleler arasında tam bir yapışmanın 

olduğu varsayılmıştır. Kirişin yapıldığı malzeme homojen, 

izotrop ve lineer elastik kabul edilmiş olup küçük 

şekildeğiştirme teorisi göz önüne alınmakta ve düzlem 

kesitler eğilmeden sonra da düzlem kalmaktadır. Malzemede 

 kütle yoğunluğu, E elastisite modülü,  periyodik açıklık, 

A en kesit alanı ve I eylemsizlik momentidir. 

 

Şekil 1. Analitik Model: (a) Periyodik yığılı kütleli EB kirişi; (b) birim periyodik hücre 
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Euler-Bernoulli kiriş elemanı için hareket denklemi 

Denklem (1)’deki gibi elde edilmektedir [44]. 

 
2

2

T v
A

x t


 


   

(1) 

 

Burada  ;v x t  düşey yerdeğiştirme,  ;T x t  kiriş eleman 

kesitindeki kesme kuvvetidir. EB kiriş elemanı için 

kinematik ilişkiden 
v

x






, bünye bağıntısından 

M

x EI


 


, moment dengesinden 

M
T

x





 ilişkisi elde 

edilir. Burada  ;x t  kesit dönmesi,  ;M x t  kiriş eleman 

kesitindeki eğilme momentidir. 

2.2 Kiriş parçaları için alan yayılım matrisi 

Kirişteki düşey yerdeğiştirme, dönme, eğilme momenti 

ve kesme kuvveti ( ; )v x t , ( ; )x t , ( ; )M x t  ve ( ; )T x t  

olmak üzere ortamın i te   yapısında,  = açısal frekansı 

ile zamana bağlı harmonik bir hareket yaptığı göz önüne 

alınırsa, bu büyüklükler Denklem (2)’deki gibi elde edilir. 
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(2) 

 

Bu durumda, bu büyüklerin oluşturduğu durum vektörü 

 ( ) , , , ( )
T

x V M T x f  şeklinde yazılır. Ayrıklaştırılmış 

büyüklüklerin yönetici denklemde, kinematik ilişkide, bünye 

bağıntısında ve moment denge denkleminde yerine 

koyulursa, aşağıdaki 1. mertebeden diferansiyel bağıntılar 

matris formunda durum vektörü ile Denklem (3)’deki gibi 

ifade edilir. 

 

( )
d

x
dx


f

Bf
 

(3) 

 

Burada B  sabit katsayılı bir matris olup ifadesi aşağıda 

Denklem (4)’de verilmiştir.  
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B  matrisi, her bir kiriş parçası için x 'in sürekli bir 

fonksiyonuysa, herhangi bir kiriş parçasında 
0

x x  

noktasındaki belirli başlangıç koşulları için x  noktasında 

Denklem (3)'ün tek bir çözümü vardır [26]. Şimdi, B ’nin 

ayrık özdeğerlerinin var olduğunu ve bunlara karşılık gelen

X  doğrusal bağımsız özvektörleri olduğunu kabul edelim. 

Bu durumda, Denklem (3)'ün köşegenleştirme yöntemi ile 

çözümü aşağıdaki gibi yapılır. 
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(5) 

 

Burada 
0( , )f x xP , kiriş parçası için "alan" yayılım matrisi 

olup, açık hali Denklem (6)’da verilmiştir. 
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Burada f , Denklem (7)’de verilmiştir. 
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2.3 Yığılı kütleler için nokta yayılım matrisi 

Modelde kiriş parçaları arasında yığılı kütleler 

bulunmaktadır. Kiriş ve kütlenin birbirine tam bağlı olduğu 

varsayımından hareketle yığılı kütleler için nokta yayılım 

matrisi elde edilecektir [45]. Herhangi bir j numaralı kiriş 

parçasında uç yerdeğiştirme vektörleri Şekil 1b'de 

görülmektedir. Herhangi bir ve 1j j   inci hücrelerin ortak 

sınırında, 
jx x  noktasındaki yığılı kütle ve buna etkiyen 

kesit zorları ile atalet kuvveti Şekil 2’de verilmiştir.  

 

 

Şekil 2. j noktasındaki yığılı kütle için serbest cisim 

diyagramı 

 

Bu noktada yazılacak hareket denklemi ve süreklilik 

koşulları üzerinden nokta yayılım matrisi türetilecektir. 

Denklem (8)’de dinamik denge denklemi verilmiştir.  
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2
( ) ( ) ( )j j j jT x T x m V x

  
 

 
(8) 

 

Burada 
jm , j noktasındaki yığılı kütledir. Sırası ile 

yerdeğiştirme, dönme ve moment süreklilik koşulları ise 

Denklem (9)’da verilmiştir. 
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Yukarıda verilen dinamik denklem ve süreklilik 

bağıntıları ayrıklaştırma yapılıp düzenlenirse, bu noktanın 

sağındaki ve solundaki durum vektörleri ile nokta yayılım 

matrisi arasındaki ilişki Denklem (10)’da olduğu gibi elde 

edilir. 

 

( ) ( ) ( )j p j jx x x
 

f P f
 

(10) 

 

Burada geçen ( )p jxP ifadesi "nokta" yayılım matrisi olup 

açık hali Denklem (11)’de verilmiştir. 
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2.4 Birim hücre için genelleştirilmiş yayılım matrisi ve 

dispersiyon denklemi 

Bir alan yayılım matrisi ve iki nokta yayılım matrisinden 

oluşan bir periyodik birim hücre için başlangıç noktasından 

bitiş noktası arasında durum vektörleri ilişkisi Denklem 

(10)’da verilmiştir. 

 

0 0( ) ( ) ( )cx x f P f
 

(10) 

 

Burada cP  "hücre" yayılım matrisi olup açık ifadesi 

Denklem (11)’de verilmiştir. 
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Birim hücre kendisini  aralıklı olarak tekrar eden bir 

periyodik yapı oluşturur. Bu n  hücreli periyodik yapı 

boyunca durum vektörü Denklem (12)’deki gibi yazılır. 

 

0 0( ) ( ) ( ), 1, 2,
n
cx n x n    f P f

 
(12) 

 

Ele alınan sonsuz uzun kirişin kararlı hal çözümü için 

geçerli, periyodik sınır koşulları Denklem (13)’de 

verilmiştir. 

 

0 0( ) ( ), 1, 2,x n x n    f f
 

(13) 

Periyodiklik gereği zamana göre davranış harmonik ise 

Floquet-Bloch teoremi [4] kullanılarak Denklem (14)’deki 

gibi yazılır. 
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Burada ck  kiriş parçası ve oluşturduğu periyodik yapı için 

dalga sayısıdır. Tam periyodik yapılarda ( )
n
cP  matrisi 

bütün hücrelerde aynıdır, dolayısı ile 1n   alınır ve 

Denklem (12) ve Denklem (14) kullanılarak yayılım 

matrisinin özdeğer problemi Denklem (15)’deki gibi elde 

edilir. 
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ik

c e P I
 

(15) 

 

Periyodik hücre için özdeğerler ve özvektörler Denklem (15) 

yardımı ile hesaplanabilir. Burada c  periyodik hücre için 

özdeğerlerdir. Periyodik hücre için dispersiyon ilişkisini 

veren bu denklemin ,1
,12

c
k

c e


   ve ,1
,34

c
ik

c e


   

şeklinde dört tane ayrık kökü vardır. Özdeğerler   

frekansına bağlı olup, her frekans değerine karşılık periyodik 

hücrenin özdeğerleri hesaplanabilir. Hesaplanan özdeğerleri 

kullanılarak, ck  Denklem (16) yardımı ile bulunur. 

 

 ,34 ,34

1
argc ck  

 

(16) 

 

Burada ,12c , pozitif ve negatif yönde üstel olarak bozulan 

dalgalara karşılık gelir ve sönen dalgalar olarak bilinir. 

,34c  ise pozitif ve negatif yönde ilerleyen harmonik 

dalgalara karşılık gelir ve bu dalgalar bozulma olmadan 

yayılırlar. Bulunan ck  değerleri incelendiğine belli frekans 

aralığında ck ’nin sürekli değerler aldığı görülür. ck ’nin bu 

değerleri izinli dalga sayısı olarak adlandırılır. Dalga sayısı 

spektrumundaki bantlar, farklı kütlelerden saçılan dalgaların 

girişiminin sonucudur. İzinli ck  değerleri, kendini 2 /  

periyodu ile tekrarlar ve dalga sayısı uzayında Brillouin 

bölgeleri diye isimlendirilen bir örgü oluşturur. Faz ve grup 

hızları sırası ile, /
ph
c cc k  ve /

gr
c cc d dk  bağıntıları 

ile hesaplanabilir. 
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2.5 Sonlu periyodik bölgede dalga hareketi 

Bu bölümde, bir boyutlu (1B) sonlu bir bölgede 

periyodik yığılı kütlelerin bulunması haline bunların bariyer 

etkisinin araştırılmasına, iletim fonksiyonun elde edilmesine 

dair ve dalga hareketi ile ilişkili yer değiştirme mod 

şekillerinin nasıl hesaplanacağı ile ilgili bir formülasyon 

sunulmaktadır. Bunun için önce, böyle bir ortamda dalga 

hareketini tanımlamak için gerekli ifadeler elde edilmiştir. 

2.5.1 Durum vektörü dalga katsayıları ilişkisi 

Homojen, izotrop ve doğrusal elastik bir kirişte ( )xf  

durum vektörü ve a  dalga katsayıları arasındaki ilişki 

kurulmak istensin [46]. Bu durumda yerdeğiştirme ifadesi 

aşağıda Denklem (17)’de verilmiştir. 

 

( , ) ( )ikx ikx N kx N kx i tv x t A e A e A e A e e   
     

 
(17) 

 

A  ve A  kompleks dalga katsayıları olup, 
ikx i t

A e


 ve 

ikx i t
A e

 
  sırası ile pozitif ve negatif x -doğrultularında 

yayılan harmonik dalgalardır. 
N

A  ve 
N

A  yakın alan 

terimleri olup, üstel olarak sönen dalgalardır. Burada k dalga 

sayısı olup Denklem (18)’de verilmiştir. 

 

24
g Lk r c

 
(18) 

 

Burada /gr I A  kiriş parçası için eylemsizlik yarıçapı 

ve /Lc E   kiriş parçasındaki boyuna dalga hızıdır. 

Dalga katsayıları bilindiğinde kirişin herhangi bir 

noktasındaki yer değiştirmesi bulunabilir, bununla birlikte 

yukarıda tanımlanan kinematik bağıntı, bünye bağıntısı ve 

denge ilişkisinden sırası ile kirişin eğimi, eğilme momenti ve 

kesme kuvveti hesaplanabilir. Herhangi bir kiriş parçasında 

kararlı hal çözümü için geçerli durum vektörü matris 

formunda Denklem (19)’daki gibi ifade edilir. 

 

( ) ( )x xf XΛ a
 (19) 

 

Burada geçen ifadelerin açık hali Denklem (20)’de 

verilmiştir. 
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(20) 

 

Şimdi aynı kiriş parçasında L= Xx  ve R= Xx  gibi iki 

noktada tanımlı durum vektörleri ve dalga katsayıları 

arasındaki ilişkiyi kuralım (Bk. Şekil 3). 

 

 

Şekil 3. Tanımlı sınırlar arasında dalga yayılımı 

 

L= Xx  noktasındaki L(X )f  durum vektörünün bilindiğini 

kabul edelim. O zaman Denklem (19) uyarınca 

L L(X ) (X )f XΛ a  şeklinde yazılabilir. R= Xx  

noktasındaki R(X )f  durum vektörü Denklem (21)'deki gibi 

elde edilir. 

 

R R

1
R L L

R L L

(X ) (X )

(X X ) (X )

(X X ) (X )f





 

 

f XΛ

XΛ X f

P f

a

 

(21) 

 

Burada 
R L(X X )f P , aynı ortamda L= Xx  noktasındaki 

durum vektörünü soldan sağa taşıyan matristir. 

2.5.2 Sınırda yansıma ve geçiş 

Şimdi m yığılı kütlesinin olduğu B= Xx  gibi bir 

sınırdaki durumu inceleyelim. Bu noktanın sağındaki ve 

solundaki ortamın özelliklerinin aynı olduğunu ve soldaki 

ortamdan gelip sınırı geçen dalganın sağdaki ortamdan geri 

yansımadığını (yutucu sınır) varsayalım (Bk. Şekil 4).  

 

 

Şekil 4. Sınırdan geçen ve yansıyan dalgalar 

 

Sırası ile soldaki BXx


  ve sağdaki BXx




ortamlarındaki yerdeğiştirmeleri Denklem (22)'de 

tanımlayalım. 

 

( )

( )

L ikx N kx ikx N kx

R ikx N kx

V x A e A e A e A e

V x B e B e

 
   


 

   

 
 

(22) 

 

Geçiş ve yansıma katsayılarını bulmak için dinamik ve 

geometrik sınır koşulları yazılacaktır. Sınırın sonsuz küçük 

x

LX

+a

-a

RX

,E ρ

0

x
,E ρ

,E ρ0
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L
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L
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R
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solunda B= Xx


 noktası için durum vektörü 

B B(X ) (X )
L 

f XΛ a  ve sonsuz küçük sağında B= Xx


 

için durum vektörü B B(X ) (X )
R 

f XΛ a  şeklinde 

yazılır. Burada  , , ,
T

L N N
A A A A   a  ve 

 , 0, 0,
T

R N
B B a  sırası ile sınırın solundaki ve 

sağındaki ortama ait dalga katsayıları vektörleridir. Yukarıda 

Denklem (8) ve (9) ile verilen sınır koşulları kullanılırsa 

dalga katsayısı vektörleri arasında Denklem (23)'de verilen 

bağıntı elde edilir.  

 

B(X )R LPa a
 

(23) 

 

Burada geçen B(X )P  sınırda soldan sağa doğru dalga 

katsayısı vektörlerini taşıyan matrisi olup açık hali Denklem 

(24)’de verilmiştir. 

 

   
1 1

B B B B(X ) (X ) (X ) (X )p

     
   

P Λ X P X Λ
 

(24) 

 

Bu denklem yutucu sınır koşullarından bağımsız olarak 

herhangi bir sınırda geçerlidir. 

2.5.3 Periyodik yığılı kütlelerin bariyer etkisi 

Bu aşamada mass  adet sonlu sayıda yığılı kütlenin 

bulunduğu geometrik ve malzeme özellikleri bakımından 

periyodik bir kiriş göz önüne alalım (Bk. Şekil 5). Sonlu 

bölge (bariyer) boyunca ( )barH   iletkenlik fonksiyonunu 

bulalım. Bariyerin uzunluğu barL , kütle sayısına bağlı 

olarak Denklem (25)'deki gibi bulunur. 

 

R LX - X ( 1)bar massL    
 

(25) 

 

Burada, LX


: 1 inci kütlenin sonsuz küçük solundaki 

noktanın x koordinatı ve RX


: sonuncu kütlenin sonsuz 

küçük sağındaki noktanın x koordinatıdır.  

Bariyerdeki 1 inci kütlenin solunda kalan kirişte dalga 

katsayısı vektörü  , , ,
T

L N N
A A A A   a  ise sonuncu 

kütlenin sağında kalan kirişte dalga katsayısı vektörü

 , , ,
T

R N N
B B B B   a  olur. B  terimi radyasyon 

koşulu gereği sıfırdır. Ayrıca sınır koşulları gereği 

lim 0 0
L N

x

V A


    ve lim 0 0
R N

x

V B


  

sağlatılmalıdır. L= Xx


 noktasında durum vektörü 

Denklem (26)'deki gibi yazılır. 

 

L L(X ) (X )
L 

f XΛ a
 

(26) 

 

R= Xx


 noktasında ise durum vektörü Denklem (27)'deki 

gibi yazılır. 

 

R R(X ) (X )
R 

f XΛ a
 

(27) 

 

L(X )


f  ve R(X )


f  durum vektörleri arasındaki bağıntı 

yayılım matrisleri yardımı ile Denklem (28)'deki gibi 

kurulur. 

 

   

   

 

R L

( 1)

L

L

X X ( 1)

( / 2) ( ) ( / 2) X

X
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p c p
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m m



 

 



  





f f

P P P f

P f
 

(28) 

 

Burada barP  bariyer yayılım matrisi olup, bariyer boyunca 

durum vektörünün taşıdığı bilgiyi içerir. Bariyer öncesi ve 

sonrası dalga vektörleri arasındaki ilişki Denklem (29)'daki 

gibi elde edilir. 

 

 

 

1
1

R R

1
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R L

(X ) (X )

(X ) (X )

R

L
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Λ X f

Λ X P XΛ

T

a

a

a
 

(29) 

 

Burada barT  soldan sağa doğru dalga katsayısı vektörlerinin 

iletim matrisidir. Problem bu hali ile dört bilinmeyenli dört 

denkleme indirgenmiştir. Eğer 1A   seçilirse diğer 

bilinmeyen dalga katsayıları bu denklem takımı çözülerek 

belirlenir.  

 

Çözüm sonucunda bariyerden geçen ve yansıyan dalgalar 

için katsayılar Denklem (30)'daki gibi elde edilir. 

 

(2, 3) (3,1) (2,1) (3, 3)
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bar bar barB A A   
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Şekil 5. Sonlu bölgede periyodik yığılı kütle bariyeri 

Ek olarak bu katsayıların kullanılması ile bariyere gelen ve 

bariyeri geçen dalga arasında genlik ve faz ilişkisini veren 

iletkenlik fonksiyonu Denklem (31)'de verilmiştir. 

 

R L(X X )
( )

out
ik

bar in

AV
H e

V B
 



 

 

(31) 

 

Burada 
in

V  ve 
out

V  sırasıyla bariyer öncesi ve sonrası 

kirişteki giriş ve çıkış yerdeğiştirme değerleridir. Denklem 

(31) kullanılarak sonsuz periyodik bir yapının frekans 

bantlılık derecesi ile sonlu bölgede periyodik yapınınki 

kıyaslanabilir. 

2.5.4 Yerdeğiştirme mod şekilleri 

Şimdi bariyer boyunca yerdeğiştirme mod şeklini elde 

edelim. Bariyer içindeki yapıların dalga katsayı 

fonksiyonları, = XLx  gibi bir sınır noktasının solundaki ve 

sağındaki katsayılar arasındaki ilişkiye dayalı olarak 

özyinelemeli olarak hesaplanabilir. Bariyer içindeki ilk birim 

hücrede katsayı fonksiyonu Denklem (32)'deki gibi elde 

edilir. 

 

   
L

1 1(1)
L L

X
(X ) (X )

p

L
     

   
Λ X X ΛPa a

 

(32) 

 

Yine ilk birim hücrede yerdeğiştirme fonksiyonu Denklem 

(33)'deki gibi elde edilir. 

 

(1) (1) (1) (1)
(1,1) (1, 2) (1, 3)

(1)
(1, 4) L L

( )

, X X

ikx kx ikx

kx

V x e e e

e x



  

  

   

a a a

a
 

(33) 

 

Bu hesaplama şekli ( 1)mass   sayıdaki birim hücre için 

tekrar edilerek bariyer boyunca yerdeğiştirme mod şeklinin 

değişimi belirlenmiş olur. Sırasıyla bariyerin solunda ve 

sağında kalan kirişte yerdeğiştirmeler Denklem (34)'deki 

gibi hesaplanır. 

 

L

R

( ) , X

( ) , X

L ikx N kx ikx

R ikx N kx

V x A e A e A e x

V x B e B e x

 
  

 
 

   

  
 

(34) 

 

3 Bulgular ve tartışma 

Bu bölümde, örnek bir durum olarak seçilmiş bir birim 

hücre tasarımına sahip periyodik yığılı kütleli bir kirişin 

davranışı ele alınmaktadır. Birim hücre, Şekil 1b'de 

gösterildiği gibi iki yığılı kütle ve bir kiriş parçasından 

oluşmaktadır. Kiriş parçasının uzunluğu 1 m  ve 

malzeme özellikleri 32500 kg/m  , 32 GPaE   ve 

Poisson oranı 0.2   olarak seçilmiştir. Birim hücre için 

toplam kütle 
EBcm m m   dir. Burada m = yığılı kütle ve 

EB
m AL = yalın kiriş parçasının kütlesidir. Yığılı 

kütlenin toplam kütleye oranı / cm m   bağlı olarak 

kütlelerin dispersiyona olan etkisi araştırılmıştır. 

3.1 Sonsuz periyodik kirişin frekans spektrumu 

Yalın EB kirişinde eğilme dalgalarının yayılımı dispersif 

olup bu ilişki Şekil 6a'da görülmektedir. Sonsuz periyodik 

yığılı kütleli kirişte yayılan eğilme dalgası,   kütle oranına 

bağlı olarak bant boşluklu bir dispersiyon ilişkisini 

göstermektedir (Şekil 6a). Dalga sayısının 
c

k   değeri, 1. 

Brillioun Bölgesi olarak bilinen sınıra karşılık gelir. Yığılı 

kütlelerin etkisi ile dalga sayılarının belli frekanslar için 

değer aldığı görülmektedir. Dalga sayılarının değer aldığı 

frekanslarda dalga yayılımı gerçekleşir (geçme bandı), diğer 

frekanslarda dalga yayılımı gerçekleşmez (durma bandı). 

Frekans spektrumunun bantlı yapısı, dalga saçılımı ve 

dispersiyonuyla oluşan dalga girişim mekanizmalarının bir 

sonucu olarak ortaya çıkmaktadır.  

Eğilme dalgasının faz hızındaki değişimi, Şekil 6b’de 

verilmiştir. Seçilen malzeme özellikleri için boyuna dalga 

hızı 3577.71 m/sLc   dir. Yığılı kütlelerin faz hızına etkisi, 

frekans ve kütle oranına bağlı olarak değişmekte ve yalnızca 

geçme bantlarındaki frekanslar için yayılım 

gerçekleşmektedir. Kütle oranı ( 0)   için dalgalar, yalın 

bir kirişe göre daha düşük hızlarda yayılır. Kütle oranı 

arttıkça geçme bantlarının nispeten daraldığı, kütlelerin bir 

mekanik filtre işlevi gördüğü ve faz hızlarının da azaldığı 

anlaşılmaktadır. 

Eğilme dalgasının grup hızındaki değişimi, Şekil 6c’de 

verilmiştir. Yığılı kütlelerin   oranına bağlı olarak grup 

hızına etkisinin, frekansa göre değişimi benzer şekilde 

yayılımın geçme bantlarındaki frekans değerlerinde 

gerçekleşmektedir. Kütle oranı ( 0)   için grup hızları 

L
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L
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geçme bantlarının başlangıç ve bitişinde sıfırdır. Yalın bir 

kirişte grup hızının, faz hızının 2 katı olduğu görülmektedir. 

Kütle oranının grup hızının değişimine olan etkisinin faz 

hızına göre daha fazla olduğu görülmektedir. 

 

 

Şekil 6. Bir boyutlu periyodik yapıda, (a) dispersiyon 

ilişkisinin, (b) faz hızlarının ve (c) grup hızlarının kütle 

oranına bağlı değişimi 

3.2 Sonlu periyodik kirişin iletkenlik cevabı 

Sonsuz uzunluktaki bir kirişte sonlu bir bölgedeki 

periyodikliğin etkisi Şekil 7’de gösterildiği gibi, her biri 

sırasıyla 1,  3,  5cN   adet birim hücreden oluşan üç farklı 

bariyer üzerinden incelenecektir. Denklem (31) ile verilen 

( )barH   iletkenlik fonksiyonu, ele alınan her bir bariyer 

tipi 1   kütle oranı için  f 0,5000 Hz  frekans 

aralığında incelenmiş ve sonuçları Şekil 8’de sunulmuştur. 

Bu denklem kullanılarak, sonsuz periyodik bir yapının 

frekans bantlılık cevabı ile birkaç hücreden oluşan sonlu bir 

bölgedeki periyodik yapı için elde edilen iletim cevabı 

kıyaslanmak istenmiştir. 

Frekans cevabı açısından 1 veya 3 adet birim hücreden 

oluşan bariyerler için elde edilen bulguların sonsuz periyodik 

yapıya ait cevaba çok iyi uymadığı açıkça görülmektedir 

(Şekil 8a Şekil 8b). 

 

 

Şekil 7. Sonlu bölgede (a) 1, (b) 2 ve (c) 5 hücreli bariyer 

tasarımı 

 

Bununla birlikte, sadece 5 adet birim hücre ile oluşturulan 

bariyerin, iletkenlik cevabı, sonsuz ortama karşılık gelen 

yanıt ile oldukça uyumludur (Şekil 8c). Geçiş bandı 

frekanslarında iletim değeri yüksekken, durma bandı 

frekanslarında ise iletim değerleri düşüktür. Bu bulgu, ortaya 

çıkan Bragg saçılma mekanizmasının sonlu bir periyodiklik 

derecesinde bile frekans bantlı yapının oluşmasında ne kadar 

etkili olduğu görülmektedir. 

 

 

Şekil 8. Sonlu bölgede ( )barH   iletkenlik 

fonksiyonunun kütle oranı 1   değeri için (a) 1, (b) 3 

ve (c) 5 birim hücreli bariyere göre değişimi 

3.3 Sonlu periyodik kirişte yerdeğiştirmeler 

Bu bölümde sonlu bir bölgede 5cN   hücreden oluşan 

bir bariyerde, periyodik yığılı kütlelerin yer değiştirme 

üzerine etkisi frekansa bağlı olarak incelenmiştir. Yığılı 

kütle oranı sırası ile 0.333, 0.5, 0.667, 0.8   alınarak bu 
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oranlar için x -ekseni boyunca yer değiştirmelerin değişimi 

verilmiştir. Bariyer öncesinde birim genliğe sahip bir dalga 

alınmış ve soldan sağa doğru ilerleyen bu dalganın, bariyer 

de dahil 5 barL  uzunluğunda bir bölge boyunca, neden 

olduğu ( )V x ’in değişimi incelenmiştir. Bariyerin önünde, 

( )V x ’in değişimi, gelen ve yansıyan dalganın girişim 

modelini göstermektedir. Bariyerin arkasında, sağa doğru 

yayılan tek bir dalga olduğu ve malzeme sönümü olmadığı 

için yerdeğiştirme genliği sabittir. 

1'inci hal olarak 0.333   "hafif" kütle oranı için 

bariyeri geçen dalganın yerdeğiştirme genliği, geçme ve 

durma bantları için araştırılmıştır. İlk iki geçme bandı 

frekans aralığı  1f 0, 572 Hzp   ve  2f 810, 2498 Hzp   

1'inci ve 2'nci durma bandı frekans aralığı 

 1f 573,809 Hzs   ve  2f 2499,3242 Hzs   dir. Geçme 

ve durma bandı içinde seçilen bir frekans değeri için bariyeri 

geçen dalganın genliğine bakılmıştır (Şekil 9). Her iki geçme 

bandı frekansı için gelen dalga neredeyse olduğu gibi 

iletilmiştir. Hatta 2'nci geçme bandı frekansı için bariyerin 

içinde genlikler artmıştır (Şekil 9a, Şekil 9c). 1'inci durma 

bandı frekansı için bariyeri geçince yerdeğiştirme genliği 

0.4, 2'nci durma bandı frekansı için genlik 0.2 değerine 

düşmüştür (Şekil 9b, Şekil 9d). Durma bandında seçilen 

frekans değerleri için genlikler bariyeri geçince hızla 

düşmektedir. 

2'nci hal olarak 0.5   "orta" kütle oranı için bariyeri 

geçen dalganın yerdeğiştirme genliği, geçme ve durma 

bantları için araştırılmıştır. İlk iki geçme bandı frekans 

aralığı  1f 0, 467 Hzp   ve  2f 810, 2271 Hzp  , 1'inci 

ve 2'nci durma bandı frekans aralığı  1f 468,809 Hzs   ve 

 2f 2272,3242 Hzs   dir. Her iki geçme bandı içinde 

seçilen frekans değerleri için bariyeri geçen dalganın 

genliğine bakıldığında gelen dalganın neredeyse olduğu gibi 

iletildiği görülmektedir. Hatta 2'nci geçme bandı frekansı 

için bariyerin içinde genlikler artmıştır (Şekil 10a, Şekil 10 

c). 1'inci durma bandı frekansı için yerdeğiştirme genliği 

bariyeri geçince 0.2, 2'nci durma bandı frekansı için genlik 

0.1 değerine düşmüştür (Şekil 10b, Şekil 10 d). Durma 

bandında seçilen frekans değerleri için genlikler bariyeri 

içinde üstel olarak düşmektedir. Yığılı kütle oranın artması 

genlikleri bağıl olarak daha da düşürmüştür. 

3'üncü hal olarak 0.667   "yüksek" kütle oranı için 

bariyeri geçen dalganın yerdeğiştirme genliği, geçme ve 

durma bantları için araştırılmıştır. İlk iki geçme bandı 

frekans aralığı  1f 0, 361 Hzp   ve  2f 810, 2096 Hzp   

1'inci ve 2'nci durma bandı frekans aralığı 

 1f 362,809 Hzs   ve  2f 2097,3242 Hzs   dir. Her iki 

geçme bandı içinde seçilen frekans değerleri için bariyeri 

geçen dalganın genliğine bakıldığında bir miktar azalma 

görülmektedir. Yer değiştirme genliği bariyeri geçince 0.75 

değerine düşmüştür (Şekil 11a, Şekil 11c). Her iki durma 

bandında seçilen frekans değerleri için genlikler bariyeri 

içinde üstel olarak hızla azalmakta, 1'inci durma bandı 

frekansı için yerdeğiştirme genliği bariyeri geçince 0.1, 2'nci 

durma bandı frekansı için genlik 0.05 değerine düşmektedir 

(Şekil 11b, Şekil 11d).  

4'üncü ve son hal olarak 0.8   "çok yüksek" kütle 

oranı için bariyeri geçen dalganın yerdeğiştirme genliği, 

geçme ve durma bantları için araştırılmıştır. İlk iki geçme 

bandı frekans aralığı sırası ile  1f 0, 268 Hzp   ve 

 2f 810,1981 Hzp  dir. 1'inci ve 2'nci durma bandı 
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Şekil 9. 1'inci hal için sonlu bölgede bariyer etkisiyle yerdeğiştirme genliklerinin değişimi 

 

frekans aralığı ise sırası ile  1f 269,809 Hzs   ve 

 2f 1982,3242 Hzs   dir. Her iki geçme bandı içinde 

seçilen frekans değerleri için bariyeri geçen dalganın 

genliğine bakıldığında 0.75 değerine indiği görülmektedir 

(Şekil 12a, Şekil 12c). Her iki durma bandında seçilen 

frekans değerleri için genlikler bariyeri içinde üstel olarak 

hızla azalmakta, neredeyse sıfır değerine yaklaşmaktadır 

(Şekil 12b, Şekil 12d). 

 

Şekil 10. 2'nci hal için sonlu bölgede bariyer etkisiyle yerdeğiştirme genliklerinin değişimi 
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Şekil 11. 3'üncü hal için sonlu bölgede bariyer etkisiyle yerdeğiştirme genliklerinin değişimi 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 12. 4'üncü hal için sonlu bölgede bariyer etkisiyle yerdeğiştirme genliklerinin değişimi 

4 Sonuçlar 

Bu çalışmada sonsuz uzunluklu periyodik yığılı kütleli, 

bir EB kirişinde meydana gelen dispersiyon olayı ve sonlu 

bir bölgede periyodik aralıklarla bulunan yığılı kütlelerin 

(dalga bariyeri) yerdeğiştirme cevabı incelenmiştir. Ele 

alınan modelde yığılı kütlelerin ve kirişin birbirine 

mükemmel şekilde yapışarak periyodik bir yapı oluşturduğu 

varsayılmıştır. Sonsuz periyodik kiriş için dispersiyon 
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ilişkisi çıkarılmış daha sonra sonlu bölgedeki periyodikliğin 

dalga iletimine etkisi ortaya konmuştur. 

Elde edilen sonuçlar şu şekilde sıralanabilir. Periyodik 

aralıklı yığılı kütleler, EB kirişinin frekans spektrumunda 

bantlı bir yapıya neden olmuştur. Kütlelerin etkisi ile dalga 

yayılımı sadece geçme bantlarında meydana gelmiş, faz ve 

hızları düşmüştür. Ayrıca durma bantlarında dalga iletimi 

engellemiş, periyodik kütleler mekanik filtre gibi 

davranmıştır. Yığılı kütle miktarına bağlı olarak geçme 

bantlarının daralmış, kütle oranındaki artış faz ve grup 

hızlarında azalmaya sebep olmuştur. 

Sonlu bölgede periyodik yığılı kütle olması halindeki 

iletkenlik cevabı, bariyere gelen dalga genliği ile bariyeri 

geçen dalga genliğinin oranı üzerinden elde edilmiştir. Yığılı 

kütlelerin (örneğin, 5 birim hücre) sonlu sayıda olması 

halinde bile periyodikliğin etkisi ile durma bandı 

frekanslarında iletkenlik değerlerinin düştüğü gösterilmiştir. 

Sonuçta bu bölge bir bariyer gibi davranmış ve kütle oranına 

bağlı olarak bariyerin arkasında yerdeğiştirme genliği durma 

bandı frekansı için hızla sıfıra gitmiştir.  

Ele alınan bu basit modelde verilen sonuçlar sınırlı 

frekans aralığı ve hücre sayısını içermekte olup yapılan 

varsayımlar altında geçerlidir. Çalışmanın sınırlamalarına 

rağmen yığılı kütleli sonsuz ve sonlu uzunluktaki 

periyodikliğin, elastik davranışa etkileri hakkında önemli 

bilgiler elde edilmiştir. Sonlu bir periyodik tasarımla sonsuz 

periyodikliğe yakın cevaplar elde edilmiştir. Böylece, 

tasarımda periyodikliğe yer vererek sönümleyicilere gerek 

kalmadan da sismik etkilerin azaltılabilmesi veya 

engellenmesi mümkün görülmektedir. 
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