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Makine Miihendisligi Anabilim Dali

Danisman : Yrd. Doc. Dr Bahar UYMAZ

Bu calismada, malzeme elastik ozellikleri diizlem i¢i bir dogrultu ve kalinlik
dogrultusunda fonksiyonel olarak degisen farkli sinir kosullarina sahip dikdortgen plaklarin
serbest titresimi li¢ boyutlu lineer elastisite teorisi kullanilarak incelenmistir.

Ritz yonteminde yer degistirme bilesenleri olarak Chebyshev polinomlart kullanilmustir.
Farkli malzeme bilesimlerinin ve plak geometrisinin (kenar-kenar, kenar-kalinlik oranlari),
serbest titresim frekansi iizerindeki etkileri parametrik olarak incelenmistir.

Ritz yontemiyle 3-boyutlu teoriye gore elde edilen ilk 4 frekansa ait mod sekilleri farkli

malzeme bilesimlerinde ele alinan tlim sinir kosullari i¢in verilmistir.

Anahtar kelimeler: Ug¢ Boyutlu Elastisite Teorisi, Serbest Titresim, Cift Yonlii Fonksiyonel
Derecelendirilmis Plak, Ritz Y dntemi, Chebyshev Polinomlari, Mod Sekli.
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ABSTRACT
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THREE DIMENSIONAL VIBRATION ANALYSIS
OF BIDIRECTIONAL FUNCTIONALLY GRADED PLATE
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In this study, the free vibration of rectangular plate which the elastic properties of
material varying functionally through the thickness and an in-plane direction under different
boundary conditions are investigated based on three-dimensional linear elasticity theory.

In the Ritz method the displacement components are chosen in the form of the Chebyshev
polynomials. Effect of the different material composition and the plate geometry (side-to-side
ratios, side-to-thickness ratios) on the free vibration frequencies are investigated as
parametrically.

Using the three dimensional Ritz formulation, sets of first four mode shapes are generated for

different material compositions with considered boundary conditions.
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ONSOZ

Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzemeler (FDM) (Functionally Graded Materials
(FGM)), farkli malzemelerin iistiin 0Ozelliklerini birlestirme diisiincesiyle malzeme
teknolojisinde dogmus bir fikirdir ve bu alandaki hizli gelismeler ve uygulanabilirligi son
derece heyecan vericidir. Ilk olarak uzay araglar igin tasarlanan FDM’ler iyi 1sil iletkenlik ve
iyi 1s1l direng gibi iki zit 6zelligin bir malzemede bulunabilmesi amaciyla gelistirilmistir. Bu
ozellikler sayesinde hafiflik, giicliiliik ve saglamlik miimkiin olmaktadir.

Basta ideal malzeme kombinasyonlar1 olan seramik ve metal olmak tizere iki farkl
malzemeden olusan derecelendirilmis yapt malzeme 06zelliklerinin konuma bagli olarak
stirekli degisimiyle elde edilmektedir. Malzeme 6zelliklerindeki degisimin siirekli olmasindan
dolayr malzeme igerisinde gerilme yigilmalari meydana gelmemektedir. Bu nedenle
Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzemelerin mekanik davraniglarinin belirlenmesi ¢esitli
miihendislik yapilarinin tasarlanmasinda ayr1 bir 6nem teskil etmektedir. Bu ¢aligmada
plaklarin serbest titresim analizi ger¢ege en yakin sonucglar elde edebilmek amaciyla iig
boyutlu olarak yapilmaktadir.
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1.GIRIS

Bu boéliimde ilk olarak Kisim 1°de incelenen problem ve 6nemi agiklanmakta, Kisim
2’de Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzemelerin genel agiklamasi yapilmakta, Kisim 3’de
FDM’lerin kullanim alanlarina deginilmekte, Kisitm 4’ te FDM’lerde karsilasilan sorunlar

belirtilmekte ve Kisim 5’te bu ¢alismanin amaci ve kapsami tizerinde durulmaktadir.

1.1. Problem ve Onemi

Miihendislik uygulamalarinda kullanilan tastyict sistemler ¢ubuk, kiris, mil, levha,
plak, kafes sistem veya kabuk seklindedir. Bu sistemlerin farkli zorlamalar altinda statik ve
dinamik davranislarinin belirlenmesi, giivenli endiistriyel tasarim acisindan ¢cok énemlidir. Bu
calismada ele alian yap1 plaklardir. Plaklar, kalinliklar1 diger iki boyutunun yaninda oldukga
kiiciik degerler alan elemanlardir. Bu elemanlar, diizlemlerine dik dogrultudaki ytikleri

tasirlar.

Tiim elastik cisimler bir dis uyar: etkisinde denge konumu etrafinda salinim hareketine
baslar ve bu uyar1 kaldirildiginda salinim hareketini siirdiiriirler. Bu salinima serbest titresim
hareketi denir. Cismin 1 sn’deki toplam salinim sayisina dogal frekans denir. Siirekli bir
ortam olan plaklar i¢in bu frekanslarin sayisi1 sonsuzdur. Bu frekanslarin en kiiciigiine temel
frekans denir. Bu frekans degerlerinden herhangi birine esit frekanstaki bir dis zorlama
durumunda plagin denge konumundan uzakligi olan genlik degeri, artarak sonsuza gider.
Tahrip edici 6zellige sahip olan bu olaya rezonans denir. Dolayisiyla rezonans titresimleri ve
istenmeyen dinamik performansla karsilasmamak i¢in dizayn sathasinda genel titresim analizi
yapilmalidir. Titresim problemiyle ilgili diger temel kavramlar ve genis bilgi bu konuda

yazilmus kitaplarda bulunabilir (Meirovitch 1975).

1.2 Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzemelerin Genel Tanimi

Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzemeler (FDM) (Functionally Graded Materials
(FGM)), farkli malzemelerin tstiin Ozelliklerini birlestirme diisiincesiyle malzeme
teknolojisinde dogmus bir fikirdir ve bu alandaki hizli gelismeler ve uygulanabilirligi son

derece heyecan vericidir.



Japonyada 1984 yilinda bir uzay mekigi projesi sirasinda, 10 mm’den ince bir kesit
icin, 2000 °K seviyesinde bir yiizey sicakligina ve 1000 °“K’lik bir sicaklik araligina
dayanabilecek bir 1si1l bariyer malzemesi Onerisi ile Fonksiyonel Derecelendirilmis
Malzemeler konsepti ortaya ¢ikmistir. FDM’ler birbirinden farkli 6zelliklere sahip homojen
iki malzemeden olusan ve malzeme 6zellikleri bir ylizeyden digerine bir konum fonksiyonuna
bagli olarak siirekli veya kademeli bir degisim gosteren yiiksek 1s1l direng kapasitesine sahip

ileri teknoloji malzemeleridir (Uymaz 2008).

FDM caligmalar1 sonucunda bir¢ok &zelligi bir arada bulunduran ideal malzeme
kombinasyonlari, metal ve seramikler 6nem kazanmistir. FDM’ler sicakligin yiiksek oldugu
yiizeyi diisiik yogunluk, yiiksek mukavemet, katilik ve 1si1l dirence sahip olan seramik ve
sicakligin diisiik oldugu yiizeyi tokluk, elektrik gecgirgenligi ve islenebilirlige sahip olan metal
olacak ve seramikten metale dogru kademeli veya devamli derecelendirilmis bir gecise sahip
olacak sekilde tasarlanmis malzemelerdir. Bu tasarim sayesinde, iki malzeme arasinda farkli
1s1l genlesme katsayilarindan dolayr olusan 1s1l gerilmelerle birlikte, fiziksel ve kimyasal
ozelliklerdeki ani degisimlerden dolayr meydana gelebilecek olan diger olumsuzluklarda
minimuma indirilmig olur. Ayrica, bu malzemelerin bilesen, mikroyap1 ve baz1 mekaniksel
Ozelliklerinin yap1 boyunca yumusak bir degisiminin tasarimciya istenen mekanik ve 1sil
ozellikte bir malzeme iiretimi konusunda biiylik yararlar sagladigi goriilmiistiir. Bu durum

FDM’lerin bir¢ok uygulamada tercih edilme sebebi olmaktadir. (Uymaz 2008).

1.3 Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzemelerin Kullanim Alanlari

Ik olarak uzay araclari icin tasarlanan FDM’ler iyi 1s1l iletkenlik ve iyi 1s1l direng
gibi iki zit Ozelligin bir malzemede bulunabilmesi amaciyla gelistirilmistir. Bu 6zellikler
sayesinde hafiflik, giigliillik ve saglamlik miimkiin olmaktadir. Japonya’daki uzay istasyonu
Kiba’da test olarak FDM, bir fisek ve geri kullanilabilir bir roket motoru olarak kullanilmustir.
Roketlerin ¢ogunun kullanildiktan sonra atilmasi ve bununda iilkelere pahaliya mal olmasi,
iilkeleri maliyeti azaltmaya yani geri kullanimli roketler lizerinde ¢alismaya yonlendirmistir.
Yapilan c¢aligmalar gelecekte uzay mekiklerinin geri kullammli roketler seklinde
tiretilebileceklerini  gostermistir. Su anda yalnizca, Japonlara ait Obita mekigi geri
kullanimhidir. Béylece FDM yapisal malzeme ve enerji degisme malzemesi olarak roket

yapiminda ve motorlar1 dis duvarlarinda halen uygulanmaktadir (Alagdz 2004)
2



FDM’lerin endiistriyel malzemelerdeki uygulamalarinin gelistirilmesi de yine
arastirmalarin ana hedeflerinden biri olmustur. Ornegin, derecelendirilmis kesici kalemlerin
gelistirilmesinin sebebi mukavemet ve 1s1l diren¢ bakimindan daha iyi malzemelere ihtiyac
duyulmasidir. Bu alanda, umulan asinma direnci ve sertlik elde edilmistir. Kendi kendini
yaglama fonksiyonu ve yiiksek 1sil direnglerin kesici kalemlerde elde edilmesinin yaninda,
bazi derecelendirilmis kalemler sayesinde yag kullanilmadan uygulanan kuru kesimler de
gerceklestirilmistir. Bu sekilde gelistirilen bir kalem, i¢ kisminda ¢elik yogunlukta, dis
kismina dogru elmas yogunluktadir. Yiiksek hizli kesici kalemlerde de diger FDM’lerde
oldugu gibi iiretim tekniginden kaynaklanan sekil ve boyutta simirlamalar bulunmaktadir.
Ayrica yiiksek sicaklik uygulamalarinin yaninda FDM’lerin triboloji alaninda kullanimlari
mevcuttur. Siirtiinme veya normal gerilmelerden kaynaklanan yiizey gatlamasinmi geciktirmek

icin kullanilan FDM seramikler bu alandaki kullanima 6rnek verilebilir (Alagdz 2004).

Giig iletim ve dagitim sistemlerinde, FDM teknolojisi devir frenleyici, baglant1 kesici
ve yildirnm durdurucu igeren kompleks bir anahtar olan Gaz Yalitim Anahtar1 (GIS- Gas
Insulated Switchgear) olarak kullanmilmaktadir. Gii¢ ve Endiistriyel Sistem Arastirma ve
Gelistirme Merkezi, Toshiba Corp., kristal yapiya sahip dereceli bir elementten yildirim
durdurucu tretmistir. Bu elementte disaridan igeriye 1s1l gerilme kontrolii ve enerji emme

kabiliyetinde 6nemli gelismeler kaydedilmistir (Alagdz 2004).

Iletisim alaninda da birgok ¢esit FDM bulunmaktadir. Gérsel iletisimin, sesli iletisim
diizeyine erisebilmesi igin daha fazla gelistirilmeye ihtiyaci vardir. FDM’lerin plastik optik
tellerdeki uygulamasi sonucunda zararli olan ¢ok hizli iletim Onlenebilmekte ve boylece
diinyadaki gorsel iletisimi c¢ok daha kaliteli hale getirebilmek miimkiin olmaktadir.
Japonya’da Asahi Cam Firmasi, Haziran 2000’den beri izotrop igerikli derecelendirilmis optik
telleri kullanmaktadir. Plastik optik teller, esnekligini kaybetmeyecek sekilde kolaylikla telin
boyutu biiyiitiilebilecek sekilde plastikten imal edilmektedirler. Boylelikle {iretim maliyeti
onemli Olglide azaltilabilmektedir. Bu tip malzeme kullanimi ile yiiksek hizda bilgi aktarimi
miimkiindiir. Simdilerde Lucina TM adindaki derecelendirilmis optik teller ile 10 Gbps’i agan
yiiksek hizda bilgi iletimi miimkiin olmaktadir. Bu boyut 200000 telefon baglantisina ve
birkag yiiz metre iletim uzakligina esittir (Alagdz 2004).



1.4 Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzemelerin Dezavantajlari

Teoride istenildigi gibi sekillendirilebilen ve miikemmel goriinen FDM’lerin deneysel
caligmalarda bazi sorunlar1 da beraberinde getirdigi goriilmiistiir. FDM kaplamalarin homojen
seramik kaplamalara oranla daha dayanikli olmasina ragmen yiiksek sicaklia maruz kalan
ortamdaki (6rnegin tlirbinlerin i¢ kisimlart) oksijen, kaplamay1 ge¢ip alt tabakaya yaklastikca
(tiirbinlerde 1stya dayanikliligi bakimindan aliiminyum iizerine FDM kaplama yapilir)
aliminyum ile reaksiyona girmektedir. Sonu¢ olarak Al,O3 yani alumina denen ¢ok sert ve
gevrek bir tabaka olusturmaktadir. Bu tabaka 6zellikle alt tabaka (homojen metal) ile FDM
arasinda olusur ve FDM avantajlarim1 koti etkilemektedir. Cilinkii alt tabaka ile kaplama
arasindaki devamlilik ortadan kalkmistir. Bunun sonucunda olusan tabakada c¢atlaklar olusur

ve kaplamanin dokiilmesi kaginilmaz olur (Alagéz 2004).

Ayrica birgok iiretim tekniginde olusturulan kaplamalarin kolonlar (columnuar)
seklinde olmasindan dolay1 kaplamanin izotropikligi bozulur ve kaplama ortotropik olur.
Cogu zaman istenmeyen bu durum uyumsuzluklara yol agmaktadir. Fakat tank zirhlarinda

oldugu gibi ortotropik FDM’lerin kullanildig: alanlar da mevcuttur (Alagdz 2004).

FDM’lerde karsilasilan diger bir sorun ise iiretim tekniklerinden kaynaklanan parca
bliytikliigliniin kisitlanmasidir. Yapilan calismalarda iiretilen FDM pargalart 200 cm? den
kiiglik pargalardir. Segilen iiretim teknigine ve derecelendirme boyut sayisina gore maksimum

FDM parca boyutlar: degisiklikler gostermektedir (Alagdz 2004).

1.5 Calismanin Amaci ve Kapsam

Plak problemlerinin analitik ¢6ziimii sinir sartlarinin kullanimi agisindan kisithdir ve
bu da gesitli yaklagik ¢oOziimlerin gelistirilme sebeplerinden biridir. Bu ¢alismada da
kullanilan ve yaklasik ¢6ziim yontemi olan Ritz yontemi, biiyilkk oranda koordinat
fonksiyonlarmin uygun secilmesine bagli olarak dogru sonuglar vermektedir. Literatiirde Ritz
yonteminde trigonometrik fonksiyonlarin (Young, 1950, Warburton, 1954), kiris
fonksiyonlarinin (Leissa, 1973), kuvvet serilerinin (Narita, 1985) kullanildig1 caligmalar
mevcuttur. Cogunlukla ince plaklar i¢in olmak {izere iyi sonuglar elde edilmistir. Daha sonra,

Ritz yonteminde degisik ince plak problemlerinde polinom fonksiyonlar1 Onerilmis ve
4



kullanilmistir (Bhat, 1985; Liew ve digerleri, 1990). Bu polinomlarin avantaji, sayisal
uygulamalarda kullanmanin daha kolay olmasi ve Ritz yonteminin hesaplama verimliligini

arttirmasidir, (Uymaz, 2008).

3-boyutlu analizin karmasik olmasi sebebiyle plak teorilerinin gelistirilmesi yoluna
gidilmistir. Bu teoriler, problemin boyutunu indirgemeyi dolayisiyla 6zdeger denkleminin
determinant boyutunu kiigliltmeyi amaclamaktadir. Ancak bu teorilerle birlikte yapilan
kabuller dogal olarak gercek yapilara gore hatali sonuglar vermektedir. Plak kalinliginin,
plagin diger boyutlarina gore artmasiyla bu celigskiler de artmaktadir. Miihendislik
uygulamalarinda ¢ogunlukla orta kalinlikta ve kalin plaklar yer almaktadir. Pratikteki 6nemi
sebebiyle bu plaklarin dinamik karakteristiklerinin en iyi sekilde anlasilabilmesi i¢in ¢6ziim
yontemlerinin giivenilir ve dogru sonuglar vermesi gereklidir. Ayrica {i¢ boyutlu sonuclar
direkt karsilagtirilabildiginde diizlemsel plak teorilerinin de dogruluk derecesini

belirleyebilmektedir.

Gilinlimiizde imal edilen makineler veya yapilar icin yiiksek hiz ve elastik yapilari
dolayisiyla dogal frekanslar ve mod sekilleri 6nemli parametrelerdir. Bir makine eleman1 veya
bir yapinin tasarlanirken dogal frekanslart ve mod sekillerinin ve dolayisiyla titresimin
genliginin bilinmesiyle bu karakteristikler istenen simirlarin disinda ise makine elemaninin
tasarimi degistirilerek karakteristiklerin istenen sinirlarin i¢inde kalmasi saglanabilir. Bu
bakimdan serbest titresim yapmaya miisait dinamik sistemlerin tasariminda dogal frekans ve

mod sekillerinin bulunmast bilyiik bir neme sahiptir.

Bu ¢alismanin amaci malzeme o6zellikleri bir diizlem boyunca (xz-diizlemi) degisen
¢ift yonli FDM (2D-FDM) plaklarla malzeme ozellikleri tek bir dogrultuda (x veya z
dogrultusu) degisen geleneksel FDM plaklar1 serbest titresim davranislart agisindan

kargilagtirmaktir.

Literatiirde geleneksel FDM plaklarla ilgili ¢ok sayida ¢alisma mevcuttur. Ancak
malzeme 6zelliklerinin bir diizlem boyunca degisiminin ele alindigi 2D-FDM plaklarla ilgili
3-boyutlu serbest titresim analizini iceren yeterli sayida calisma olmadigi anlasilarak bu
konuda bilgi eksikliginin giderilmesine katkida bulunmak bu calismanin igerdigi yenilik

olarak diisiiniilmektedir.



Calismanin bundan sonra gelen 2. Boliimiinde, konu ile ilgili daha 6nceki yapilmig
calismalar hakkinda bilgi verilmekte 3. Boliimde ¢alismada kullanilan materyal ve yontemler
tanitilmakta, malzeme Ozelliklerinin diizlem i¢i ve kalinlik dogrultusunda degisim sekilleri
incelenmekte ve plak gerilme-genleme iliskileri ve ii¢ boyutlu elastisite teorisi ele
alimmaktadir. Daha sonra 3-boyutlu elastisite teorisi ¢ercevesinde Hamilton prensibinden
faydalanarak 2D-FDM plaklarin titresim davranigin1 yoneten denklemler ve simir sartlarinin
farkli bilesimleri elde edilmektedir. 4. Boliimde Ritz yontemi ve bu yontemde kullanilacak
olan Chebyshev polinomlart agiklanmakta ve ¢oziim yontemi farkli sinir kosullari igin iig
boyutlu titresim problemine uygulanmaktadir. Ritz yontemiyle 3-boyutlu elastisite teorisine
gore elde edilen sonuglar literatiirden alinan referans sonuglarla karsilastirllmaktadir. Elde
edilen yeni sonuglar ¢izelge ve grafikler halinde verilmektedir. Son olarak izotropik plak ve
2D-FDM plaklarda farkli malzeme bilesimlerinde temel frekans ve yiiksek frekanslara ait
mod sekilleri diisey dogrultudaki yer degistirme alani bileseni w i¢in verilmektedir. Son

boliim olan 5. Boliimde elde edilen sonuglar genel olarak degerlendirilmektedir.



2. KAYNAK OZETLERI

Bu ¢alismada ele alinan 2D-FDM plak, malzeme 6zelliklerinin bir diizlem boyunca
degisiminin ele alindig1 biri seramik digeri metal iki malzemenin karistmindan olugmaktadir.
Malzemedeki seramik bilesen diisiik 1s1 iletkenlik katsayisindan dolay: yiiksek 1sil direng
saglamaktadir (Hasselman ve Youngblood, 1978). Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzemeler
malzeme 6zeliklerinin dereceli degisimi sayesinde farkli uygulamalarda ve ytliksek sicaklikli
ortamlarda kullanilabilmektedir, (Hasselman ve Youngblood 1978, Yamanouchi vd 1990,
Fukui ve Yamanaka 1992, Koizumi, 1993). Bu durum FDM’lerin birgok uygulamada tercih
edilme sebebi olmaktadir. Literatiirde serbest titresim problemini mevcut teoriler ve ¢oziim
yontemleriyle izotropik plaklar ve malzeme Ozelliklerinin farkli degisim sekilleriyle FDM

plaklar iizerine ele alan bir¢ok ¢aligma mevcuttur.

FDM yapilarin statik ve dinamik davraniglarini lineer ve non-lineer olarak analiz eden
cesitli calismalar mevcuttur. Bunlar arasinda, Praveen ve Reddy (1997)’de, FDM plaklarin
termoelastik analizini Von Karman kriterine gére non-lineer olarak yapmustir. Pradhan vd
(1999)’da FDM silindirik kabuklarin ¢esitli sinir kosullar1 altinda titresim karakteristiklerini
incelemistir. Reddy (2000)‘de, malzeme o&zellikleri sicakliga bagh olarak degisen FDM
plaklarin analizini ¢esitli kayma deformasyon teorilerine dayanarak analitik ve sonlu
elemanlar yontemiyle yapmustir. Shabana ve Noda (2000)’de, iiretim siirecinde olusmus artik
gerilmeleri gz Oniine alarak 1s1] yiiklemeye maruz kalmis FDM plaklardaki 1s1l gerilmeleri
sonlu elemanlar yontemiyle analiz ederek FDM’lerde 1s1l gerilmelerin bilesimsel ve mikro-
yap1t dagilimini kontrol ederek en aza indirilebilecegini gostermek istemistir. W00 ve Meguid,
(2000)’de, FDM nplaklarin ve sig kabuklarin ¢dokme analizini non-lineer olarak analitik
yontemle ve Chen (2004)‘de FDM plaklarin titresim analizini non-lineer olarak Galerkin
yontemiyle ve lineer olarak Runge-Kutta yontemiyle yapmustir. Vel ve Batra (2002)’de, FDM
plaklarda 1si1l gerilme analizini malzeme Ozelliklerinin mikro-model yaklagimlara gore
degisimini goz Oniine alarak ii¢ boyutlu kuvvet serileri yontemiyle analiz etmistir. Na ve Kim
(2003)’de, ince plak ve kabuklarda 1s1l burkulma analizini {i¢ boyutlu olarak sonlu elemanlar
yontemiyle yapmistir. Zenkour (2005)‘de, titresim ve burkulma analizinde FDM sandvig
yapilar1 ele almistir. Aydogdu ve Taskin (2006)’da, serbest titresim analizini ¢esitli kayma
deformasyon teorilerine gére FDM Kkirisler i¢in yapmistir. Aydogdu (2006)’da, diizlem igi
yiiklere maruz kalmis FDM plaklarin analizini KPT’ne gére yapmustir. Abrate (2006)’da,



FDM plaklarda serbest titresim, burkulma ve statik ¢okme lizerine yapilmis olan ¢aligmalar

arasinda bir karsilagtirma yapmustir.

Isil gerilmelerin maksimum oldugu veya olabilecegi yerlerde 1s1l gerilmelere daha
dayanikli yeni bir malzeme ilave etmek gereklidir. Geleneksel FDM’lerde cismin dis
ylizeyinin tamami ayni bilesen dagilimina sahip olacagindan, cismin dis ylizeyinin de ¢ok
yiiksek sicaklik degisimine maruz kaldigi tasarim problemlerinde ¢ok etkili olmayabilir. Bu
da malzemenin iki veya ili¢ dogrultuda degisen bagimsiz malzeme &zelliklerine sahip
olmasiyla yenilebilir. Malzeme 06zelliklerinin iki dogrultuda degistigi FDM’ler iki boyutlu
veya ¢ift yonli FDM (2D-FDM) olarak adlandirilmaktadir. Literatiirde bazi 2D-FDM
calismalart mevcuttur. Dhaliwal ve Singh (1978)’de dikdortgen kartezyen koordinatlarda ve
silindirik polar koordinatlarda, kayma kuvveti etkisinde homojen olmayan izotropik elastik bir
katt icin denge denklemini c¢ozmiislerdir. Elastisite modiiliinii diizlem i¢i ve kalinlik
dogrultusunda eksponansiyel olarak degisen bir fonksiyon olarak tanimlamislardir. Nemat-
Alla (2003)’de 2D-FDM’yi temsil eden hacim oranlar1 ve karisimlar kanunu bagintilarini elde
etmistir. Bunlar1 plakta 1s1l gerilmeleri hesaplamak ic¢in kullanmustir. Elde ettigi sonuglara
gore 2D-FDM plaklar 1s1l gerilmeler konusunda gelencksel FDM’ye goére daha yiiksek
yetenege sahiptir. Ayrica, 2D-FDM’de maksimum gerilme bolgesi, geleneksel FDM nin
kinden daha kiigtiktiir.

Yang ve Shen (2001)’de, malzeme ozellikleri sicakliga bagli FDM plaklarda serbest
titresim analizini KPT’ne gore DQ ( Differential Quadrature ) yaklasimini ve Galerkin

yontemini kullanarak yapmustir.

Serbest titresim analizinin Ritz yontemiyle yapildig1 ¢alismalarda, yer degistirme alani
bilesenlerinde uygun fonksiyonlar se¢ilmesinin Ritz yontemine olan etkinligini incelemek bu
calismalarin amaglarindan biri olmustur. Leissa (1973)’de, izotropik plaklarda basit, ankastre
ve serbest sinir kosullarindan olusan 21 tip sinir kosulunun tamamini ele almis, 6 sinir kosulu
icin analitik ¢6ziim ve 15 smir kosulu i¢in koordinat fonksiyonlarini kiris fonksiyonu olarak
aldig1 Ritz yontemi ile ¢6ziim elde etmistir. Bhat (1984), Dickinson ve Di Blasio (1985), Liew
vd (1993), izotropik plaklarin serbest titresim analizi iizerine yaptiklari ¢alismalarinda Ritz
yonteminde ortogonal polinomlar kullanmislardir. Aydogdu ve Timarct (2001)’de, kompozit

plaklarin burkulma ve titresim analizinde yer degistirme alan1 bilesenleri olarak trigonometrik



fonksiyonlar1 ve Aydogdu ve Timarci (2001), (2003), Aydogdu (2005) ‘de kompozit plaklarin

titresim analizinde basit polinomlar1 kullanmislaridir.

Literatiirde Ritz yonteminde Chebyshev polinomlarinin kullanildigi caligmalar
mevcuttur. Zhou vd (2002)’de izotropik dikdortgen plaklarin 3-boyutlu serbest titresim
analizinde, Zhou vd (2003)’de silindirlerin 3-boyutlu serbest titresim analizinde ve Zhou,
(2006)‘da agili plaklarin 3-boyutlu serbest titresim analizinde, yer degistirme fonksiyonu

olarak Chebyshev polinomlarini kullanmislardir.

Yang vd (2003)‘de malzeme 6zellikleri konuma, sicakliga ve maruz kaldiklar: elektrik
alana bagl olarak degisen, iki ylizeyinde de piezo-elektrik katmanlar bulunan 6n gerilmeli
FDM plaklarin biiyiik genlikli titresim analizini yliksek mertebe kayma deformasyonlarini

kullanarak Galerkin yontemiyle ele almistir.

Kim (2004),’de FDM plaklarin serbest titresim analizini li¢iincii mertebe teoriye
dayanarak yapmistir. Ritz yontemiyle ¢oziimde yer degistirme alam1 fonksiyonunu ¢ift kath
Fourier serileri olarak almis ve malzeme 6zelliklerini sicakliga bagli alarak incelemistir. Vel
ve Batra (2004)’de, FDM plaklarda serbest titresim analizinde 3-boyutlu elastisite teorisini
kullanarak analitik ¢oziim elde etmistir. Malzeme ozelliklerinin degisimini mikro-model
yaklagimlar agisindan ele almustir. Ferreira vd (2006)’da BMKDT ve UMKDT teorilerine
dayanarak FDM plaklarda Mori-Tanaka mikro-mekanik yaklagim ile dogal frekanslari elde

etmistir.

Uymaz ve Aydogdu (2007)’de malzeme 6zellikleri kalinlik dogrultusunda bir kuvvet
kanununa gore degisen FDM plaga ait dogal frekanslar1 Ritz yonteminde KPT’ne gore
Chebyshev polinomlarini kullanarak elde etmistir. Uymaz ve Aydogdu (2007)’de farkli sinir
kosullar1 i¢cin FDM plaklarda titresimi Ritz yonteminde 3-boyutlu elastisite teorisine gore

Chebyshev polinomlarini kullanarak incelemistir.

Talha (2010)’da FDM plaklarin serbest titresim ve statik analizini sonlu elemanlar
modeli ile birlikte yiiksek mertebeli kayma deformasyon teorisini kullanacak incelemistir.
Abrate (2006)’da FDM plaklarinin ¢dkme ve burkulmasini ve serbest titresimlerinde ortaya
¢ikan problemleri analiz etmistir. Bu problemlerin analizini UMKDT, BMKDT ve KPT

modeli kullanarak yapmistir. Batra ve Jin (2004)’te FDM plaklarin serbest titresimlerini
9



incelemek amaciyla sonlu eleman metoduyla eslesen birinci derece kayma sekil degistirme
teorisini kullanmiglardir. Zhao vd (2008)’de Ritz metodunu kullanarak fonksiyonel olarak
derecelenmis metal ve seramik plaklarin serbest titresim analizini yapmislardir. Liew ve Teo
(1998)‘de DQ metodu kullanarak ii¢ boyutlu elastik plak modelindeki formiilasyonu ve

sayisal analizini yapmisglardir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Kisim 3.1°de c¢alismamizin konusu olan 2D-FDM plakta malzeme 6zelliklerinin bir
kuvvet kanununa goére xz-diizlemi boyunca degisimi ele alinmakta, Kistm 3.2°de plak
gerilme-genleme iliskileri iizerinde durulmakta, Kisim 3.3’te 3-Boyutlu Lineer Elastisite
teorisi kinematigi verilmektedir. Kisim 3.4’te FDM plaklara enerji prensiplerinin uygulanmasi

incelenmektedir. Son olarak Kisim 3.5’te sinir sartlar1 tanimlanmaktadir.

3.1. FDM Plakta Malzeme Ozelliklerinin Degisimi

Ele alinan plagin geometrik konfigiirasyonu Sekil 3.1 ile verilmektedir. Plak; uzunlugu
a, genisligi b ve tiniform kalinlhig h olan seramik ve metal karistmindan olusan fonksiyonel
derecelendirilmis plaktir. Plak geometrisi ve boyutlar (x,y,z) kartezyen koordinat sistemine
gbre tanimlanmis olup orijin plagin geometrik merkezindedir ve eksenler plak kenarlarina

paraleldir.

Sekil 3.1. Uniform kalinliktaki dikddrtgen bir plagin geometrisi ve koordinatlar
Malzeme bilesiminin Xz-diizlemi boyunca degistigi kabul edilmektedir ve plakta
(x=-a/2) 6n yiizeyinin ve (z=-h/2) alt yiizeyinin metal zengini ve (x=a/2) arka yiizeyinin ve

(z=h/2) st yiizeyinin seramik zengini oldugu kabul edilmektedir.

Seramik malzemenin hacim orani xz-diizleminde asagidaki gibi tanimlanmaktadir.

1 z\(x)!
V,=|=+—||— 3.1
20 o1
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Burada, hacim orani iisteli p, plak kalinligi boyunca malzeme degisim profilini ve hacim orani
isteli q, plak uzunlugu boyunca malzeme degisim profilini gostermektedir ve bilesim

malzemelerinin optimum dagilimini elde etmek amaciyla degistirilebilir, 0<p<ow, 0< g <.

Efektif malzeme 0Ozellikleri seramik malzemenin hacim orani uzerinden elde

edilmektedir.

P(z) =P,V, +P, (3.2)

P,=P,—P, (3.3)
1 z\(x)

P(z)=(P, -P, )(E + ﬂ (Ej +P, (3.4)

Burada P, efektif malzeme 6zelligini gostermektedir ve elastisite modiilii E, ve birim hacim
yogunlugu p’dur. P; ve P, sirasiyla metal ve seramik malzemenin 6zelligidir. Bu ¢alismada
elastisite modiilii ve yogunlugun xz diizleminde denklem (3.4) ile verilen kuvvet kanununa
gore degistigi ve poisson oranmin Sabit oldugu kabul edilmektedir. Bu ¢alismada alinan
kuvvet kanununa gore hacim orani iisteli q degeri g=0 alinarak p tistelinin degisimi dikkate
alindiginda incelenen plak malzeme ozellikleri yalmizca kalinlik dogrultusunda degisen
geleneksel FDM plaklara ve hacim orami iisteli p degeri p=0 alinarak q iistelinin degisimi
dikkate alindiginda incelenen plak malzeme Ozellikleri yalmzca diizlem i¢i bir dogrultu

boyunca degisen geleneksel FDM plaklara karsilik gelmektedir.

Seramik malzemenin hacim oranimin kalinlik dogrultusu ve diizlem i¢i dogrultu
boyunca degisimi Sekil 3.2 ve Sekil 3.3 ile verilmektedir. Sekillerden anlagilacagi gibi hacim
orani iistellerinin p=0 ve =0 degeri plagin tamamen seramikten yapildigin1 gostermektedir ve
p=1 ve g=1 degeri i¢in seramik ve metal bilesimin degisimi dogrusaldir. Sekil 3.2, p > 1 igin
seramik hacim oraninin z=h/2 ylizeyine dogru azalarak arttigin1 gostermektedir. Sekil 3.3,
ayni q degerinde uzunluk boyunca seramik hacim oraninin x=0 noktasina gore simetrik olarak

degistigini ancak q arttikga seramik hacim oraninin azaldigini géstermektedir.
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Hacim orani (V)
Sekil 3.2. 2D-FDM plakta seramik malzemenin hacim oraninin kalinlik dogrultusunda p

degerleri ile degisimi
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Hacim orani (V)
Sekil 3.3. 2D-FDM plakta seramik malzemenin hacim oraninin diizlem i¢i dogrultu (x ekseni

dogrultusu) boyunca q degerleri ile degisimi

3.2. Plak Gerilme-Genleme iliskileri

Bu kisimda genel olarak Gibson, 1994°dan yararlanilmistir. Elastik sinirlar ig¢inde bir
cisimde bir noktadaki 3-boyutlu en genel gerilme durumu, Sekil 3.4’de gosterildigi gibi 9
gerilme bileseni ojj (i,j = 1,2,3) ile verilir. Literatiirde kullamldig1 sekliyle i=j oldugunda oj;

normal gerilme ve ij oldugunda ise ojj kayma gerilmesi olarak adlandirilir.
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G13
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Sekil 3.4. Ug boyutlu gerilme hali

Her bir gerilme bilesenine karsilik bir genleme bileseni mevcuttur ve g ile gosterilir.
i=j ve i#j olmasi durumunda sirasiyla normal genleme ve kayma genlemesi adi verilir.
Miihendislik ve tensor genlemeleri normal genleme durumunda aynmi olmalarina karsilik,
kayma genlemesi durumunda; miihendislik kayma genlemesi (yjj), tensorel kayma

genlemesinin (ej) iki katidur, (yi; = 2¢j).

En genel durumda elastik bir cisimde bir noktadaki gerilme ve genleme bilesenleri

arasindaki iliski asagidaki gibi verilir.

Gij =fij(81178121813@21:82218231831v 8321833) (3-5)

Burada fjj fonksiyonu lineer veya non-lineer olabilir. Burada lineer durum goéz Oniine

alinmaktadir.
Lineer elastisite teorisi temelinde bir noktadaki gerilme-genleme iliskileri en genel

anizotropik durum i¢in genellestirilmis Hooke yasasina doniisiir ve matris formunda su

sekilde yazilir.
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O Ciin1 Ciizo Ciizs Ciizs Criar Ciany C1132 Ciiis Ciin &y
Oy Coair Corzz Coras Conns Conat Coain Cruzr Coniz Coom €22
O33 Caair Ca20 Casas Casoa Cazzn Caarnr Caazy Caaig Cogpr || €25
O3 C2311 Czszz C2333 C2323 C2331 C2312 C2332 C2313 C2321 &3
O3 | = C3111 C3122 C3133 C3123 C3131 C3112 C3132 C3113 C3121 &3 (3.6)
Oy, Cion1 Cio C1233 C1223 C1231 Cion C1232 C1213 Cion || €12
O3 C3211 Cazz Cazzz Capg C3231 Caoi C3232 Cans Cooot || €22
O3 C1311 C1322 01333 C1323 C1331 C1312 C1332 C1313 C1321 €13
1 O21 _C2111 Coiz C2133 C2123 C2131 Coir C2132 02113 C2121_ | &21 ]

Burada [C] matrisi (9x9)=81 bilesene sahip rijitlik veya elastik sabitler matrisidir. Dordiincii
mertebeden bir tansordiir. Elastik sabitlerdeki ilk iki indis gerilmeye, son iki indis genlemeye

aittir.
Genellestirilmis Hooke kanunu, indis notasyonunda asagidaki gibi ifade edilir.

(i,j=123 , Kkl=123) (3.7)

Gijj = Cijklgkl

Elastik sabitlerin sayisi bir takim simetri kosullarinin kullanilmasi ile birlikte azalir. 81
olan elastik sabitlerin sayisi, statik denge ve moment dengesinden gerilmelerin ve cismin
donme yapmadig kabuliinden genlemelerin simetrik olmast (cyij =oji &;=¢ ji) sebebiyle once

54’e sonra 36’ya diiser. Boylece gerilme ve genleme bilesenleri i¢in kullanilan indisler tekrar

diizenlenerek asagidaki gibi yazilir.

Gerilmeler Genlemeler
611 =01 €117 ¢
G2 =07 €22=8)
G33 =03 €33 = €3

G23=032=04
G13 =031 =05

G12 =021 =0

Bu durumda genellestirilmis Hooke kanunu asagidaki gibi ifade edilir.

o, =Cye;

€] (i,j=12,..8)

28y3=283 =Yp3=Y32= ¢4
2813=2831="Y13="Y31 =85

281, =281 =Y12=Y21=¢&p

Bu ifadede tekrarlanan indis toplami géstermektedir. Bu esitlik,

15
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lo}=[Clie} (3.9)

seklinde matris formuna doniistiiriiliir. Burada [C] matrisi, (6x6)=36 elemanl bir matris ve {c}

ve {g}, altisar elemanli siitun vektorleridir.

Alternatif olarak genlemeleri gerilmeler cinsinden veren genellestirilmis Hooke yasasi,
& =Si0; (i,j=12,...8) (3.10)
ve matris formunda,
e} =[slo} (3.11)

olarak yazilir. Burada [S] matrisi rijitlik matrisinin tersidir ve ‘esneklik matrisi’ adm alir,

Termodinamigin 1. yasasina gore, elastik cisimdeki sekil degistirmelerin izotermal ve
tersinir oldugu kabul edilerek, cisim igerisinde ortaya c¢ikan Wg sekil degistirme enerjisi
yogunlugunun, birim sekil degistirme bilesenlerinin homojen ve ikinci mertebeden bir

fonksiyonu oldugu kabul edilir.

Genleme enerjisi yogunluk fonksiyonunun (Wg) kullanilmasiyla elastik sabitlerin
sayist 21’e diiser. Genleme enerjisi yogunluk fonksiyonunun her bir genlemeye gore
tiiretilmesiyle bu genlemeye karsilik gelen gerilme bileseni bulunur.

Gj :%:C”ﬁj (312)

Bu ifadede genleme enerjisi yogunluk fonksiyonu,
1
WG = ECijgigj (3.13)

eklinde tamimlidir. Wg’nin ikinci tiirevi alinirsa
§ s

16



- 3.14
0g0¢ I ( )
bulunur. Tirevlerin siras1 degistirilirse,

2
0°Wg _c, (3.15)
0g j0¢;

bulunur. Sonug tiirevden bagimsiz olacagindan Cj; = Cji elde edilir ki buradan elastik sabitlerin

de simetrik oldugu ortaya c¢ikar.

Bu simetri kosullarindan sonra genellestirilmis Hooke yasasini tekrar su sekilde

yazilabilir.

_51_ _Cll Cio Gz Gy Cis Cye __81_

G2 Ca Cy3 Cyy Cys Cye €

O3 |_ Caz Cgy Cgs Cgp €3 (3.16)
Gy Cus Cys Cup | &4

o sim Css Co5 | &5

16 L B

Rijjitlik matrisinin bundan sonra yapilabilecek basitlestirmesi ancak malzemenin

kendisinin bir takim simetri diizlemlerine sahip olmasi ile miimkiindiir.

Gerilme ve genleme bilesenleri, koordinat sistemlerinin se¢imi ile degistiginden rijitlik
matrisinin elemanlar: da segilen koordinat takimi ile degisir. Baz1 durumlarda Cj; katsayilari,
verilen bir koordinat doniisimiinde gbz Oniine alinan ortamin simetrisine bagli olarak
degismez (invaryant) kalabilir. Eger bir noktadaki elastik sabitler, belirli bir diizleme gore,
birbirlerinin tamamen aynadaki yansimalar1 seklinde olan iki koordinat takimi i¢in esitse, bu
diizleme bu noktanin ‘elastik simetri diizlemi’ adi verilir. Malzemeler sahip olduklar1 bu

elastik simetri diizlemine gore isimlendirilir.

Izotropik bir malzemede sonsuz sayida simetri diizlemi vardir. Ayrica sifirdan farkls

eleman sayisi 12 ve bagimsiz eleman sayis1 2’dir.
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FDM malzemelerin karakteristikleri izotrop malzemelerinkine benzemektedir. Bu
yiizden FDM plagin gerilme-genleme iliskileri olarak izotrop bir malzemenin gerilme-

genleme iligkileri ele alinmaktadir.

Izotrop bir malzemenin ii¢ boyutlu halde gerilme-genleme iliskileri asagidaki gibi

yazilabilir.

Ox Cuy Cis Cis 0 0 0 €y
Oy Cu Cp O 0 0 €y
Sz |_ Ciy 0 0 0 €, (3.17)
Tyz Cus 0 0 €yz
Tyz sim Css 0 €xz
| Txy | L Ces J Exy

Burada Cj;, elastik sabitlerdir ve izotropik bir malzeme i¢in asagidaki gibi tanimlanmaktadir.

_ E(-v)
1T+ v)(1-2v)
vE

_ 1
Ciz L+v)(L-2v) (318)

_ _ _ Cll _ClZ _ E _
Cus=Cs5=Cgp = 5 = 2(1+v) =

Burada G, kayma modiilii olarak tanimlidir.
Diizlem gerilme halini ele alirsak,

Ox Qu1 Qu2 0 €x
Oy 1= Q2 Q22 0 €y (3-19)
Tyy 0 0 Qs6 ]| 74y

Burada Qjj, indirgenmis elastik sabitlerdir ve izotropik bir malzeme i¢in asagidaki gibi

tanimlanmaktadir.
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Qu = L2
vE

Q2= %) (3.20)
E

Qes = 20+v)

3.3. U¢ Boyutlu Lineer Elastisite Teorisi

Yap1 analiz alaninda calisan arastirmacilarin temel amaglarindan birisi ¢oziilmek
istenen fiziksel problemin matematik modelindeki kabulleri miimkiin oldugunca en aza
indirerek gercege en yakin davranisi bulmaktir. Bu amagla {ic boyutlu bir analiz yapilar

hakkinda daha giivenilir ve daha fazla bilgi vermektedir.

Ug boyutlu durumda yer degistirme alani bilesenleri,

U(x,y,z;t) =U(x,y,z;t)
V(X y,z;t) = V(X Y, ;1) (3.21)
W(X,Y,z;t) =W(X,y,Zz;1)

seklindedir ve 3-boyutlu durumda lineer elastisitenin genleme-yer degistirme iliskileri

asagidaki gibi verilir.

U oV 0w
T YTy T
(3.22)
oy oV oy ow ov oW
Wy T T T T Ty

Bu esitlikteki ex , &y ve g; sirastyla X,y ve z yonlerindeki normal genlemeleri, yxy, Yxz V€ Yy 1S€
kayma genlemelerini, U, V ve W sirastyla x,y ve z yonlerindeki yer degistirmeleri

gostermektedir.

Ug boyutlu teoriye gore gerilme-genleme iliskileri (3.17) ile ve uzaysal elastik sabitler

olan Cj’ler (3.18) ile verilmektedir.

19



3.4. Hareket Denklemlerinin Enerji Formiilasyonu

Bu kisimda malzeme o6zellikleri Xz-diizleminde degisen FDM plaklara enerji
prensiplerinin uygulanmasi incelenmekte ve bu prensipler varyasyon hesabi ile FDM
plaklarin statik ve dinamik denklemlerinin ¢ikartilmasi i¢in kullanilmaktadir. Bu amagla ilk

olarak cismin potansiyel ve kinetik enerjileri tanimlanmaktadir.

Elastik bir cismin genleme potansiyel enerjisi X, y, z koordinatlar1 cinsinden agagidaki

sekilde verilir (Whitney 1987).

1
Ug =EHI (Gxgx +0yEy +0,8, +0y,Ey, +0y,Ey, +cxysxy)dv (3.23)
\Y

Ug katl integral tiim cisim hacmi {izerinden alinmaktadir.

Elastik bir cismin X, y, z koordinatlar1 cinsinden kinetik enerjisi asagidaki gibi yazilir

(Whitney 1987).

=2 jg pllu 2+ (v 2 (w2 v (3:24)

Burada p, cismin 6z kiitlesidir ve integral hacim tizerinden alinmaktadir.

Diizlem i¢i ve diisey kuvvetlerin potansiyel enerjisi asagidaki gibi yazilir (Whitney
1987). Diisey kuvvetlerin potansiyel enerjisi, plak alt ve st ylizeyine etkiyen normal

kuvvetler alinarak,

W, =—%”(Gz(h/2) — 6,(~h/2))wdxdy (3.25)

Wy :—%Ijqwdxdy (3.26)
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olarak tanimlanir. Burada g, birim uzunluga etkiyen net dis kuvvettir. Diizlem i¢i kuvvetlerin
w yer degistirmesi sebebiyle olusan potansiyel enerjisi, baslangigta diizlem icine etkiyen

kuvvetler géz Oniine alinarak yazilir.

Vo :J.J. Ne, + Nje, + Ndyyxy}jxdy (3.27)

Burada Nj, NJ ve N¢, burkulmadan 6nce plaga uygulanan kuvvetleri ve ¢, &, Ve v,,
¢okme sebebiyle olusan genlemeleri gostermektedir ve asagidaki gibi tanimlanir.
€y =U,y +8IX
3.28

€, = U,X+%((u,X P+ (Vo ) +(w,y )2) "Green Genleme Tansorii (non — lineer)" (3.28)
Bu ¢alisma lineer oldugu igin ¢ , sly ve y,, genlemeleri asagidaki gibi alinmaktadur.

LT
=2 )

T 3.29
Sy —E W,y ( . )
Y;<y =W, W,y
Boylece diizlem i¢i kuvvetlerin potansiyel enerjisi agagidaki gibi yazilir.

:—” 2 Ny o+ 2N, (e, bixly (3.30)

Hamilton prensibinden keyfi bir zaman araliginda hareket denklemleri ve uygun sinir

sartlar1 belirlenebilir (Whitney 1987).

ty
j(suG +8Vp + Wy —8T)dt=0  (to<t<ty) (3.31)

to

Burada, 6 varyasyonel semboldiir ve Vp=0 ve Wp=0 alinirsa sadece serbest titresim
problemini yoneten denklemler elde edilir. Bu kisimda en genel hal i¢in plak denklemleri elde
edilmektedir.
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Ornek olarak genleme potansiyel enerjisindeki ilk terimin varyasyonel analizi

verilmektedir.
58U =%m (048, +0y 8y +0,86 , +Ty8 yo + TueY i + Tyt g IV (3.32)
\Y

Burada ilk terim olan &x genlemesi (3.22) ve (3.23) ifadeleri ile verilen yer degistirme

bilesenlerinin tiirevleri cinsinden yazilirsa asagidaki esitlik elde edilir.

o,0e,dV = m o,0u,, dxdydz
o, e, dV = H (cxéiu - ISUGX,X dx}iydz (3.33)

0,0,dV = ﬂ o,oudydz — m Oy, Oudxdydz

<t <t—m <t—m

Benzer islemler diger genleme bilesenleri i¢in yapilir ve genleme enerjisinin varyasyonu

asagidaki forma getirilir.

0Ug = % (ﬂ (cxéiu + 7Ty, OV + rszw)dydz + J] (cxé‘)u +1,,0V+ rszW)dydz + J] (cx U+ 1,0V + rxz&w)dydz -

(3.34)
J‘J‘J‘ ((cx xFxyry TTxzrz )Su + (rxy,x 0y, Ty, )6v+(rxz,x +Tyzy 654, )BW)dxdydz ) (3.35)
Kinetik enerjinin varyasyonu asagidaki gibidir. Zaman bagl alinmadigi igin
du(tp)=0u(t1)=0V(to)=0V(t1)=0w(to)=0ow(t;)=0
olur. Boylece,
1
8T = -5 HJ. (U, BU+V, 4 SV +W,, W )dxdydz (3.35)

elde edilir.

Benzer sekilde dis kuvvetlerin potansiyel enerjisinin varyasyonel analizi yapilir.
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SWp =—%_Hq8wdxdy (3.36)

Vp = —% (”(Nﬂw,xx +2Niyw,xy+N§w,yy)5wdxdy—I(N B W tNSW, )dex —J (N‘iw,X -Nyw,, )dey) (338  (3.37)

Bulunan bu varyasyon ifadeleri genel denklemde yerine yazilir.

by
J% {I(N‘y’W,y+N§yw,X )Swdx +I (N‘iw,x +N§’(yw,y)6Wdy +H (GXSU + rxy8v+rX28w)dydz+

t
.U (rxyé‘)u + cy8v+ry26w)dxdz +J] (rXZéSu +1,,0V+ (cz - Niw,XX—N3w,yy—2N‘X’yW,xy—q)6W>1xdy— (3.38)
ﬂ] ((Gxlx+Txyly+szvz_puvtt)6u+(Txylx+cyly+ry212_pvrtt )Sv‘l'(rxzvx"'ryvy"’czvz_pW'tt)SW)
dxdydz Jdt=0 (3.39)

Bu esitlikteki hacim integrali ancak asagidaki hareket denklemlerinin varligi ile saglanabilir.

Oxrxtlxyry TTxzrz = Pyt (339)
Txy’x+6y'y+‘cy2!z =PV,

d d
+GZ,Z+NXW,XX+2NXyW

d
Tyzrix T +NyW, +0 = pW,

yz'y Xy

3.5. Simir Sartlar:

(3.39) esitligindeki yiizeysel integrallerin ¢oziimii Cizelge 3.1°deki sir sartlarini
verir. Bu sinir sartlarindan yer degistirme bilesenleri (¢okme ve donme) ile ilgili olanlar
geometrik smir sartlari, kuvvet ve moment bilesenleri ise dogal sinir sartlar1 adini alir.

Cizelge 3.1. 2D-FDM plak sinir sartlart
x=0,a y=0,b z=0,h

Uyadaocx wuyadaty uyada1ty
vyadaty vyadacy vyadaty,

Wyadaty, Wyadat, wyadao,-Ny wxx-Ny? w,yy-2Ny* w,xy-g

Cizelge 3.2. x=sabit ve y=sabit kenarlar i¢in sinir sartlar1

x=sabit y=sabit

Basit destekli (B) ox=v=w=0 Basit destekli (B) oy=u=w=0
Ankastre destekli (A) u=v=w=0 Ankastre destekli (A) u=v=w=0
Serbest kenarli  (S) o= 1y= 1x.=0 | Serbest kenarl1 (S) 1x=0y=1y,=0
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2D-FDM plaklarin sinir sartlarinin isimlendirilmesi Sekil 3.5°te gosterildigi sirayla

yapilmaktadir. Buna gére x=sabit kenarlar1 basit desteklenmis, y=0 kenar1 ankastre ve y=b
kenar1 serbest olan plak BABS seklinde isimlendirilmektedir.

Ya

Kenar 4

Kenar 1
Kenar 3

> X
Kenar 2

Sekil 3.5. Incelenen 2D-FDM plakta sinir sartlari
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde BBBB, ASAS, AAAA sinir kosullarina sahip 2D-FDM plaklarin serbest
titresim analizi Ritz yontemi ile 3-boyutlu lineer elastisite teorisi icin yapilmaktadir.
Geleneksel FDM plaklarla 2D-FDM plaklarin  serbest titresim davranigi titresim
karakteristikleri ve mod sekillerine bagli olarak incelenmis ve karsilastirilmaktadir. Kisim
1’de Ritz yonteminin plaklarin titresim problemine uygulanmasi agiklanmakta ve Kisim 2°da
Ritz yonteminde koordinat fonksiyonu olarak kullanilan Chebyshev polinomlarindan
bahsedilmektedir. Kisim 3’te 3-boyutlu elastisite teorisi ile Ritz yonteminde Chebyshev
polinomlarimi kullanarak genel sinir sartlarindaki 2D-FDM plaklar i¢in elde edilen temel
frekanslar verilmektedir. Kisim 4°de farkli bilesime sahip 2D-FDM plaklarda Ritz yontemiyle
3-boyutlu teoriye gore elde edilen mod sekilleri diisey dogrultudaki yer degistirme alani

bileseni w i¢in verilmektedir.

4.1. Ritz Yonteminin Plaklarin Titresim Problemine Uygulanmasi

Enerji yontemi titresim hareketinin diferansiyel denklemini ¢6zmeden dogal frekansi
dogrudan dogruya hesap etmeye olanak veren bir yontemdir ve bir serbestlik dereceli basit
sistemlerde dogal frekans igin tam dogru sonucu vermektedir. Daha karisik, serbestlik
derecesi yliksek olan sistemlerin dogal frekanslarinin hesabinda bu yontemin genellestirilmis
bir bi¢imi olan Rayleigh yontemi kullanilir ve yaklasik sonuclar elde edilir. Ritz yontemi ise
serbestlik derecesi sayisii indirgeyerek dogal frekansa yakin frekanslar ve modlar bulan
genel bir tekniktir. 1909 yilinda Ritz tarafindan Rayleigh yonteminin genisletilmisi olarak

Onerilmistir.

Minimum enerji prensibine dayanan Ritz yontemiyle yer degistirme alanlari, hareket
denklemlerini elde etmeksizin yaklasik olarak bulunabilir. Toplam enerji fonksiyonelini
tanimlamak igin 3 serbestlik dereceli KPT ¢ergevesinde asagida verildigi gibi yaklasik bir yer
degistirme alan1 onerilir (Langhaar 1962, Leissa 1969).
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u= ZAifi (x.y.2)

1l
o

Blfl(x1ylz) (4.1)

s
14~ 3

C,fo(x.y.2)

T
o

Bu esitliklerde u, v ve w sirastyla x, y ve z yonlerindeki yer degistirme bilesenlerinin yaklasik
ifadeleri, A, B) ve C,, bilinmeyen katsayilar ve fi, fi ve f,, en azindan kenarlarda verilen
geometrik smir sartlarii saglayacak sekilde segilen siirekli fonksiyonlardir. Bu fonksiyonlar
matematik olarak tam ise, varsayilan yer degistirme bilesenleri, serilerin {ist sinirlar1 sonsuza
giderken gercek degerlerine yakinsarlar. Titresim probleminde plagin toplam enerji
fonksiyoneli, plak genleme potansiyel enerjisi Ug ve plak kinetik enerjisi T olmak iizere

asagidaki gibi tanimlanir.

IT=Ug e — Trrex (4.2)

Tanmimlanan bu enerji fonksiyoneli, (4.1) ile verilen yer degistirme alan1 bilesenleri cinsinden

elde edilerek bilinmeyen katsayilara gore asagidaki gibi minimize edilirse,

o, g o g
oA B, ac, 4.3)
(i=0L2..1; 1=012..L; p=0L2..P)

bu katsayilar cinsinden bir homojen denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemindeki
katsayilar matrisinin determinantini sifir yapacak oOzdegerler, ger¢ek degerlere list sinir
olusturur. Matris boyutu (4.1) esitligindeki serilerde alinacak terim sayisina baglidir. Bu

Ozdegerlerin en kiigligii temel serbest titresim frekans parametresine karsilik gelir.

Plak titresim problemlerinde segilecek yer degistirme alani, en azindan yer degistirme
ve egimlerden olusan geometrik sinir sartlarini saglamalidir. Kuvvet ve momentlerden olusan
dogal sinir sartlarinin saglanmasi zorunlu degildir. Verilen sinir sartlarini saglamanin degisik

yollar1 vardir. Olas1 yontemlerden birisi asagida verildigi gibi bir fonksiyon segmektir.

26



| |

Bu ifadede fy sinir sartlarin1 saglayan, fi ise sinirda sifir olan bir fonksiyondur. Ancak bu tip
bir yaklagim plak problemlerinde pek kullanilmaz. Sik¢a kullanmilan diger bir yaklagimda

asagida verilen ifade kullanilir.

u; :iAifi (4.5)

i~0
Burada her bir f; terimi (i=0,1,2, ...,I) sinir sartlarini saglar.

Ritz yonteminde yakinsamanin hizli olmasi ve sayisal kararlilik saglanmasi agisindan
secgilecek fi sisteminin uygunlugu onemlidir. Yeterli terim sayisinin da alinmasiyla analitik
¢oziime yaklasmak miimkiindiir. Incelenen ¢alismalar arasinda gogunlukla trigonometrik
fonksiyonlar, Aydogdu ve Timarci, 2001, 2004, basit polinomlar, Aydogdu ve Timarci, 2003,
Aydogdu, 2005, ¢ift kath Fourier serileri, Kim, 2004, ve ortogonal polinomlarin, Bhat, 1984,
Dickinson ve Blasio, 1985, Liew vd., 1993, farkli teorilere dayanarak ele alindigi
goriilmektedir. Bu c¢alismada koordinat fonksiyonlar: olarak bir sonraki kisimda daha detayl

olarak ele alinan Chebyshev polinomlari, Zhou vd., 2002, kullanilmaktadir.

4.2. Chebyshev Polinomlari

ao,a1,ay,...,an reel sayilar ve x bir reel degisken olmak iizere,
pn(X)=ag +a;x+a,x? +..+a,x" (4.6)

n.ci dereceden bir polinom olsun. Polinom fonksiyonlari ¢ok uygun 6zelliklere sahiptirler.
Polinomlar, x’in istenilen her degeri icin tiirevlenebilir ve herhangi bir aralikta
integrallenebilirdirler. Bundan bagka p(x) polinomu ag,ajaz,...,an gibi nt+l tane katsayi

tarafindan tam olarak belirtilebilir.

n negatif olmayan bir tamsay1, x=cosf ve 0<0<rm olmak iizere,
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T,(x)=cosn® 4.7
fonksiyonu tanimlansin. 0 sifirdan n’ye artarken, x- 1°den -1’e¢ azalir. Ty(X) fonksiyonu

I=[-1,1] araliginda tanimlanmis olur. x=cosf ise B=arccosx’dir.

T, (x)= cos n(arccos x) (4.8)

Simdi Ty(x)’in n dereceli bir polinom oldugunu gorelim.

e'® =cos0+isin®

| (4.9)
e"™ =(cos 0+isin6)" =cosnd+isinnd
oldugunu hatirlayalim. Binom acilimindan,
(cos®+isin®)” =cos" 6+G‘jcos”‘1 6(isin 6)+(2Jcos”‘2 e(i2 sin? 6)+...+(:J(i sing)" (4.10)

(4.9) ve (4.10) esitliklerinde reel kisimlar esit oldugundan sin0 yerine 1-c0s°0 yazilarak,

cosng=» (-1)° (;qj cos" 2 e{zq: ) [EJ cos 2 9] (4.11)

elde edilir ve bu ifadede cos=x yazilirsa cosnf’nin polinom oldugu goriiliir. Dolayisiyla

(4.11) ile tanimlanan fonksiyon bir polinomdur. Bu polinomun katsayilari belirlensin. Eger,

sl st

2
(4.12)
Big =(-1)" [i} cos 2 g, k=012,...q

olarak segilirse (4.11) ifadesinin sag tarafi bir tiggensel toplam olur. Yani,
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cosnb=AyBg,
+A1Bgs +ABy;

+A280'2 +AZBl,2 +A252’2 (4.13)

+A[

n1B 1ttt AR B,
2 ols] R
seklindedir. (4.13)’in sag tarafindaki ayn1 kosegen iizerindeki elemanlar toplanirsa,

:ﬂ;}[zﬂ
E}BBHZ}]

+[AlBO,1 +A,B, +...+A{

(4.14)

T,(x)=cosno = i (-2)* ; [;J[JKJ cos" %k o (4.15)

elde edilir. (4.15) esitligi Tn(x)’in n.ci dereceden bir polinom oldugunu gosterir. cosf=x
olmak tizere (4.15) esitligi,

T (X): tg”) +t§n)x+t(2n)x2 +,“+t£‘")xn

(4.16)

seklinde yazilirsa,

" i) =0 k=o,1,...[”_1}
S0 emon ]
T \2i\k 2

(4.17)
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oldugu gorilir. Boylece (4.7) ile tamimli ve I araligi tizerinde degerler alan Tn(X), n.ci
dereceden bir polinoma doniisiir. Bu polinoma n.ci dereceden Chebyshev polinomu denir.
Tn(x) polinomlart, ilk defa Rus matematik¢i P.L.Chebyshev (1821-1894) tarafindan ¢alisilmis

ve onun ismiyle adlandirilmistir (Fox ve Parker 1968).

Negatif olmayan n tamsayisi i¢in, n.ci dereceden Chebyshev polinomlar1 (4.16) ve

(4.17) formiilleri ile tanimlanir. ilk alti Chebyshev polinomu asagidaki gibidir.

(4.18)

1,0 /“ 7 - . — a]
\\\\ / \ / \ - /

05{ \\ A \ =

Tn(X)

0,0 /

e ‘
054 N \U’ \

T
-1,0 -0,5 0,0 05 1,0

Sekil 4.1. Chebyshev polinomlarinin degisimi

Chebyshev polinomlari, [-1,1] araliginda ayni en biiyiik ve en kiiglik art1 ve eksi
degerler arasinda salimim yaptiklarindan, esit salinimli (equal ripple) polinom ozelligi
tagimaktadirlar ve bu Ozellikleri sayesinde yaklasim fonksiyonundaki hatayr en kiiciik
yapmaya calisirlar. Dolayisiyla minimaks kriterine yoneliktir. En kiiglik kareler yontemi
karelerin toplamimi, Chebyshev yaklasimi ise en biiyiik hatayr en kiiciik yapmaya caligir.

Polinomlar ile interpolasyon yapildiginda nokta sayisi arttikca, aralik kenarlarinda fonksiyon
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degerlerinde biiyiik sapmalar olmaktadir. Bu sapmalar1 Chebyshev polinomlarini kullanarak

onlemek miimkiindiir (Bakioglu 2004).

Burada bahsedilen minimaks kriteri kisaca su sekilde tanimlanabilmektedir: Bir f(x)
fonksiyonu ile bu fonksiyonun yaklasim fonksiyonu olan g(x) fonksiyonu (f(x)=g(x))
arasindaki farklarin mutlak degerlerinin toplaminin en kiiclik yapilmasidir. Matematiksel

olarak asagidaki gibi ifade edilmektedir (Bakioglu 2004).
MaX 4« [f (X) ~G(X)| (4.19)

4.3. Serbest Titresim Probleminin Ritz Yontemi ile Coziimii

Calismanin bu kisminda 2D-FDM plaklarda serbest titresim probleminin ¢oziimii
3-boyutlu elastisite teorisine gore Ritz yontemi ile genel sinir kosullarinda ele alinmaktadir.
2D-FDM plakta Elastisite modiilii ve yogunlugun Xz-diizlemi boyunca bir kuvvet kanununa
gore degistigi ve Poisson oraninin sabit oldugu kabul edilmektedir. 3-boyutlu lineer elastisite

teorisi kapsaminda yer degistirme alan1 genlik fonksiyonlari,

V(X,Y,Z)=F,(X,Y) B P (X)Pr (Y)P, (Z)sin ot (4.20)
W(X,Y,Z)=F, (X, Y) 3 iicpq,Pp(X)Pq (Y)P,(2)sin ot

ile verildigi gibi plagin geometrik sinir kosullarini saglayan yer degistirme alanm bilesenlerinin
sinir fonksiyonlari ile Chebyshev polinomlarmin ¢arpimi seklindedir. Burada Ajjk, Bimn Ve Cpqr
bilinmeyen katsayilardir. Ps(§) (s=1,2,3,..., &=X,Y,Z) kosiniis fonksiyonlarina gore asagidaki
gibi yazilabilen bir boyutlu s. Chebyshev polinomudur.

P, (&) = cos[(s —1)arc cos(&)] (5=123..) (4.21)

Yer degistirme alani genlik fonksiyonlarina karsilik gelen siir fonksiyonlari Fy(X,Y),
Fv(X,Y) ve Fw(X,Y),
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F5 (X, Y)=f3(X)F2(Y) (6=u,v,w) (4.22)
olarak yazilabilir. Sinir kosullar1 x=sbt. kenar i¢in asagidaki formda yazilabilir.

Serbest kenar

6, =0,1,, =0 and 1,, =0. (4.23)
Basit destekli kenar

w=0,v=0 and o, =0. (4.24)
Ankastre kenar

w=0,v=0 and u=0. (4.25)

X-ekseni igin farkli sinir kosullarina karsilik gelen sinir fonksiyonu bilesenleri Cizelge 4.1 ile

verilmektedir.

Cizelge 4.1. Klasik sinir kosullari i¢in sinir fonksiyonlari

sK. ¢ &R
S-S 1 1 1

B-S 1 1+X  1+X
BB 1 1-X* 1-X°
A-S 1+X 1+X 1+X
AB 1+X 1-X° 1-X°
A-A 1-X° 1-X° 1-XP

Yer degistirme alami bilesenleri genleme potansiyel enerjisi ve kinetik enerji

ifadelerinde yerine koyularak maksimum enerji fonksiyonelinin bilinmeyen katsayilara gore

minimizasyonu asagidaki gibi yapilir.

a a al (u jk.1Lm,n,p,q,r= 1,2,3...)
OA - OB.—- oC——
ijk Imn par

(4.26)

Bu islem sonucunda asagidaki gibi bir 6zdeger problemi elde edilir.
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[Kll] [K12] [Kl3] [Mn] [M12 M13] [ uk]
[Kzz] [Kza] -Q? [Mzz] [ 23] [Blmn] :[0] (4-27)
sim. [Kss] sim. [M;] [Cpqr]

Burada [Kj] ve [M;j] terimleri EK-A’de verilmektedir ve sifirdan farkli ¢6ziim (non-trivial)
elde etmek icin determinanti sifir yapan 6zdegerler (Q) serbest titresim frekans parametresine
karsilik gelir. Bu Ozdeger problemindeki kare matrisin boyutlari

[(1+1)(J+1)(K+1)+(L+1)(M+1)(N+1)+(P+1)(Q+1)(R+1)] ifadesi ile bulunur.

Ritz yonteminde yapilan hesaplamalar Ornek olmasi agisindan, varsayilan yer
degistirme bilesenlerinin elastisite modiilii ve yogunlugun kalinlik dogrultusunda degistigi FD
plaga ait enerji fonksiyoneli ifadesinde (4.2) yerine yazilmasiyla elde edilen fonksiyonelin ilk

terimi i¢in yapilan islemler asagida gosterilmektedir.

XZ{[F yiiiBlmp'P P, +Fviiislmnp, Py } + (4.28)

I=1 m=1 n=1 1=1 m=1 n=1

2
A2 {[Fwiiicpq,lvppqp } +...[dXdYdz
p r=.

Fonksiyonelin ilk teriminin Ajix katsayisina gore belirli i, j ve k igin minimizasyonu ise

asagidaki ifadeleri verir.

i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1

(4.29)

ijk i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1

[ TS Y

=1 1
Fuix PiPiPL +FuPp P]PR)}““"}deYdZ
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ZZZ[N {E(Fu,xpi PP + FuFy PP PIPPPy + FyFy P PPIP PPy +

i 1 k=L v
F2P, P PPPP) KZ(FZPPPPPP F,F,,P,P-P.P. PP 4.31
PPy PP PP [ = Py PP PP PP + Ry Ry PiPPPy PPy + (4.31)
FuFuyPiPiP;yPiPPy + FEPPP; P PP +yi2Fu2Pi PiPijPkszk’ZJ}dXdeZ}Aijk ...

Bu esitlikte ortaya cikan integrallerin niimerik olarak FORTRAN 77 programlama dili ile
hesaplamasi yapilmaktadir ve hazirlanan bilgisayar programinin akis diyagrami EK-B’de

verilmektedir. Tiim sonuglar ¢ift incelikli sayilar kullanilarak elde edilmektedir.

Plaga ait boyutsuz frekans parametresi diger calismalarla karsilastirma yapabilmek

icin asagidaki gibi secilmektedir.

TC4

A% = Q{bZ—D} (4.32)
Burada,

P2
2

Q=mwa

ve
D =120 v?)/h?

olarak tanimlanmaktadir.

Bu calismada incelenen FDM plak malzeme profilini olusturan seramik ve metal

bilesenlerin elastik 6zellikleri Cizelge 4.2 ile verilmektedir.

Cizelge 4.2. Seramik ve Metal malzemelerin elastik 6zellikleri (Elastisite modiilii E (GPa),

Poisson orant v, kiitle yogunlugu p(kg/m?))

Malzeme E p v
Aluminum (Al) 70 2707 0.3000
Zirconia (ZrO;) 151 3000 0.3000
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Temel frekans parametrelerinin yakinsamasi ele alinan li¢ farkli simir kosulu igin
Cizelge 4.3 ile verilmektedir. Biitiin dogrultulardaki terim sayilar esittir. M=N=5 terimden
itibaren referans sonuglarla olduk¢a uyumlu sonuglar elde edilmektedir. Tiim durumlarda 4-
ve 5- terim sonuglar1 arasindaki maksimum fark % 2.3’tiir. Kenarlardaki sinirlandirmalar
arttikca yakinsama daha iyi olmaktadir. Calismadaki hassasiyeti arttirmak amaciyla bu

kisimda bundan sonraki hesaplamalarda alinan terim sayist IxJxK=5x5x5"tir.

Cizelge 4.3. Geleneksel FDM kare plaklarda a/h=5 ve p=10 i¢in farkli sinir kosularinda

boyutsuz frekans parametresinin yakinsamasi

IXIXK BBBB ASAS AAAA
2x2x2 1.5937 1.8049 2.6076
3x3x3 1.4662 1.4577 2.1840
4x4x4 1.3711 1.3957 2.0976
5x5x5 1.3711 1.3852 2.0880

Izotropik kare plaklarda farkli sinir kosullar1 igin elde edilen frekans parametresi
sonuclart Cizelge 4.4’te Liew vd, 1993, nin farkli a/h oranlan igin elde ettigi sonuglarla
karsilastirilmaktadir. Ince plaklardan kalin plaklara sonuglarin tiim siir kosullar1 i¢in oldukea

uyumlu oldugu goriilmektedir.

Cizelge 4.4. Izotropik kare plaklarda farkli simir kosulu igin boyutsuz frekans parametresinin

onceki ¢aligmalarla karsilastirilmasi

a/h Simir Kosulu

Coziim yontemi | BBBB ASAS AAAA
5 Liew vd,1993 1.7758 1.7996 2.7261
Bu ¢alisma 1.7748 1.8083 2.7404
10 | Liew vd,1993 1.9342 2.1236 3.3215
Bu ¢alisma 1.9339 2.1260 3.3481
100 | Liew vd,1993 1.9993 2.2482 3.6492
Bu galisma 1.9974 2.2781 3.6946
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Basit destekli izotropik plakta Ritz yontemiyle elde edilen yiiksek frekanslar karsi

geldikleri mod dizilisleriyle birlikte farkli kenar/kenar oranlari igin Leissa, 1973° nin

sonuglar ile Cizelge 4.5’te karsilagtirilmistir. Buna ilaveten, basit destekli geleneksel FDM

plakta Ritz yontemiyle elde edilen yiiksek frekanslar Zhao vd., 2009’nun sonuglar1 ile

karsilastirilmistir. Sonuglarin birbirleriyle uyumlu oldugu goriilmektedir.

Cizelge 4.5. Basit destekli izotropik plakta farkli a/b oranlari ve mod dizilisleri i¢in temel

frekans sonuglarmin karsilastirilmasi

Coziim yontemi alb

2/3 1 32
Mod dizilisi 11 11 11
Leissa, 1973 14.2561 19.7392 32.0762
Bu ¢alisma 14.2481 19.7233 32.0625
Mod dizilisi 12 21 21
Leissa, 1973 27.4156 49.3480 61.6850
Bu ¢alisma 27.4592 49.4571 61.7414
Mod dizilisi 21 12 12
Leissa, 1973 43.8649 49.3480 98.6960
Bu galigma 43.9887 49.4672 98.8939
Mod dizilisi 22 22 22
Leissa, 1973 57.0244 78.9568 128.3049
Bu calisma 57.1402 79.0696 128.4056

Cizelge 4.6 FDM Kkare plaklarda BBBB sinir kosulu igin boyutsuz frekans parametresinin

onceki ¢alismalarla karsilastiriimasi ( A% = Q?)

Sinir Mod p=0.5 p=1 p=5
Kosulu Bu ¢alisma Zhao vd, Bu calisma Zhao vd, Bu ¢alisma Zhao d,
2009 2009 2009
BBBB | 1(11) 5.1971 5.1105 4.9507 4.8713 4.6270 4.5549
2(21) | 12.4904 12.207 11.8999 11.633 11.0749 10.828
3(12) | 12.4904 12.207 11.8999 11.633 11.0749 10.828
4(22) | 17.9532 18.630 17.0944 17.748 15.1266 16.462
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Sekil 4.2 ve Sekil 4.3 ile kare plaklarda frekans parametresinin farkli sinir sartlari igin,
sirastyla, hacim orami iistelleri p ve q ile degisimi verilmektedir. Boylece geleneksel FDM
plaklarla 2D-FDM plaklarda ayn1 sinir kosulunda p ve q parametrelerinin degisiminin frekans
parametresine etkisi incelenmektedir. Sekil 4.4 ve Sekil 4.5 ile kare plaklarda frekans
parametresinin farkli q degerleri igin p ile ve farkli p degerleri i¢in q ile degisimi ele alinan
simir kosullar i¢in verilmektedir. Boylece geleneksel FDM plaklarla 2D-FDM plaklarda ayni
p degerinde q iistelinin degisiminin ve aym q degerinde p istelinin degisiminin frekans
parametresine etkisi incelenmektedir. En yiiksek ve en diisiik frekans parametreleri sirasiyla
AAAA ve BBBB sinir kosullarinda elde edilmektedir. Kenarlardaki kisitlamalar arttikga
frekans parametresinin degeri artmaktadir. Hacim orani iisteli p’nin ayni1 degerinde q degeri
arttirildikca frekans azalmaktadir. Bu azalma 0<qg<1 araliginda daha keskindir ancak 1<q<2
araliginda frekans degerlerinde bir miktar artis gézlenmektedir ve q > 2 degerinden itibaren
frekans degerindeki azalma ¢ok daha zayif bir sekilde devam etmektedir ve egri asimptotik bir
hal almaktadir. Hacim orami iisteli q’nun ayni degerinde p degeri arttirildik¢a frekans
azalmaktadir. Bu azalma 0<p<1 araliginda daha fazla gézlenmektedir. Hacim orani iistelleri p
ve degerleri birlikte diisiiniildiigiinde g>5’ten itibaren frekanstaki degisim p degerine karsi

duyarsiz hale gelmektedir.

Sekil 4.6 ve Sekil 4.7°te frekans parametresinin farkli a/b degerleri i¢in, sirasiyla,
hacim orani iistelleri p ve q ile degisimi verilmektedir. Boylece 2D-FDM plaklarda aym
kenar/kenar oraninda p ve q parametrelerinin degisiminin frekans parametresine etkisi

incelenmektedir. Plak uzunlugu arttirildikca frekans degeri azalmaktadir.

Sekil 4.8°de kare plaklarda frekans parametresinin farkli p ve q degerleri i¢in a/h ile
degisimi ele alinan sinir kosullar1 i¢in verilmektedir. Boylece geleneksel FDM plaklarla 2D-
FDM plaklarda kenar/kalinlik oraninin degisiminin farkli p ve q degerlerinde iken frekans

parametresine etkisi incelenmektedir. a/h orani arttirildikca frekans degeri artmaktadir.

Sekil 4.9°da kare plaklarda yliksek frekans degerlerinin p=0 olmas1 halinde q iisteli ile
ve g=0 olmas1 halinde p tisteli ile degisimi incelenmektedir. Yiiksek frekanslarin p ve q
degerleri ile degisimi temel frekansa benzer sekildedir. Ancak ASAS sinir kosulunda frekans

degerleri BBBB ve AAAA sinir kosullarindakilere gore birbirine daha yakindir.
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Sekil 4.2. Frekans parametresinin farkli sinir sartlar1 i¢in p ile degisimi (a/b=1, a/h=10)
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Sekil 4.6. Frekans parametresinin farkli a/b degerleri i¢in q ile degisimi (a/h=10)
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4.4. 2D-FDM Plaklarda Mod Sekilleri

Bu kisimda geleneksel FDM plaklarda ve 2D-FDM plaklarda Ritz yontemiyle
3-boyutlu teoriye gore elde edilen ilk 4 frekansa ait mod sekilleri diisey dogrultudaki yer
degistirme alan1 bileseni w i¢in verilmektedir. Mod sekilleri (4.27) esitligi ile verilen 6zdeger
probleminin ifadesinde yer alan ve 0Ozvektdrlere karsilik gelen bilinmeyen katsayilardir.

Ozvektorler kisaca asagida verildigi gibi bulunmaktadir.

[MI K] @2[MIM][x]; = [o] (4.33)

Buradan ilk olarak 6zdegerler ve dolayisiyla 6zdegerlere karsilik gelen dogal frekanslar
bulunmaktadir. Ele alinan dogal frekanslara karsilik gelen oOzvektorler ve dolayisiyla
bilinmeyen katsayilar da dogal frekanslarla birlikte bulunmus olmaktadir. Boylece bulunan
katsayilar (4.20) esitligi ile verilen yer degistirme alan1 bilesenlerinde yerine koyularak mod
sekilleri c¢izilebilmektedir. Bu c¢alismada plagin diisey dogrultudaki deformasyonlarini
incelemek amaciyla diisey dogrultudaki yer degistirme alani bileseni w’nin mod sekilleri p ve
q iistellerinin farkli degerlerinde ele alinan tiim sinir kosullari icin cizilmektedir. Ozvektérlere
karsilik gelen bilinmeyen katsayilarin bulunmasinda ve mod sekillerinin ¢izilmesinde
MATLAB 6.5 programindan yararlanilmakta ve cizimlerde 3-boyutlu egri ¢izim komutlar

kullanilmaktadir.

Ele alinan tim smir kosulari i¢in ¢izilen mod sekilleri Sekil 4.10-4.15 ile
verilmektedir. Sekil 4.10-4.12 ile malzeme Ozelliklerinin yalmzca diizlem igi dogrultu
boyunca degisimi ele alinarak c¢izilen geleneksel FDM plaklarin mod sekilleri verilmektedir.
2D-FDM plaklarin mod sekilleri ise Sekil 4.13-4.15 ile verilmektedir. Bu c¢alismada kare
plaklarda Ritz yontemiyle elde edilen ilk 4 frekans parametresi analitik ¢oziimde sirasiyla
(1,1), (2,1), (1,2), (2,2) mod dizilislerine karsilik gelmektedir. Bu da plagin serbest titresim
esnasinda meydana gelen dalga sayilarini gostermektedir. Hacim orani iisteli q degerinin 0, 1
ve 2 degeri icin ¢izilen bu sekillerde g degerinin artmasiyla dalga sayilari artma egilimi
gostermektedir. Ayrica kenarlardaki kisitlamalar arttikca diiglim noktalar1 sayisi azalma
egilimi gostermekte ve kenarlardaki kisitlamalar azaldik¢a diiglim noktalar1 sayisi artma

egilimi gostermektedir. Geleneksel FDM plaklarda q iistelinin incelenen tiim degerlerinde
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elde edilen mod sekilleri beklenildigi gibi olmaktadir. Ancak p ve q iistellerinin her ikisinin de

degisimi dikkate alindiginda diiglim noktalar1 sayis1 artma egilimi gostermektedir.
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Sekil 4.10. BBBB sinir kosuluna sahip geleneksel FDM plakta yiiksek frekanslar i¢in mod
sekilleri (a/b=1, a/h=20, p=0)
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5.SONUC

Bu ¢alismada, malzeme 6zellikleri xz diizlemi boyunca degisen FDM plaklarin serbest
titresim analizi 3-boyutlu lineer elastisite teorisi’ne gore Ritz yontemiyle ele alinmaktadir.
Ritz yonteminde kullanilan plagin geometrik sinir kosullarmi saglayan yer degistirme alani
bilesenleri, sinir fonksiyonlar1 ile Chebyshev polinomlarinin ¢arpimi seklinde alinmaktadar.

Plakta BBBB, ASAS, AAAA sinir kosullar ele alinmaktadir.

Calismada ilk olarak malzeme 6zelliklerinin xz diizlemi boyunca degisimi bir kuvvet
kanunuyla incelenmekte ve grafikler halinde verilmektedir. FDM plaklarin titresim
davranisini yoneten denklemler ve sinir sartlarinin uygun bilesimleri Hamilton prensibiyle 3 -
boyutlu lineer elastisite teorisine dayanarak elde edilmektedir. Elde edilen sonuclarda
elasitisite modiilii ve yogunlugun kalinlik dogrultusunda kuvvet kanununa gore degistigi ve

Poisson oraninin sabit oldugu kabul edilmektedir.

Ritz yontemiyle ¢oziimde biitiin dogrultulardaki terim sayilari esit alinmaktadir ve tim
sinir kosullarinda terim sayisinin 4- ve 5- olmasi durumunda frekans sonuglar1 birbirine ¢ok
yakindir. Caligmadaki hassasiyeti arttirmak amaciyla hesaplamalarda alman terim sayisi
IxJxK=5x5x5"tir. Kenarlardaki kisitlamalar arttikca yakinsama daha iyi olmaktadir. Elde
edilen sonuclar literatiirde mevcut olan izotropik plak ve geleneksel FDM sonuglariyla Farkli
malzeme bilesimlerinin ve plak geometrisinin (kenar-kenar, kenar-kalinlik oranlar1), serbest
titresim frekans degerlerine etkisi incelenmektedir. Geleneksel FDM ve 2D-FDM plak

sonuglari birbiriyle karsilastirilarak degerlendirilmektedir.

Ritz yontemiyle yapilan 2D-FDM plaklarin ¢oziimiinde genel olarak kenarlardaki
kisitlamalar arttik¢a frekans parametrelerinin degerleri artmaktadir. En yiiksek ve en diisiik
frekans parametreleri sirasiyla AAAA ve BBBB sinir kosullarinda elde edilmektedir. Ele
alman tim simmir kosullarinda plak kalinligi azaldik¢a frekans parametreleri artmaktadir.
Kenar-kalinlik oran1 a/h=50 degerinden itibaren frekans parametreleri daha kesin bir degere
yakinsamaktadir. Plak uzunlugu arttirildik¢a frekans degeri azalmaktadir.

2D-FDM plaklarda hacim orani isteli q degeri arttirildikga genel olarak frekans
azalmaktadir. Bu azalma 0<q<l araliginda daha keskindir ve q > 2 degerinden itibaren
frekans degerindeki azalma ¢ok daha zayif bir sekilde devam etmektedir. Ancak 1<q<2

araliginda frekans degerlerinde bir miktar artis gozlenmektedir. Hacim orani iisteli p degeri
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arttirildikca frekans azalmaktadir. Bu azalma 0<p<l araliginda daha fazla gozlenmektedir.
Hacim oram {istelleri p ve degerleri birlikte diisiiniildiiglinde g>5’ten itibaren frekanstaki

degisim p degerine karsi duyarsiz hale gelmektedir.

Calismada yiiksek frekans degerlerinin p=0 olmas1 halinde q tisteli ile ve g=0 olmasi
halinde p isteli ile degisimi de incelenmektedir. Yiiksek frekanslarin p ve q degerleri ile
degisimi temel frekansa benzer sekildedir. Ancak ASAS simir kosulunda frekans degerleri
BBBB ve AAAA sinir kosullarindakilere gore birbirine daha yakindir.

Calismada son olarak Ritz yontemiyle elde edilen ilk 4 frekansa ait mod sekilleri de
verilmektedir. Diisey dogrultudaki deformasyonlar i¢in ¢izilen bu mod sekilleri plagin goz
ontine alman dogal frekanstaki titresimi sirasinda diisey dogrultuda yaptigi hareketi

gostermektedir.

Elde edilen sonuclar yapilacak yeni aragtirmalara kaynak olacak niteliktedir. Sonuglar

tasarimcilar tarafindan kullanilabilecektir.
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BILGISAYAR PROGRAMI AKIS DiYAGRAMI
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