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Bu tezin genel amact devirli hipergruplarin alt hipergruplarinin 6zelliklerini arastirmaktir.
Calisma {i¢ ana bolimden olusmaktadir. Birinci bolimde devirli hipergruplar iizerine
literatiirde bulunan calismalara yer verilmistir. Ikinci bélimde hipergruplardaki temel
kavramlarin bir derlemesi sunulmustur. Calismanin kismen 6zgiin olan {igiincii boliimiinde ise
devirli hipergruplar incelenmistir. Ozel olarak devirli hipergruplarin alt hipergruplarinin hangi
sartlar altinda devirli olabilecegi arastirilmistir. Devirli gruplarda var olan bir¢ok teoremin
devirli hipergruplarda saglanmadig1 orneklerle gosterilmistir. Diger yandan hipergruplarin
homomorfik goriintiilerinde grup teorisindekilere paralel sonuglar elde edilmistir.
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The general purpose of this thesis is to investigate the properties of subhypergroups of cyclic
hypergroups. The study consists of three main parts. In the first part, studies on cyclic
hypergroups in the literature are included. In the second part, a compilation of basic concepts
in hypergroups is presented. In the third part of the study, which is partially original, cyclic
hypergroups were examined. In particular, it was investigated under which conditions
subhypergroups of cyclic hypergroups can be cyclic. It has been shown with examples that
many theorems that exist in cyclic groups are not provided in cyclic hypergroups. On the other
hand, parallel results to the ones in group theory were obtained in homomorphic images of
hypergroups.
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1. GIRIS

Hipergrup kavrami, ilk olarak 1934 yilinda “8th. Congress of Scandinavion
Mathematicians” adli konferansta F. Marty [1] tarafindan tanitilmistir ve bu ¢alisma cebirsel
hiperyapilarin calisilmasina Onciililk etmistir. Genel olarak klasik cebirsel yapilar ile olan
baglantilar1 ve geometri, topoloji, olasilik teorisi, fuzzy ve kaba kiimeler teorisi gibi alanlardaki
cesitli uygulamalar arastirilmistir [2]. Klasik cebirsel yapilarda iki elemanin bir iglem altindaki
goriintiisii bir eleman oluyorken, cebirsel hiperyapilarda iki elemanin bir hiperislem altindaki
goriintiisii bir kiimeye karsilik gelir. Boylelikle cebirsel hiperyapilar ile cebirsel yapilarin uygun

bir genellemesi elde edilmistir.

Grup teorinin 6nemli kavramlarindan biri devirliliktir. Marty [1] tarafindan baslatilan
cebirsel hiperyapilar teorisinde devirlilik kavramini ilk olarak Wall [3] ¢alismigtir. Daha sonra
devirli hipergruplar i¢in iki farkli tanim verilmistir. Bunlardan biri De Salvo, Freni, Corsini [4,
5] tarafindan calisilmistir. De Salvo ve Freni [4], Wall'in aksine, sadece hipergruplar i¢in degil,
ayni zamanda yarihipergruplar i¢in devirlilik kavramini incelemislerdir. Daha sonra Freni [6]
de hipergrupoidler igin devirlilik kavramini arastirmistir. Bu makalelerin cogu italyan
{iniversite dergilerinde yayinlanan italyanca makalelerdir ve bazilar1 da Fransizca yazilmustir.
Bu makalelerinde Wall’in ¢alismasindan bahsetmemislerdir. Devirli hipergrup calisan bir diger
grup ise Vougiouklis, Konguetsof, Kessoglides ve Spartalis’dir [7]. Vougiouklis [8], De Salvo
ve Freni ile ayn1 zamanlarda Ingilizce bir makale yaymlamistir. Vougiouklis bu makalesinde,
Wall’un orijinal tanimin1 kullanmigtir ve Vougiouklis P-devirli hipergruplarin daha dogrusu P-
hiperislemli hipergruplarda devirliligin ¢alisilmasina 6n ayak olmustur. Vougiouklis’un tanimi
devirliligin bir¢cok tiirlinii tanimlamak icin olabildigince kapsamlidir. Vougiouklis’in
tanimladigi devirli hipergrup tanimi1 Wall'in ¢alismasina paralel olup, diger tanima kiyasla daha
uygundur. Tiim bu ¢aligmalarin kapsamli bir derlemesi yakin bir zamanda Novak, Krehlik ve

Cristea [9] tarafindan verilmistir.

Bu tez {i¢ ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde devirli hipergruplarda yapilan
calismalara yer verilmistir. Ikinci bolim bes kisimdan olusmustur. Birinci kisimda
yarthipergrup, hipergrup ve join space tanitilarak ileri kisimlarda da kullanilmak iizere bazi
ornekler verilmistir. ikinci kistmda bir hipergrubun alt hipergruplar: ve alt hipergruplarin ézel
smiflart tamtilmistir. Bu 6zel alt hipergruplar arasindaki iliskiler verilerek Orneklerle
agiklanmugtir. Uglincii kistmda hipergruplarm &6zel bir smifi olan kanonik hipergruplar

tanitilmigtir. Dordiincli kisimda ise hipergruplarin kartezyen carpimlari tanimlanarak ilgili
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teoremler Bayrak [10]’in ¢alismasindan derlenmistir. Besinci kisimda hipergruplar {izerinde

tanimlanan homomorfiler 6rneklerle incelenmistir.

Ucgiincii béliim de bes kisimdan olusmustur. Birinci kisimda Vougiouklis’in tanimladig
devirli hipergrup tanimlar1 verilerek &rneklendirilmistir. Ikinci kisimda “Bir devirli
hipergrubun alt hipergruplart hangi sartlar altinda devirli olur?” sorusunun cevabi aranmistir.
Gruplardaki bircok teoremin hipergruplarda gecerli olmadig1 aksi orneklerle agiklanmistir.
Ucgiincii kisimda P-devirli hipergruplarin iizerine Vougiouklis [8]’in ¢alismasinin derlemesi
sunulmustur. Dordiincii kistmda grup teorinin aksine mertebeleri aralarinda asal olan iki devirli
hipergrubun kartezyen ¢arpimlarinin devirli olmadigi gosterilmistir. Son kisimda ise iki devirli

hipergrup arasindaki homomorfinin hangi 6zellikleri korudugu incelenmistir.

Sonuglar ve Oneriler boliimiinde calismadaki onemli noktalar &zetlenmistir. Bu
calismada derlenen bilgilerden yola cikarak cevaplari aranabilecek, yeni caligmalara yol

gosterebilecek birkag soru ile oneriler sunulmustur.



2. HIPERGRUPLAR

2.1. Hipergruplar

Bu béliimde hipergruplar tanitilmistir ve bazi 6rnekleri incelenmistir. Verilen tanim ve

teoremler Davvaz ve Leoreanu [11] dan derlenmistir.

Tanim 2.1.1. H bostan farkli bir kiime olsun. H nin bostan farkli tiim alt kiimelerinin

olusturdugu kiime *(H) olmak iizere H tizerindeki hiperislem
o:H X H - $*(H)

seklindedir. (a,b) € H X H elemaninin o hiperislemi altindaki goriintiisi @ ve b nin

hiper¢arpimi olarak tanimlanir ve a o b ile gosterilir. (H,) ikilisine hipergrupoid denir.

A ve B, H nin bostan farkli alt kiimeleri ise

AoB = U aob
a€AbeB

dir. A o B kiimesine A ve B nin hipergarpimi denir. x € H olmak iizere Aox = Ao {x}Vve xo

B = {x} o B dir. Ayrica herhangi a, b € H igin,
a/b={x €H:a € xob}
b\a={x € H:a € box}

seklinde yazilir.

Tamm 2.1.2. (H,°) hipergrupoid olsun.

(i) Her a,b,c € H igin a o (b oc) = (a o b) o ¢ saglaniyorsa H ye yari hipergrup
denir.

(i) Hera € Hicina o H = H o a = H saglaniyorsa H ye quasi hipergrup denir.

(i) H hem yar1 hipergrup hem de quasi hipergrup ise H ye hipergrup denir.

(iv)  (H,e) hipergrubunda her a,b € H igin aecb =boa ise H ye degismeli
hipergrup denir.



Bir (G,*) grubunun ayni zamanda bir hipergrup oldugunu gérmek kolaydir. Dolayisiyla

hipergruplar grup teorinin uygun bir genellestirilmesidir.

Tamm 2.1.3. (H,o) hipergrubu degismeli hipergrup ve her a, b, ¢,d € H igin
a/bnc/d+#@=>acdNboc+Q
saglantyorsa (H,o) ya join space denir.

Baz1 hipergrup ve join space drnekleri asagida goriilebilir.

Ornek 2.1.4. H bostan farkli bir kiime olsun. Her a, b € H igin a o; b = {a, b} islemi

ile H join spacedir.

Ornek 2.1.5. G bir grup olsun. Her a,b € G igin a o, b = (a, b) islemi ile a ve b

tarafindan tretilen G nin alt grubu olmak tizere (G,°,) degismeli hipergruptur.

Ornek 2.1.6. (L,A,V) bir tam kafes olsun. Her a € L i¢in F(a) = {x € L|a < x}, yani

F(a) a dan iiretilen esas filtreyi gostermek tizere, her a, b € L igin
aosb=F(aAb)

islemi ile (L,o3) join spacedir.

Her a, b, c € L igin,

@og (bosc)=aos F(bAC) = U F(aAx)=F(@aAbAc)
x€F(bAc)

(aogb)osc=F(aAb)osc= U F(xAc)=F(aAbAc)
x€F(anb)

dir. Boylece a o3 (b o3 ¢) = (a o3 b) o3 ¢ oldugundan (L,e3) yar1 hipergrup elde edilir.

L tam kafes oldugundan en biiyiik eleman 1 ve en kiigiik eleman 0 vardir.

xo3L=Uxo3y=UF(xAy)zF(xAO)zF(O):L

YEL YEL

Lo3x=Uyo3x=UF(y/\x)zF(O/\x)zF(O)zL

YEL YEL



oldugundan x o3 L = L o3 x = L ve boylece (L,o3) hipergrup elde edilir. Ayrica her a,b € L
icinaos b =F(aAb) =bosa oldugundan (L,o3) degismeli hipergruptur.

x €a/bnc/dolsun. O zaman x € a/b ve x € c/d dir.
a/b={x€H|la€xosb}={x€EH|aeF(xAb)}
c/d={x€H|cExozd}={x€H|cEF(xANAd)}

x €a/bnNnc/dolmasia =xveyaa =b,c = xveyac = d olmasi ile miimkiindiir.
aos;d=F(aAd)vebosc=F(bAc) olmak lizere,

(1) x=a=cise
(acgd)N(bosc)=F(and)NF(bAc)=F(xAd)NF(bAx)

dir. Buradan x € F(x Ab) N F(x Ad),yaniac3d Nb o5 c # @ dir.

(i) a=b,c=dise
(aegd)N(bosc)=F(and)NF(bAc)=F(and)nF(and) +®

dir. Buradan (a o5 d) N (b o5 ¢) # @’dir.

Sonug olarak, (L,e3) join spacedir.
Ornek 2.1.7. (Z,+) grubu ve i € N i¢in S; = 2'Z alt grubu goz oniine almsin.

Her bir x € Z\ {0} i¢in bir tek n(x) dogal sayis1 vardir dyle ki x € Sy(x)\Sn(x)+1 dir.
Z\ {0} da degismeli hiper islem asagidaki gibi tanimlansin:

n(x) <n(y)ikenxoy =x + Sy
n(x) =n(y) ikenx oy = S\ {0}
n(x) >n(y)ikenxoy =y + Sp.

Eger n(x) <n(y) ise n(x +y) =n(x) olduguna dikkat edilmelidir. O zaman
(Z\ {0},0) hipergruptur.



x,y,Z€ZL \{0} olsun. O zaman x€ Sn(x)\Sn(x)+1, y € Sn(y)\Sn(y)+1 ve
Z € Sp(z)\Sn(z)+1 olacak sekilde bir tek n(x),n(y),n(z) dogal sayis1 vardir. Buradan
x = 2"gq y = 2"Mp 7 = 2@ ¢ olacak sekilde a, b, ¢ € Z\2Z vardir.

(xoy) oz =uxo(yoz) esitliginin varligi incelenirken, n(x) < n(y) < n(z) oldugu

varsayilsin.

(xoy)oz= (x+2"(3’)Z)oz
= (2"¥q 4 2"N7) 0 7
- Zn(x)(a + Zn(y)—n(Z)Z) 07
=2"®goz
= 2" g + 2n@¢
=2z,

xo(yoez)=xo(y+2MZL)
= x o (2"} + 2" 7)

— (g o (zn(y) (b+ 2n(z)—n(y)Z))

= 2"Wg + 27
=27

Buradan (x cy) oz =xo (yoz) dir. Benzer sekilde diger durumlar i¢in de birlesme
ozelliginin saglandig1 goriliir. Sonug olarak her x,y,z € Z\ {0} i¢in (x cy) oz =x o (y o 2)
oldugundan (Z\ {0},°) yar1 hipergruptur.

x o Z\ {0}=Z\ {0} esitliginin varligini incelerken,

y € Z\ {0} olsun. O zaman x = 2"®gq, y = 2" p olacak sekilde n(x),n(y) € N,a,b € Z

vardir.

(i) n(x) < n(y) ise x o x = 2"™7\ {0} dir. Yaniy € x ox S x o Z\ {0},
(i) n@) <n(x)isexoy=7y+ 27\ {0} dir. Yaniy € x oy S x o Z\ {0},
(iii)  n() =n(x)ise x ox = 2"™7\ {0} dir. Yani y € x o x S x o Z)\ {0}

elde edilir. Boylece (Z\ {0},°) hipergruptur.



Ornek 2.1.8. (A,0) en az iki elemanh bir hipergrup ve T = {t;};en Oyle ki
ANT =@Qvei# jicint; # tjolsun. H = AU T da ® hiper islemi asagidaki gibi tanimlansin:

(x,y) EA%isex @ y = A;

(x,t) EAXTisexQ@t=tQ@x =A\{x}UT;

(tutj)) ETXTiset; @t; = AU {ti4)}.
Boylece (H,&) hipergruptur.

X,y,z € H olsun.

(1) XY,Z2€EAIR(xQRY)Rz=AQz=4AvexQ (Y Rz)=xRA=A
(i)  x =t; €T (i bir dogal say1), y,z € A ise

QW ®2) =t; ®A=(Ugead\{aD) UT =H,

(L®y)®z= ((UA\{b}) U @2

beA

- (UA\{b})®z U(T®2)

beA
=AUA\{z}UT
=H

dir. Boylece t; @ (v Q z) = (t; @ ¥) & z elde edilir. Benzer sekilde y =
tj € T (j bir dogal say1), x,z € Ave z = t, € T (k bir dogal say1), x,y € A oldugu durumlar
(11) gibi gosterilir.

(i)  x=t;,y=t; €T (i,j bir dogal say1), z € A ise
GRRz=AV{ti;HD®z=AQ 2)U(t;1;®2z) =AU A\{z}UT) =H,

L® (4 ®2) =t ® @A\ UT)
= (L ®A\ZD UL BT)

= U (A\{c}uT) |u UAU{tHk}

ceA\{z} tR€T

7



=H

dir. Boylece (t; ® t;) ® z = t; @ (t; ® z) elde edilir. Benzer sekilde y =
ti, z=1ty €T (j, k bir dogal say1), x €A ve x =t;,z=t, €T (i, kbir dogal say1), y € A

oldugu durumlar (iii) gibi gosterilir.
(iv)  ty tj, tx €T (i,j ve k bir dogal sayn)ise

(t:®1) @t = (AU {tis}) @t
=A@ ti) U (tis; ® ty)

= <U A\{a} U T) u(4u {ti+j+k})

a€eA

= H.
Diger yandan

it Rty) =t Q (AU {tjsr})
=t QAU (t O tjx)

= (U A\{b} U T) U (AU {tij+x})

bEA
=H

oldugundan (tl- X tj) Rty =t X (t ® tx) elde edilir. Boylece her x,y,z € H igin
xQ (W ®z)=((xQy)Q zdir. (H,Q) yarthipergruptur.

x € H olsun.
XEAISEXQ@H=xQRQAUT)=x Q@A UMXRT)=AUA\{x}UT) =H dir.
x=t€eTise

xQ@QH=tQ@(AUT)
=tR®AUERT)
=(UA\{b}UT)U(AUT)

b€EA
=H



dir. Boylece her x € H i¢in x @ H = H dir. Sonug olarak (H, &) hipergruptur.

2.2. Alt Hipergruplar

Bu kisimda bir hipergrubun alt hipergrubu tanitilmig ve alt hipergruplarin 6zel siniflart
incelenmistir. Verilen tanim, teorem ve ornekler genel olarak Davvaz ve Leoreanu [11]'1in

kitabindan derlenmistir.

Tanmm 2.2.1. (H,o) hipergrup olsun. @ #= K € H olsun. K, H nin o iglemi ile bir
hipergrup ise K ye, H nin alt hipergrubu denir. Bagka bir deyisle,

Q) Hera,b € Ki¢cinaob C K,
(i) Hera€e KiginacK =Koa=K

ise K, H nin alt hipergrubudur.

Acik olarak (H,o) hipergrubunda H nin kendisi alt hipergruptur. H nin tiim alt

hipergruplarinin olusturdugu kiime Sub(H) ile gosterilmektedir.
Tamm 2.2.2. (H,°) bir hipergrup ve K, H nin alt hipergrubu olsun.

Q) ki,k, €K i¢cin k; € x ok, (k; € k, o x) iken x € K ise K ye soldan (sagdan)
kapal1 denir. K soldan ve sagdan kapali ise K ye kapalidir denir.

(i) x,yeH igin x€EKoyiken yeEKox(x€yoK iken y ExoK) ise K ye
soldan (sagdan) tersinir (invertible) denir. K soldan ve sagdan tersinir
(invertible) ise K ye tersinir (invertible) denir.

(i) Her x € H igin (Kex)N[(H\K)ex] =0 ((xeK)Nn[xo (H\K)] =0) ise
K ye soldan (sagdan) ultra kapali denir. K soldan ve sagdan ultra kapali ise K ye
ultra kapalidir denir.

(iv) K soldan (sagdan) kapali ve her x € H igin 6yle bir x' € H vardir dyle ki
xox' €K (x'ox € K) ise K ye soldan (sagdan) esleniklenebilir (conjugable)
denir. K soldan ve sagdan esleniklenebilir (conjugable) ise K ye esleniklenebilir

(conjugable) denir.

Alt hipergruplarin, kapali alt hipergruplarin, tersinir alt hipergruplarin, ultra kapali alt
hipergruplarin ve esleniklenebilir (conjugable) alt hipergruplarin kiimeleri, sirasiyla, Sub(H),
CSub(H), ISub(H), USub(H) ve ConSub(H) notasyonlariyla gdsterilmistir. Ustelik bu



kiimeler icerme bagintisina gore kismi sirali kiimelerdir. Bu kiimeler {izerindeki bagint1 asagida

ifade edilmistir:

ConSub(H) € USub(H) € ISub(H) S CSub(H) < Sub(H)

H nin kismi birimlerinin kiimesi agsagidaki kiime ile ifade edilir ve Ip notasyonu ile gosterilir.
Ip ={e € H|3x € H dylekix € (xce) U (eox)}

Ornek 2.2.3. Ornek 2.1.7°deki (Z\ {0},0) hipergrubunda her i € N igin (S;\ {0},°) alt
hipergruptur. Ustelik S;\ {0} kiimeleri Z\ {0} nin tersinir (invertible) alt hipergruplaridir.

Simdi her i € N i¢gin (S;\ {0},) nin Z\ {0} nin bir alt hipergrubu oldugunu gostermek
icin S;\ {0} = 2!Z\ {0} olmak iizere, x,y € 2!Z\ {0} olsun. O zaman x = 2\.k, y = 2L.1
olacak sekilde k, [ € Z vardir.

(i)  k,ltekise x oy = 2!7Z\ {0} € 2iZ\ {0} dir.

(i)  kveyalgiftve x = 2™.a, y = 2™ b yazilabiliyorsa
m<nikenxoy =x+ 2" = 2™.a + 2"Z = 2™(a + 2" ™Z) < 2'7\ {0} ve
n<mikenxoy =y +2mZ = 2" a + 2™Z = 2"(a + 2™ "Z) < 2'Z \{0} dir.

Boylece alt hipergrup taniminin ilk kosulu saglanir.

Diger yandan her x € 2'Z\ {0} igin x o 2'Z\ {0} = 2'Z\ {0} oldugundan 2Z\ {0} alt
hipergruptur. Her i € N icin (S;\ {0},°), Z\ {0} nin bir alt hipergrubudur. Ustelik tersinir

(invertible) dir.

x € 2'7Z\ {0} o y ve m tek say1 olmak iizere y = 2'm olsun.
21Z\{0} o y = (2ta + 2'Z) U (2'Z\{0}) U (2'm + 2'*"Z) (a tek say1)
=2'(a + 2"7'7) U (2'7\{0} ) U (2'(m + 2"'Z))
oldugundan y € 2!Z\ {0} o x dir. Béylece 2!Z\ {0} tersinir (invertible) alt hipergruptur.
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Yardimci Teorem 2.2.4. (H,°) bir hipergrup ve K, H nin alt hipergrubu olsun. K
nin tersinir (invertible) olmasi igin gerek ve yeter sart {x o K},¢y kiimesi H nin bir pargalanisi

olmasidir.
Ispat: (H,°) bir hipergrup ve K, H nin alt hipergrubu olsun.

Once K tersinir olsun. x,y € H i¢inz € (x c K) N (y o K) olsun. O zaman z € x o K ve
z € y o K dir. K tersinir oldugu igin x Ezo K ve y € zo K dir. Buradan x c K € zo K ve
yoKCSzoK elde edilirr Boylece xoK=2zoK=yoK dir. Sonu¢ olarak
Uyxen (x oK) = H dir. Yani {x o K},cy H nin bir pargalanisidir.

Simdi {x o K},cy H nin bir parcalanisi olsun. y € H i¢in x € y o K olsun. O zaman
x oK € yoKolurki{x o K},ey H nin bir pargalanisi oldugundan x e K = y o K dir. Buradan
X € x o K elde edilir. Béylece her x € H iginx E xc K vehery € Higiny € yo K ikeny €

x o K elde edilir. Sonug olarak K tersinirdir.

Teorem 2.2.5. (H,o) bir hipergrup olsun. K, H nin esleniklenebilir (conjugable) alt
hipergrubu ise K ultra kapalidir.

Ispat: (H,°) bir hipergrup olsun. K, H nin esleniklenebilir (conjugable) alt hipergrubu
olsun. Gosterilmesi gereken (x o K) N (x o (H\K )) = @ oldugudur.

B=(x<°K)N (x o (H\K )) olarak tamimlansin. K esleniklenebilir (conjugable)

oldugundan kapalidir ve x € H i¢in x o x' € K olacak sekilde bir x" € H vardir.

X' 0B = x'o ((on) n (x o (H\K)))

c (x' o (xo K)) N (x' o (x o (H\K)))

=K N (K e (H\K))

C K n (H\K) (K kapali oldugu igin)
=0

dir. Boylece (x o K) N (x o (H\K )) = @ elde edilir. Sonug olarak K ultra kapalidir.
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Teorem 2.2.6. (H,o) bir hipergrup olsun. K, H nin ultra kapali alt hipergrubu ise K

tersinir (invertible) dir.
Ispat: (H,0) bir hipergrup olsun. K, H nin ultra kapal alt hipergrubu olsun.

K, H nin ultra kapal1 alt hipergrubu oldugu i¢in x € K igin (K o x) N [(H\K) e x] = @
dir. AyricaH =Hox = (KU (H\K)) o x = (K o x) U [(H\K) ° x] dir.

Her x € K igin (H\K) o x = H\K oldugundan
(H\K) e K = H\K dur. (2.1)
a€H, ky,k, €EKigink; € ack,ikena & H\K olacagi i¢in a € K dir. Boylece K kapalidir.

{xoK}yey nin H nin bir pargalanist  oldugunu  géstermek  igin

yE(xeoK)N(zoK)olsun.Ozamany o K € x o K dir.

yo(H\K) € (xo K)o (H\K) =xo[K o (H\K)]olup denklem 2.1 den yo
(H\K) € x o (H\K) elde edilir.

Boylece H=(x°K)&@ (xo(H\K)) dir. K |ultra kapali oldugundan
H=(yo°K)® (yo(H\K)) yazlabilir. Boylece (x°oK)=(yoK) ve benzer sekilde
(zeK)=(yoK) dir. Buradan {xoK},ey H nin bir pargalamsidir. Sonug¢ olarak

Yardimci Teorem 2.2.4 den dolay1 K tersinirdir.

Teorem 2.2.7. (H,°) bir hipergrup olsun. K, H nin tersinir (invertible) alt hipergrubu
ise K kapali alt hipergruptur.

Ispat: (H,o) bir hipergrup olsun. K, H nin tersinir (invertible) alt hipergrubu olsun.

ki,k, € K igink, € x o k, olsun. x o k, € x o K oldugundan k; € x o K dir. K tersinir

alt hipergrup olugundan x € k; o K = K dir. Boylece K kapali alt hipergrup elde edilir.

Teorem 2.2.8. (H,) bir hipergrup olsun. K nin, H nin ultra kapali alt hipergrubu olmasi

icin gerek ve yeter sart K nin kapali olmasi ve I, € K olmasidir.

Ispat: (H,0) bir hipergrup olsun.
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Once K nin H nin ultra kapal: alt hipergrubu oldugu kabul edilsin. Teorem 2.2.6 dan K

tersinir ve Teorem 2.2.7 den K kapalidir.

Ip € K oldugu varsayilsin. Yani Ip N (H\K) # @ dir. O zaman en az bir e € H\K ve
e € Ip vardir ve yle birx € Higinx € xece Ne o xdir. Buradan x € e o x € (H\K) o x dir.

K ultra kapali oldugundan x € K o x olur Ki bu K nin tersinir olmasiyla ¢elisir. Boylece Ip € K
dir.

Simdi K kapali ve Ip € K olsun. x,y € H olmak {izere x € K o y olsun. Varsayilsin Ki

y € K o x olsun. O zaman y € (H\K) o x dir. Buradan
xX€EKoy CKo(H\K) ox € (H\K) ox

elde edilir. Dolayisiyla Ip N (H\K) # @ olur ki I, € K olmasiyla geligir. Boylece y € K o x

dir. Yani K tersinirdir.

Miimkiinse a € (K o x) N [(H\K) o x] olsun. O zaman a € (Ko x) ve a € (H\K) o x
olur. K tersinir oldugundan x € (K o a) bulunur. Béylece x € K o (H\K) o x € (H\K) o x
elde edilir. Buradan IpN(H\K) # @ olur ki I, €K olmasiyla c¢elisir. Boylece
(Kox)N ((H\K) ° x) = @ dir. Sonug olarak K ultra kapali alt hipergruptur.

2.3. Kanonik Hipergruplar

Bu kisimda kanonik hipergrup tanimi ve bu kavramla ilgili iki teorem Davvaz ve

Leoreanu [11]’den derlenmistir.
Tamm 2.3.1. (H,°) hipergrubunda
i) Herx,y € Higcinx oy = y o x, ((H,°) degismeli)
i) 0 € H eleman1 mevcuttur dyle ki her x € H i¢in 0 o x = {x}, (birim elemanli)

iii) Her x € H igin tek bir x' € H eleman1 mevcuttur dyle ki 0 € x o x’, (Burada x'

elemani x in tersi gibi diisiiniilecek ve x~! ile gosterilecektir.)

1

iV) zE€xoyise yeExlozvex€zoy?

ozellikleri saglaniyor ise (H,o) kanonik hipergruptur.
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Acike¢a bir kanonik hipergrupta 0 elemani tektir. 0 = 000" = 0" dir. A € H olmak

tizere, A~ = {a"'|a € A} seklinde tamimlanir.

Teorem 2.3.2. (H,°) kanonik hipergrup ise her x,y,z,t € H i¢in asagidaki ¢ikarim
gecerlidir:

xoyNzot#@P=>xo0z Ntoy 1+0.

Ispat: u€xoynzot olsun. H tersinir oldugundan u=t € z71 ot~ elde edilir,

1 dir. Eger e, H nin birim eleman: ise

bundan dolayr1 uou lCxoyozlot
e€(xoz Vo (toy )1 elde edilir. Boylece v € x oz 1 Nt oyt olacak sekilde bir v

elemani vardir.

Teorem 2.3.3. Degismeli bir hipergrubun kanonik olmasi i¢in gerek ve yeter sart

hipergrubun skalar birimli bir join space olmasidir.

Ispat: (H,°) kanonik hipergrup olsun. Her a, b € H igin a/b = a o b~ yazilabilir. Bu

durumda Teorem 2.3.2 den H skalar birimli bir join spacedir.

Tersine bir elemanin tersinin tek olup olmadigi kontrol edilsin. e skalar birim olsun.
Eger e EacbnNacoc ise 0 zaman a € e/bNne/c dir, buradaneocneob # @ sonucu
cikarilir, bdylece b = ¢ = a1 dir. Simdi H nin tersinirligi kontrol edilsin. a € b o ¢ ancak ve
ancak b € a/c dir. e e bob~t den b € e/b™! elde edilir, dolayisiyla aeb ™ Nneoc + @

¢ € ao b~ ! anlamma gelir. Bu yiizden H kanoniktir.

Ornek 2.34.H = {1,2,3,4,5,6} kiimesi tizerinde o hiperislemi “Cizelge 2.1 deki gibi

tanimlansin.

Cizelge 2.1. Ornek 2.3.4°de verilen hipergrubun islem tablosu
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° 1 2 3 4 S} 6

1 {1} {2} {3} {4} {5} {6}

2 {2} {1} {3} {4} {5} 16}

3 {3} 3y | {12y | {4 {5} {6}
4 {4} {4} {4} {6y | {123} | {5}
5 {5} {5} {5y | {123} {6} {4}
6 16} 16} 16} {5} 4y | {123}

(H,e) degismeli hipergruptur.

1 eleman1 birim elemani olup, (H,°) kanonik

hipergruptur.

H degismeli hipergrup oldugundan kanonik hipergrubun ilk sarti1 saglanir. Her x € H

icin x o 1 = {x} oldugundan 1 birim elemandir.

1o1={1}, 202={1}, 1€303, 1€405, 1€ 606 171=1,
271=2,3"1=3,4"1=5,5"1=4 61 = 6 elde edilir. Béylece her x € H i¢cin x~1 € H dir.

oldugundan

1

“Cizelge 2.1 incelendiginde her z€ xoy icin y€Ex 1oz ve x Ezoy™! elde edildigi

goriliir.

2.4. Hipergruplarin Kartezyen Capim

Bu kisimdaki tanim ve teoremler Corsini [5] ve Bayrak [10]’in ¢alismasindan

derlenmistir.

Tamm 2.4.1. (Hy,04), (H,,0,) iKi hipergrup olsun. H; X H, kartezyen ¢arpimi iizerinde

hiperislem

(x1,%2) ® (¥1,¥2) = (X1 °1 Y1, X2 °2 ¥2)

seklinde tanimlansin. Bu durumda (H; X H,,&) hipergruptur.

Teorem 2.4.2. Hy, H, hipergruplar olmak iizere K; € Sub(H,) ve K, € Sub(H,) ise
K, X K, € Sub(H, x H,) dir. Ustelik, eger K;, H, in kapali (tersinir, ultra kapali,
esleniklenebilir) alt hipergrubu ve K,, H, nin kapali (tersinir, ultra kapali, esleniklenebilir) alt
hipergrubu ise K; X K,, Hy; X H, nin kapali (tersinir, ultra kapali, esleniklenebilir) alt

hipergrubudur.
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Ornek 2.4.3. R gercel sayilar kiimesinde hiperislem asagidaki gibi tanimlansin:

{x} ,  X=Yy

xey= {[min{x, y}, max{x,y}] , X+Yy

(R,°) bir hipergruptur [11]. A¢ik¢a {1} kapal1 alt hipergruptur [12].

Diger yandan Ornek 2.1.7 de bahsedilen (Z\{0},%) hipergrubunda her i € N icin
Si\{0} kiimeleri tersinir(invertible) alt hipergruptur.

Tanim 2.4.1 ile (R x Z\{0},&®) hipergrubu elde edilebilir. Teorem 2.4.2 ile agik¢a
{1} x (4Z\{0}) kapal1 alt hipergruptur.

Gergekten,  kq,k, € Z\{0} olmak {izere bir (x,y) € RXZ\{0} igin
(1,4k,) € (1,4k,) ® (x,y) olsun. Bu durumda (1,4k,) € (10 x,4k, *xy) dir. Boylece
(x,y) € {1} X (4Z\{0}) elde edilir. Sonug¢ olarak {1} x (4Z\{0}) kapali alt hipergruptur.
Ancak {1} alt hipergrubu (RR,e) hipergrubunda tersinir olmadigindan {1} X (4Z\{0})
tersinir(invertible) alt hipergrup degildir. Gergekten, (2,4) € ({1} x (4Z\{0})) ® (3,4) dir.
Ancak (3,4) ¢ ({1} x (4Z\{0})) ® (2,4) dir.

Yardimci Teorem 2.4.4. H,, H, hipergrup ve K € Sub(H; X H;) olsun. I; kiimeleri H;

nin kismi birimlerinin kiimeleri olmak iizere K; ve K, kiimeleri asagidaki gibi tanimlansin:
Ky:= {k, € Hy|3e; € I, Oyle ki (kq, e;) € K}
K,:= {k, € Hy|3e, € I; dyle ki (ey, k;) € K}.

Her (x,y) € K igin e; €EI; ve e, €, dyle ki (x,e,) €K ve (e,¥) € K varsa
K; € Sub(H,) ve K, € Sub(H,) dir.

ispat: a,b € K; olsun. O zaman (a, e2,), (b, e;,) € K olacak sekilde e, ,e;, €I,

vardir. K € Sub(H; X H,) oldugundan
(a,e;,) @ (b,e;,) €K
(aei1b,e; 036,,) €K

dir. Her x € a o1 b icin (x, e;, o, e,,) € K dir. Hipotezden (x, e) € K olacak sekilde e,, € I,
vardir. Buradan x € K; ve béylece a o; b € K; elde edilir.
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a € K; olsun. Simdi aeo; K; = K; oldugu gosterilmelidir. a o; K; € K; oldugu

kolaylikla gortilebilir.

x € K; olsun. (x, e, ) € K olacak sekilde e, € I, vardir. Bir de a € K; oldugundan

(a,e;,) € K olacak sekilde e,, € I, vardir. K bir hipergrup oldugu igin
(x, 921) € (a, 922) RK

- Jt@en @ mmiti e

= Jt@orhes, e 010 € k)

dir. Boylece (x,e;,) € (acoq hy, ey, o5 k1) olacak sekilde (hy, k;) € K vardir. O zaman

X € aoq hl dlI’.

(h4, k1) € K oldugundan hipotezden (hq,e) € K olacak sekilde e € I, vardir. Boylece
h, € K, ve x € a o; h; oldugundan x € a o; K; dir. Buradan K; € a o; K; elde edilir. Boylece
K; € Sub(H,) dir. Benzer sekilde K, € Sub(H,) elde edilir.

Teorem 2.4.5. Hy, H, hipergruplar ve K € Sub(H; X H,) olsun.
Kl: = {kl S H1|E|ez S 12 Oyle ki (kll ez) € K} ve
KZ: = {kz € H2|E|el € 11 Oyle ki (61, kz) € K}

olarak tanimlanirsa K; € Sub(H;) ve K, € Sub(H,) dir. Bu durumda her (x,y) € K igin
(x,e;) € K ve (eq,y) € K olacak sekilde e; € I; ve e, € I, var olmasi icin gerek ve yeter sart

K = K; X K, olmasidir.
Ispat: K, € Sub(H,) ve K, € Sub(H,) olmak iizere K = K; X K, olsun.

(x,y) € K olsun. y € K, ve K, hipergrup oldugundan y € y o e, olacak sekilde e, € I, N K,
vardir. Buradan (x,e;) € K; X K, = K dir. Boylece (x,e;) € K elde edilir. Benzer sekilde

e; € I; olacak sekilde (e;,y) € K elde edilir.

Diger taraftan her (x,y) € Kigin (x,e;) € K ve (e1,y) € K olacak sekilde e; € I; ve
e, € I, olsun. Yardimci Teorem 2.4.4ten K; € Sub(H,) ve K, € Sub(H,) dir. (ki ky) €
K; X K, olsun. K;, K, hipergrup oldugundan k; € k; o; e;, k, € e, o; k, olacak sekilde e; €

I; ve e, € I, ky vardir. O zaman K € Sub(H; X H,) oldugundan
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(ki,k3) € (kqy o1 e1,e5 01 ky) = (kq,e3) ® (e1,ky) € K dir. Boylece K; X K, € K dir.

(x,y) € K olsun. Hipotezden (x,e,) € Kve (e;,y) € K olacak sekilde e; € I; ve
e, €1, vardir. Boylece x € K; ve y €K, dir. Buradan K € K; X K, dir. Boylece
K = K; X K, elde edilir.

Teorem 2.4.5 asagidaki gibi genellestirilebilir.

Sonug¢ 2.4.6. Hy, H,, -++, H,, birer hipergrup ve eq, e,, -*-, ey, sirasiyla, Hy, H,, -+, H,, nin

kismi birimleri iken K, H; X H, X --- X H, nin bir alt hipergrubu olsun. Bu durumda K; =

{x € Hi|(ey,e5,*, €i_1, X, €141, *»€n) € K} olmak lizere K =
K; X K, X -+ X K,, olmas1 i¢in gerek ve yeter sart her (X1, X, , Xp) €
H; X H, X ...X H, i¢in (x1,%5,,%,) EK ise i=12,--,n icin
(e1,€2,"",€i—1,Xn, €i41,**, €x) € K olmasidir.

2.5. Homomorfi

Bu kisimdaki tanim ve teoremler Corsini [5] ve Davvaz ve Leoreanu [11]

calismalarindan derlenmistir.
Tamm 2.5.1. (Hq,0) ve (H,,*) iki hipergrupoid olsun. f: H; = H, olmak iizere,

e Herx,y € Hyicin f(xoy) C f(x) * f(y) ise f ye homomorfi,
e Herx,y € Hyigin f(x oy) = f(x) * f(y) ise f ye iyi homomorfi,

e f homomorfi iken f~! de homomorfi ise f ye izomofi denir.
Ornek 2.5.2. (G,, <) siral1 abel grup iizerinde,
xoy={x+ylx-yl}
hiperislemi ile elde edilen hipergrup H(G) ile gosterilsin. Bu durumda,
fi(H(Z),°) » (H(Z),°) olmak tizere

_ {0, 2|n,
f) _{1 2t n.

olarak tanimlanirsa f homomorfidir ancak iyi homomorfi degildir.
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X,y € Z olmak iizere f(x o y) = f({x +y,|x —y|}) dir.

o 2|(xy)isef(xey) =0= f(x)ef(¥)
e xveyay den sadece biri tek say1ise f(xcy) =1 = f(x) o f(y),

e 2t(xy)isef(xey)=0< f(x)of(y) ={0,2}.

oldugundan f homomorfidir. Ancak,
f(1e3)=f({42}) =0

iken

fef(B)=1-1={0,2}
oldugundan f iyi homomorfi degildir.

Teorem 2.5.3. f: (Hq,0) = (Hy,*) iyi homomorfi ve K, H; in alt hipergrubu olsun. Bu
durumda f(K) H, nin alt hipergrubudur.

Ispat: Her x,y € f(K) igin ky, k, € K vardir 6yle ki f (k) = x ve f (k;) = y dir.
x*y=f (ki) *f (k2)

= f(kyoksy)
< f(K)

ve a € f(K) icin k € K vardir 6yle ki f (k) = a dur.

ax f(K)=f(k)*f(K)=f(koK)=f(K)
elde edilir. Boylece f(K) H, nin alt hipergrubudur.

Her alt hipergrubun iyi homomorfik goriintiisii alt hipergrup olurken homomorfik
goriintiisiiniin alt hipergrup olmasi gerekmez. Bu duruma bir 6rnek asagida gosterilmistir.
0, 2|n,
1 2tn
homomorfi olmadig1 Ornek 2.5.2 de gosterilmistir. Her 3k, 31 € 3Z igin

Ornek 2.5.4. f:(H(Z),°) » (H(Z),°), f(n) ={ homomorfisinin iyi

3ko 31 = {3k + 31,3k — 31|} S 3Z ve
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3k o 37 = U 3k o 30 = 3Z

3le3Z

elde edilir ki boylece 3Z kiimesi (H(Z),) hipergrubunun alt hipergrubudur. Ancak 3Z
kiimesinin homomorfik goriintiisii alt hipergrup degildir. Gergekten, f(3Z) = {0, 1} kiimesi,

101=1{02}¢ {0,1}
oldugundan alt hipergrup degildir.

Teorem 2.5.5. (Hy,°) ve (H,,*) yarihipergruplar olmak tizere, f: (Hy,°) = (Hy,*)
birebir 6rten homomorfi olsun. Bu durumda f nin izomorfi olmasi igin gerek ve yeter sart f nin

iyl homomorfi olmasidir.

Ispat: f: (Hy,0) - (H,,*) birebir drten izomorfi olsun. Her x, y € H; igin,

floy) = fF(F U)o fTHU ) (f birebir ve orten oldugundan)
2 f(f () * f))) (f~* homomorfi  oldugundan)
= fx)*f() (f birebir ve orten oldugundan)
2 f(xey) (f homomorfi oldugundan)

f(xoy) = f(x) * f(y) elde edir. Dolayisiyla f iyi homomorfidir.

Tersine f iyi homomorfi olsun. Her a,b € H, igin f orten oldugundan x,y € H;

elemanlar1 vardir 6yle ki a = f(x) ve b = f(y) dir.

fHax*b) =f(f(x)*f()
= (f(xey)
=xoy

=f"Ha) o f'(D)

dir. Boylece f1(a = b) = f~1(a) o f~1(b) elde edildiginden f ! de iyi homomorfidir. Sonug

olarak f izomorfidir.
3. DEVIRLi HIPERGRUPLAR

3.1. Devirli Hipergrup Tanimi
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[lk olarak devirli hipergruplar1 Wall [3], “H hipergrubu H nin bir a eleman: tarafindan
tiretiliyorsa H ye devirli hipergrup denir.” olarak tanimlamigtir. Daha sonra birgok aragtirmaci
bu tanimi genisletmislerdir [4-6]. Novak, Krehlik ve Cristea [9] nin ¢alismasi devirli hipergrup
caligmalariin kapsamli bir derlemesini saglamaktadir. Vougiouklis [8]’in tanimladigi devirli
hipergrup tanimi1 Wall'in ¢alismasina paralel olup devirliligin miimkiin oldugunca ¢ok tipini

tanimlamustir. Bu ¢alismada Vougiouklis [8]’in devirli hipergrup tanimi kullanilmastir.

Tamm 3.1.1. [8] (H,°) hipergrup ve h € H i¢in h' = {h} ve h™ = h o ..o h olmak

m tane

lizere,
H=h'Uh?uU..URh"U.. (3.1)

ise (H,o) hipergrubuna devirlidir denir. Eger (3.1) esitliginde sonlu bir n € N varsa H ye sonlu
periyotlu devirli hipergrup denir. Diger durumda H ye sonsuz periyotlu devirli hipergrup denir.
(3.1) esitligindeki h € H eleman1 H nin iireteci olarak isimlendirilir; (3.1) esitligindeki n
kuvvetinin en kii¢iik degeri h nin periyodu olarak isimlendirilir. Eger H nin tiim {iretegleri ayni

n periyoduna sahip ise H ye n periyotlu devirli hipergrup denir. Bazi  h € H igin
H =h" (3.2)

yazilabilir. Bu durumda H hipergrubu, h ile iiretilen tek-giiglii (single-power) devirli hipergrup

olarak isimlendirilir.

(3.1) esitligi gegerli ve sabit bir ny € N i¢in n > n, olan her n € N igin

htuh?u..Uuh®1 g hn (3.3)
ise 0 zaman H ye h i¢in sonsuz periyotlu tek-giiclii (single-power) devirli hipergrup denir.

Yardime1 Teorem 3.1.2. (H,o) h ile iiretilen bir devirli hipergrup ise h € h* olacak

sekilde i € N, mevcuttur.

Ispat: H sonsuz periyotlu olsun (sonlu periyotlu ise benzer sekilde gosterilebilir).

H=| |

H =hoH = H o holdugundan H = U;s, h' elde edilir. h € H dan h € U, hidur.
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Yardimer Teorem 3.1.2 de belirtilen i sayis1 tek degildir. {i eEN,, |h € hi} kiimesinin
minimum degerine h nin indeksi denir ve ind (h) ile gosterilir [13]. Ozel olarak ind (h) = 2 ise

H tek-gii¢lii(single-power) devirli hipergruptur.

(H,o) h ile iretilen p periyotlu devirli bir hipergrup olsun. Eger p < ind(h) ise
ind(h) = p + 1dir.

Asagidaki tanimda Massouros [14] geometrik anlam tagiyan “kapali” ismini kullanirken

Chvalina [15,16] “genis (extensive)” ismini kullandigina dikkat edilmelidir.

Tanim 3.1.3. [9] Eger her a, b € H i¢in {a, b} S a * b ise H deki “*” hiperislemi genis
(extensive) olarak isimlendirilir. (H,*) hipergrupoid “*” genis (extensive) hiperislemi ile bir

genis hipergrupoid olarak isimlendirilir.
Yardimci Teorem 3.1.4. [9] Her genis yar1 hipergrup bir hipergruptur.

Ispat: Her a € H igin a * H = Upey a * b ve “*” genis oldugundan a * H = H elde

edilir. Boylece H yar1 hipergrubu bir hipergruptur.

Asagidaki 6rnek, sonsuz periyotlu tek-giiclii (single-power) devirli hipergruplara bir

Ornektir.
Ornek 3.1.5. [9] I = (0,1) agik araliginda carpma ve

a*b=[a.b)c={x€l:ab<x}

€C 9
*

hiperislemi ile (1,*) bir yar1 hipergruptur. I kiimesi lizerinde taniml hiperisleminin genis
olmasmdan dolay1 hipergruptur. Herhangi bir a € I i¢in a™ & a™*?! oldugundan acik¢a (I,*)

keyfi bir a € I i¢in sonsuz periyotlu tek-giiclii (single power) devirli hipergruptur.

Asagidaki Ornekte sonlu periyotlu ve yalnizca tek eleman ile iretilen bir tek-

giiclii(single power) devirli hipergrup goriilebilir.

Ornek 3.1.6. [9] (N*, ebob,

)

) kismi sirali yari grubu ele alinsin. (N*,ebob,

tizerinde tanimlanan her a, b € N* igin

acbh={xeN": ebob{a,b}|x}
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islemi ile (N, o) vyart hipergruptur. Her a,b € N* i¢in {a,b} S acb oldugundan
Yardimci Teorem 3.1.4°den (N*,0) bir hipergruptur. Agik olarak

101={xEN*:ebob{1,1}|x} =[1) =N~

dir. Boylece (N*, o) 1 eleman tarafindan iiretilen 2-periyotlu tek giiclii (single power) devirli

hipergruptur.

Devirli gruplar degismeli olurken bu 6zellik hipergruplarda mevcut olmayabilir. Bir

devirli hipergrubun degismeli olmasi gerekmez.

Ornek 3.1.7. Qg = {1,—1, i,—i, j,—j, k,—k} 8. mertebeden quaternion grup olmak
tizere Qg lizerindeki hiperigslem her x,y € Qg icin x o y = {xy, xiy} olarak tanimlansin. Bu

durumda (Qg,°) hipergruptur [17].

Burada < j >=< —j >=< k >=< —k >= Qg elde edilir. Dolayisiyla (Qg,°) devirli
hipergruptur. Ancak j o k = {i,k} ve k o j = {—i, —k} oldugundan degismeli degildir. Sonug
olarak her devirli hipergrup degismeli degildir.

3.2. Devirli Hipergruplarm Alt Hipergruplan

Hipergruplar teorisi klasik grup teorisinin uygun bir genellemesi olmasina ragmen grup
teorisindeki birgok oOzellik hipergruplarda mevcut degildir. Devirli gruplarin en temel
teoremlerinden biri her altgrubunun da devirli olmasidir. Ancak asagidaki ornekle devirli

hipergrubun alt hipergruplarinin devirli olmasi gerekmedigi goriiliir.

Ornek 3.2.1. (L,AV) en kiiciik eleman1 0 olan bir kafes olsun. Her a € L igin F(a)

a dan iiretilen esas filtreyi gostersin, o zaman a o b = F(a A b) islemi ile (L,o) hipergruptur.

Simdi L kafesinin Hasse diyagrami Sekil 3.1. deki gibi olsun.

Sekil 3.1. Ornek 3.2.1 deki L kafesinin Hasse diyagram1
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+t\3_]‘l—’+bﬂi—’+w|l—’ﬁ-l—'

Bu durumda 0% = F(0 A0) = F(0) = L oldugundan L bir tek-giiclii (single-power)
devirli hipergrup elde edilir. Ancak L nin her alt hipergrubu devirli degildir. Ornegin, L\{0}
kiimesi L’nin alt hipergrubudur ancak devirli degildir. Gergekten, her a, b € L\{0} igin,

aob =F(aAb) € L\{0}

ve
a0 [\{0} = UxEL\{O} F(a Ax) = L\{0}

oldugundan L\{0}, L nin bir alt hipergrubudur. Ancak L\{0} hi¢ bir elemani tarafindan

tiretilemediginden devirli degildir.
Varsayilsin ki x € L\{0} i¢in L\{0} =< x > olsun.
<x>={x}ux?U...= F(x)

dir. > € L\{0}, fakat > & F(x) =< x > dir. Bundan dolay1 L\{0} #< x > elde edilir. Sonug

olarak L\{0} alt hipergrubu devirli degildir.

Grup teorisinde bir eleman tarafindan iretilen kiime, devirli alt grup oluyor iken bir

hipergrupta devirli alt hipergrup olmayabilir. Bu duruma bir 6rnek asagida verilmistir.

Ornek 3.2.2. (Z, +, <) kismi sirali grubu iizerinde tanimlanan
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axb={x€Zla+b <x}

hiperislemi ile (Z,*) bir hipergruptur. (Z,*) sonsuz c¢oklukta eleman: tarafindan iretilir ve
sonsuz periyotlu tek-giiclii (single-power) hipergruptur. Sadece negatif tamsayilar bu kiimeyi
tirettigi i¢in (Z,*) hipergrubu tiim elemanlar1 tarafindan iiretilmez. Yukarida belirtildigi gibi
(Z,*) hipergrubunda pozitif tamsayilar tarafindan iiretilen kiimeler alt hipergrup degildir [9].

Ornegin,

<5>={5}U{x € Z|10 < x}

bir alt hipergrup degildir. 10 €< 5 > iken 10 *< 5 >#< 5 > dir. Gergekten,
5¢10+<5>={x € Z|15 < x}

oldugundan < 5 > alt hipergrup degildir.

Yukaridaki 6rnek “Bir hipergrubun tek bir elemani tarafindan iiretilen elemanlarin
kiimesi ne zaman bir alt hipergrup olur?” sorusunu arastirilmaya deger kilar. Bu sorunun kismi

bir cevabi asagida verilmistir.

Teorem 3.2.3. (H,°) hipergrubu genis (extensive) ise her a € H igin < a > devirli alt

hipergruptur.

Ispat: Yardime1 Teorem 3.1.4 den her genis yar1 hipergrup bir hipergruptur. Bu nedenle
her a € H i¢in < a > yar1 hipergrup oldugundan bir hipergruptur.

Yukaridaki teorem ile bahsedildigi tlizere tam bir karakterizasyon yapilamamaktadir.
Yani bir hipergrupta (hatta devirli bir hipergrupta) her a € H igin < a > kiimesinin alt
hipergrup olmasi igin H nin genis hipergrup olmasi gerekmez. Bu duruma bir 6rnek agagida

verilmistir.

Ornek 3.24. H = {1,2,3,4,5,6} kiimesi iizerinde o hiperislemi “Cizelge 3.1” deki gibi

tanimlansin.

Cizelge 3.1. Ornek 3.2.4 de verilen hipergrubun islem tablosu
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° 1 2 3 4 S} 6

1 {1} {2} {3} {4} {5} {6}

2 {2} {1} {3} {4} {5} 16}

3 {3} 3y | {12y | {4 {5} {6}
4 {4} {4} {4} {6y | {123} | {5}

5 {5} {5} {5y | {123} {6} {4}

6 16} 16} 16} {5} 4y | {123}

Burada <4 >=<5 >=H dir. Boylece (H,o) bir devirli hipergruptur. H genis
hipergrup olmamasina ragmen tek bir elemani tarafindan iiretilen kiimelerinin her biri bir alt

hipergruptur.
<1>={1},
<2>=1{12},
<3>=1{1,2,3},
<6>=1{1,2,3,6}.

Bir genis hipergrupta tek bir elemanin irettigi kiimelerinin her biri alt hipergrup
oldugundan her genis hipergrubun devirli oldugu diisiiniilebilir. Ancak bu varsayim yanlistir.

Yani genis bir hipergrup devirli olmayabilir. Bu durum asagidaki 6rnekte agikca goriilebilir.
Ornek 3.2.5. R gergek sayilar kiimesinde hiperislem asagidaki gibi tanimlansin:

{x}, :
[min{x,y}, mak{x,y}] ,

X =Yy

x°y:{ X+,

(R,°) hipergruptur [11]. Her x,y € Rigin {x, y} € x o y oldugundan (IR,o) genis hipergruptur.
Her a € R i¢in < a > = {a} oldugundan R hicbir elemani tarafindan iiretilmez. Dolayistyla
(R,°) hipergrubu devirli degildir. Sonug olarak (IR,o) genis hipergrup olmasina ragmen devirli
degildir.

Ornek 3.2.6. H genis bir hipergrup olmak iizere, her a € H i¢in < a > kiimesinin alt
hipergrup oldugu Teorem 3.2.3 ile biliniyor. Ancak H genis hipergrubu devirli olsa dahi alt

hipergruplarmnin devirli olmas: gerekmez. Ornek 3.2.1 bu duruma bir &rnektir.
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Ornek 3.2.1 de aob =F(aAb) islemi ile (L,°) bir genis, devirli hipergruptur.
Gergekten,

Her a,b € L i¢in {a,b} S F(aAb) =acb oldugundan (L,o) genis hipergruptur.
Devirli oldugu Orek 3.2.1 de gosterilmistir. Yine Ornek 3.2.1 de gosterildigi iizere L\{0} alt

hipergrup olmasina ragmen devirli degildir.
Devirli bir hipergrup genis olmayabilir. Bu duruma bir 6rnek asagida goriilebilir.

Ornek 3.2.7.H = {a, b, c,d, e} de hiperislem “Cizelge 3.2 deki gibi tanimlansin:

Cizelge 3.2. Ornek 3.2.7 de verilen hipergrubun islem tablosu

&b a b G d e

a {a} {b, c} {b, c} {d} {e}
b {b, c} {d} {d} {e} {a}
c {b, c} {d} {d} {e} {a}
d {d} {e} {e} {a} {b,c}
e {e} {a} {a} {b, c} {d}

Boylece, (H,®) degismeli hipergruptur [15].
H=<b>=<c>=<d>=<e>
Boylece (H,) devirli bir hipergruptur, ancak genis degildir.

Lagrange Teoreminden biliniyor ki sonlu bir grupta her altgrubun mertebesi grubun
mertesini  bolmektedir. Sonlu hipergruplarda bu teoremin yansimasinin nasil oldugu
diisiiniildiigiinde, Ornek 3.2.4 bu sorunun cevabiin olumsuz oldugunu gostermektedir. Agik
olarak Ornek 3.2.4 de (H,o) hipergrubunun mertebesi 6 olurken < 6 > alt hipergrubunun

mertebesi 4 tur.

Asal mertebeli gruplar devirli oluyor iken asal mertebeli bir hipergrup devirli

olmayabilir. Asagida bu duruma bir 6rnek goriilebilir.
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Ornek 3.2.8. H = {1,2,3,4,5,6,7} kiimesi lizerinde o hiperislemi “Cizelge 3.3” deki gibi

tanimlansin.

Cizelge 3.3. Ornek 3.2.8 de verilen hipergrubun islem tablosu

° 1 2 3 4 5 6 7
1y | {2 | 8 | {4 | {533 | {67} | {67}
2y | {13 | &8¢ ({673 {3y | {4 | 4
3y ({67 {13 | {33 | 4 | {2} | {2}
4y | &8 [ {67F | {1} | {2} | {3} | {8}
By | 44 | &3 8y {67 {1} | {1}

673 {8y | 4 | & | {13 | {5 | {5}

673 8y | {4 | & | {13 | {88 | {5

~N| O o B W N

Bu durumda (H,°) hipergruptur [15]. Bu hipergrupta,
<1>={1}

<2>={12}

< 3>={1,3}

< 4 >={1,4}

<5>=<6>=<7>={1,5,6,7}

oldugundan H hicbir elemani tarafindan iiretilemez. Sonug olarak H asal mertebeli olmasina

ragmen devirli hipergrup degildir.
G bir grup olmak tizere, @ # K S G olsun. G nin K yi igeren biitiin altgruplarinin ara

kesitine K tarafindan iiretilen altgrup denir ve < K > ile gosterilir. Yani

<K>= ﬂL

KEL
L=G

dir. Tamimdan anlasildig1 gibi < K > altgrubu K vyi iceren en kiigiik altgruptur. Eger

< K >= (@ ise budurumda K ye G nin iiretici kiimesi denir. Eger K = {a} bir elemanliise <
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K >=<a > = {a"| n € Z} olup bu tanim bir eleman tarafindan iiretilen altgrup tanimi ile

ayni olur.

Bir grupta <a>={a"|n€eZ} ile <a>= N{Lla€L, L<G} kimeleri
cakismaktadir. Ancak bir H hipergrubunda <a>={a}uUa?U..Ua" kiimesi ile

N{L|a € L, L € Sub(H)} kiimesi ¢akismamaktadir. Bu duruma bir 6rnek asagida goriilebilir.
Ornek 3.2.9. (Z, +, <) siral1 grubu iizerinde tanimli
ax*b={x€Zla+b <x}

hiperiglemi ile (Z,x) hipergrubuna Ornek 3.2.2 de yer verilmistir. Burada

<5>={5}U{er|1OSx}¢ﬂL={xEZ|5Sx}

5€L
L=G

elde edilir.

Bir hipergrupta, bir eleman tarafindan iiretilen kiime bir alt hipergrup ise bu alt
hipergrubun 6zel bir simnifa (kapali, tersinir,...) ait olup olmadigi arastirilmaya degerdir. Bu
baglamda, bir devirli hipergrupta bir eleman tarafindan firetilen alt hipergrubun kapali

olmayabilecegi asagidaki 6rnekte gosterilmistir.

Ornek 3.2.10. (4,°) en az iki elemanlh bir hipergrup ve T = {t;};en Oyle ki
ANT =@vei# jicint; # tjolsun. H = AU T da & hiper islemi asagidaki gibi tanimlansin:

(x,y) € A%isex Q y = A;
(x,t) EAXTisexQ@t=tQ@x =A\{x}UT;
(ti!tj) ET XTise tl®t] :AU{tH_j}.

(H,®) hipergrubu T nin tiim elemanlar1 tarafindan iiretilir. Burada (H,®) 3-periyotlu devirli
hipergruptur. Her t; € T igin H = t; U t;2 U t;3 dir. Gergekten,

t> =AU {ty}

ve
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t> =t @ AU {ty}

= (U{ti ® x}) U (t; ® ta)

XEA

= (U A\{x} U T) U (AU {t5})

XEA
=AUT

=H
oldugundan H 3-periyotlu tek-giiglii (single-power) devirli hipergruptur.

Her x,y € A i¢in

xQy=ACAvex @ A= Upeax @ b = A oldugundan A, H nin alt hipergrubudur.
Her x € A igin < x >= A dir. A devirli bir alt hipergrup olmasina ragmen,

x,yEA ve x#y icin x€Et @y =A\{y}UT dir. t € Toldugundan t ¢ A dir.
Buradan A kapali olmayan bir alt hipergruptur.

Devirli bir hipergrup genis olsa dahi bir eleman tarafindan iiretilen alt hipergrubu kapali

olmasi gerekmez.

Ornek 3.2.11. (L,o) tek-giiclii (single-power) devirli hipergrup oldugu Ornek 3.2.1 ile
gosterilmistir. Ornek 3.2.6 da gosterildigi lizere, (L,°) genis devirli hipergruptur. x,a,b € L
icin bu elemanlar arasindaki siralama x < a < b seklinde olsun. Bu durumda < a > alt

hipergrubu kapali degildir. Gergekten,

< a > = F(a) oldugundan a ve b < a > alt hipergrubunun elemanlaridir. a € x o b

olmasinda ragmen x €< a > dir. Boylece < a > kapal1 degildir.

3.3. P-Devirli Hipergruplar

Devirli hipergruplar iizerinde klasik devirli gruplarin 6zelliklerinin birgogunun mevcut

olmadig1 onceki kisimlarda verilen orneklerde gozlemlenmistir. Bunu agmak icin 0Ozel
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hipergruplar tanimlanmistir. Vougiouklis [8]’in tanimladigi 6zel bir hipergubu asagida

gorebiliriz.

Onerme 3.3.1. (H,) degismeli bir grup ve P, H’nin bir alt kiimesi olsun. O zaman

asagida tanimlanan = islemi ile (H,*"') bir hipergruptur:

e, (H,") grubunun birim elemani olmak tizere,
«P1Hx H - p(H): (x,y) » x "y =xy({e}u P). (3.4)
(H,*P) P-hipergrup olarak isimlendirilir [8].

Ispat: x,y,z € H icin

x+P (y«F z) = x P (yz({e} U P)) = U x P (yza) = U xyza({e} U P)

aef{e}upP aef{e}uP

(H,) degismeli bir grup oldugu icin,

(x «P y)«P z = U xya xf z = U xyaz({e} U P) = U xyza({e} U P)

aef{e}uP aef{e}uP a€e{e}upP
dir. Béylece her x,v,z € H igin x *F (y «P z) = (x +F y) P z dir.

X € H igin

x*PH=Ux*Pa= U xa({e}UP) =H

a€EH aef{e}uP

H*Px=Ua*Px= U ax({e}uP)=H

a€EH aef{e}uP
dir. Boylece her x € H igin x «* H = H = H «F x elde edilir.
Sonug olarak (3.4) esitliginde tanimlanan *” islemi ile (H,*") bir hipergruptur.

Onerme 3.3.2. [8] (H,,,") n elemanl1 sonlu devirli bir grup ve P € H,, olsun. O zaman
Onerme 3.3.1 de tanimlanan (H,x") P-hipergrup bir devirli hipergruptur ve P-devirli hipergrup

olarak isimlendirilir.
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ispat: Bir x € H, elemamnin +* hiperislemi altindaki bir v. kuvveti x[! seklinde

gosterilirse x € H,, olmak tizere her v € N i¢in

xV = xM(eyuPuUP?U...UPY)

oldugu acgikga gortliir. Boylece (H,,,") devirli grubu a € H,, tarafindan iiretiliyor ise
aluallu..uad™ =H,

dir. Boylece (H,*) hipergrubu en fazla n periyotludur.

Aksi soylenmedikge bundan sonraki teoremlerde P-devirli hipergrubunda P = {p} tek

elemanl olarak alinacaktir. (H,*”) olarak gosterilecektir.

Teorem 3.3.3. [8] (H,,,*%") P-devirli hipergrubunun a? eleman: tarafindan iiretilmesi

icin gerek ve yeter sart (4, x,n) = 1 olmasidr.
Ispat: a* elemanmin Onerme 3.3.2 de tanimlanan ** hiper islemi altinda p-inci kuvveti
atHl = (gt qtutx | qAt(-1xy (3.5)

A As+tx

dir. Bu yilizden a* nin kuvvetlerinin elemanlar1 s € Ny ve t =0,1,...,s — 1 igin a

tipindedir.

Ayrica As +tx =1 (modn) olmasi i¢in gerek ve yeter sart 3p € Z: As+tx—np =1
olmasidir. 39 € Z: As + tx —np = 1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart (1,x,n) = 1 olmasidir.

As+tx

Dolayisiyla s, t, o, mod n yukarida ihtiya¢ duyulana uygun segilirse a = a! = a olmasi

icin gerek ve yeter sart (4, x,n) = 1 dir.

A

Simdi eger a, a* nin bazi kuvvetlerine bagli ise o zaman her v € Ny i¢in a” € H,,

eleman a’ nin bazi kuvvetlerine baglidir, giinkii a*V9)+V0* = gV dir. Béylece (H,,** ) nin

iiretecinin a’ elemani olmast igin gerek ve yeter sartin (4, x,n) = 1 oldugu elde edilir.

3.4. Devirli Hipergruplarin Kartezyen Carpimi

G grubunda; eger g" = e olacak sekilde bir n > 0 varsa bu esitligi saglayan pozitif

sayilarin en kiiciigiine g nin derecesi (veya mertebesi) denir ve bu say1 0(g) ile gosterilir. Eger
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g™ = e higbir n > 0 icin saglanmiyorsa, g nin derecesi sonsuzdur denir. Ustelik, her a € G

icin | < a > | = o(a) dir. Hipergruplarda bu esitlik saglanmamaktadir.

Ornek 3.4.1. (H,@®) devirli hipergrubu Ornek 3.2.7 de tamtilmisti. H nin kismi
birimlerinin kiimesi I, = {a} dir. Grup teorideki tanima paralel olarak I, € e* ve bunu
saglayan en kiigiik tamsay1 4 oldugundan o(e) = 4 elde edilir. Bu devirli hipergrubu iireten
elemanlardan biri olan e elemaniicin | < e > | = 5iken o(e) = 4 dir. Bunun yan1 sira, Ornek
3.2.4 te verilen (H,o) sonlu devirli hipergrubu i¢in de esitligin saglanmadigi goriiliir. Bu
ornekte Ip = {1} dir. 5 elmaniigin I, € 5* ve dolayisiyla 0(5) = 4 dir. Ancak | <5>
| =6 dir. Dolayisiyla H hipergruplarda a elemani i¢in | <a >|=o0(a) esitligi

saglanmamaktadir.

Yine grup teoride iki devirli grubunun kartezyen ¢arpimlarinin devirli olmasi i¢in gerek
ve yeter sart mertebelerinin aralarinda asal olmasidir. Ancak bu teoremin de hipergruplarda

saglanmadig1 asagidaki 6rnekte goriilebilir.

Ornek 3.4.2. Orek 3.2.4’te tanimlanan (H,o) devirli hipergrubuna H;, Ornek 3.2.7 de
tanimlanan (H,&) devirli hipergrubuna H, denilsin. |H,| = 6 iken, |H,| = 5 dir. Dolayisiyla
(|H4|,|H2]) = 1 dir. Ancak H; X H, hipergrubu higbir elemani tarafindan iiretilemediginden
devirli degildir.

3.5. Devirli Hipergruplarin Homomorfik Gériintiisii

Devirli gruplardaki bir ¢ok teorem devirli hipergruplarda saglanmazken, hipergruplarin

homomorfik goriintiileri i¢in grup teoriyle paralel sonuglar elde edilmistir.

Yardimcr Teorem 3.5.1. (H,0) ve (K,*) hipergruplar ve f: H —» K iyi homomorfi
olsun. Bu durumda her a € H igin f(< a >) =< f(a) > dir.

Ispat: x € f(< a >) olsun. x = f(y) olacak sekilde y €< a > mevcuttur. Burada
n € N* vardir 6yle ki y € a™ dir. x € f(a™) ve f iyi homomorfi oldugundan x € f(a)™ elde
edilir. Boylece x €< f(a)> dir. f(<a>)S<f(a)> ve benzer sekilde
< f(a) >C f(< a >) oldugu elde edilir.

Yukaridaki yardimci teorem, herhangi iyi olmayan bir f homomorfisi igin dogru

degildir. Asagida bu duruma bir 6rnek goriilebilir.
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0, 2|n, ivi
1, 2+tn"Y

olmayan homomorfisi ele alinsmn. Ornegin, < 3 > = 3N dir. Dolayisiyla f(< 3 >) = {0, 1}

Ornek 3.5.2. Ormek 2.5.4 de verilen f: (H(Z),0) — (H(Z),0), f(n) = {

dir. Diger yandan
<f(3)>=<1>=N
dir. Sonug olarak f iyi homomorfi olmadigindan f(< 3 >) #< f(3) > dir.

Teorem 3.5.3. (H,o) ve (K,*) hipergruplar ve f: H — K iyi homomorfi olsun. Bu
durumda H nin devirli alt hipergrubunun iyi homomorfik goriintiisii de K’nin devirli alt

hipergrubudur.

Ispat: a € H icin < a > alt hipergrup olsun. f iyi homomorfi oldugundan Teorem 2.5.3
ile f(<a>) alt hipergruptur. Yardimci Teorem 3.5.1 ile f(< a >) =< f(a) > olur ki
boylece f(< a >) devirli alt hipergruptur.

Teorem 3.5.4. (H,0) ve (K,*) hipergruplar ve H =< h > devirli hipergrup olsun.
f:H — K epimorfi ise K =< f(h) > olup K devirli hipergruptur.

Ispat: H =< h > ve f(h) € K oldugundan < f(h) > K dir. Ote yandan f orten
oldugundan her k € K i¢in f(a) = k olacak sekilde a € H mevcuttur. a €< h > oldugundan
l € N* vardir 6yle ki a € ht dir.

k=f(a)efh)cf)e<fh)>.

Buradan K < f(h) > elde edildiginden K =< f(h) > dir. Sonu¢ olarak K devirli
hipergruptur.
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4. SONUCLAR ve ONERILER

Hipergruplar teorisi klasik grup teorisinin uygun bir genellemesi olmasina ragmen
gruplardaki birgok 6zellik hipergruplarda mevcut degildir. Bu tezde devirli gruplarin en temel
teoremlerinin hipergrup teorisinde nasil g¢alistigi incelenmistir. Birgok 6rnekle grup teoride
mevcut olan ¢ogu 6zelligin hipergruplar i¢in dogru olmadigi elde edilmistir. Bunlardan bazilari

asagidaki gibi siralanabilir:

1. Gruplarin aksine bir devirli hipergrubun degismeli olmasi gerekmez. (Ornek 3.1.7)
2. Devirli bir hipergrubun alt hipergruplar1 devirli olmayabilir. (Ornek 3.2.1.)

3. “Bir hipergrubun tek bir elemani tarafindan firetilen kiimesi ne zaman bir alt
hipergrup olur?” sorusu arastirilmistir. Hipergruplarin 6zel bir sinifi (genis hipergruplar) igin
tek bir eleman tarafindan tiretilen kiimenin alt hipergrup oldugu gosterilmistir. (Teorem 3.2.3.)
Ancak bu bize tam bir karakterizasyon vermemektedir. Yani bir hipergrupta (hatta devirli bir
hipergrupta) her a € H igin < a > kiimesinin alt hipergrup olmasi i¢in H i genis hipergrup
olmas1 gerekmez. (Ornek 3.2.4.)

4. Lagrange Teoreminden ilham alarak sonlu hipergruplarm alt hipergruplarinin
mertebesi arastirilmistir. Ancak alt hipergruplarimin mertebesinin hipergrubun mertebesini
bolmeyebilecegi gosterilmistir. (Ornek 3.2.4.) Asal mertebeli gruplar devirli oluyor iken asal

mertebeli bir hipergrup devirli olmayabilir. (Ornek 3.2.8.)

5. Devirli bir hipergrubun alt hipergruplarinin 6zel bir sinifa (kapali, tersinir, ...vb.) ait

olmadig1 gosterilmistir. (Ornek 3.2.10.)

6. Hipergruplarin homomorfik goriintiilerinde grup teoride var olanlarla paralel sonuglar

elde edilmistir. (Teorem 3.5.3. ve Teorem 3.5.4.)

Bu tezde elde edilen bulgular dogrultusunda asagidaki sorular arastirilabilir:
1. Devirli bir hipergrubun degismeli olmasi i¢in hangi sart eklenmelidir?
2. Bir hipergrubun tek bir elemani tarafindan iiretilen kiimesinin alt hipergrup olmasi

icin gerek ve yeter sart var midir? Bir devirli hipergrubun tiim alt hipergruplarinin devirli olmasi

icin hipergrup nasil se¢ilmelidir?

3. Devirli hipergruplarin alt hipergruplar1 6zel siniflara (kapal, tersinir,...vb.) hangi

sartlar altinda dahil olur?
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4. Devirli hipergruplarin alt hipergruplarinin kartezyen ¢arpimlari devirli midir?

5. Bir H hipergrubunun tiim alt hipergruplarinin (Sub(H), <) kismi sirali kiimesi
hakkinda bir ¢ok calisma yapilmistir [12,19]. Birinci 6neride bahsedildigi gibi devirli bir
hipergrubun tiim alt hipergruplarinin devirli olmasi i¢in tam bir karakterizayon elde edilirse bu
hipergrubunun alt hipergruplarinin kiimesinin kafes yapisi arastirilabilir. Sonlu devirli bir
grubun altgruplarinin kafes yapisinin dagilmali oldugu bilinmektedir. Bu sebeple H devirli

hipergrubu i¢in (Sub(H), ©) kismi sirali kiimesinin yapisi arastirilmaya degerdir.
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