1. GIRIS

Altmanifoldlar teorisi, diferansiyel ve integral hesabin bulunmasindan itibaren
calisilmaya baslanmis bir konu olup, teorinin baslangici, Fermat'in verilen bir egriye tegetin
nasil ¢izilecegi problemi ile baglamistir. Fermat'n zamaninda diizlemsel bir egrinin
diferansiyel geometrisi (egriligi, egrilik ¢emberi, involiit, evoliit vb...); diferansiyel ve
integral hesabin onemli bir arastirma alani olup bu calismalardan sonra benzer calismalar

uzay egrileri ve yiizeyler de ¢alisilmustir.

Bu teoriye ilk 6nemli katki Euler tarafindan yapildi. 1736 yilinda Euler yay uzunlugu
kavramui ile egrilik yaricapini tanimladi ve ylizeylerin igsel geometrisini ¢aligmaya bagladi. Bu
calismanin yapitasi ise Gauss'un Theorama Egregium ile ortaya koydugu ve yiizey teorisinin
igsel geometrisinin baslangic1 sayilan gelismelerdi. Boylece egrilerin ve yiizeylerin

diferansiyel geometrisi matematigin diger branslarina da 6nemli katkilar sagladi.

Minimal yiizey kavrami ilk kez 1762 yilinda Lagrange tarafindan tanimlandi.
Lagrange E® Oklidyen uzayda, z = f(x,y) seklindeki diferansiyellenebilir fonksiyonlar ile

tanimlanan grafikleri ¢alisti.

Ayrica verilen bir ylizeyin i¢sel Riemann yapisit kullanilarak ylizeyin egriligi iki
sekilde hesaplandi. Bunlardan biri asli egrilikleri kullanarak bulmak, digeri ise ylizey ilizerine
indirgenen i¢ ¢arpimi kullanarak igsel yolu takip etmektir. Bu iki yontem, Gauss'un Theorema

Egregium ile birbirine baglantilidir (Sahin 2012).

Altmanifoldlar teorisi iizerine ilk kapsamli derleme Chen’in “Geometry of
Submanifolds” (Chen 1973) adli kitabinda toplanmistir. Ayrica buna ek olarak Thas
hiperylizey, ortalama egrilik, sekil operatorii gibi kavramlardan faydalanarak monosistemler

tizerine bazi ¢aligmalar yapmistir (Thas 1978).

Bu ¢alismada ise monosistem 6rnekleri verilip, bunlarin sekil operatort, asli egrilik ve

asli dogrultulari incelendi. Ayrica bu monosistemlerin agilabilir olup olmadiklarina bakildi.



2. TEMEL KAVRAM VE TEOREMLER
2.1 Temel Tanimlar ve Kavramlar
2.1.1 Tanim (Vektor Uzay)

K verilen bir cisim ve V, herhangi u,v € V yi biru + v € V toplamma ve u € V, k € K igin
ku € V carpimina esleyen toplama ve skaler ile carpma kurallari ile bos olmayan bir climle
olsun. Eger asagidaki aksiyomlar saglaniyorsa V bir vektér uzayidir (Burada V nin

elemanlarina vektor denir):
[A;] Herhangi u,v,w € Vigin (u+ v) +w=u+ (v +w),

[A2] V de 0 vektori ile gosterilen ve sifir vektorii denen bir vektor vardir ve bunun igin her

u € V vektorii i¢cinu + 0 = u dur,

[A5] Her bir u € V vektori igin, V de (-u) ile gosterilen ve u + (—u) = 0 olan bir vektor

vardir,

[A4] Herhangi u, v € V vektorler igin, u + v = v + u,

[M;] Herhangi k € K skaleri ve herhangi u, v € V vektorleri igin, k(u + v) = ku + kv,
[M,] Herhangi a, b € K skalerleri ve herhangi u € V vektérii i¢in, (a + b)u = au + bu,
[M3] Herhangi a, b € K skalerleri ve herhangi u € V vektorti i¢in, (ab)u = a(bu),
[M,] I € K birim skalerleri ve herhangi u € V vektorii i¢in lu = u (Anonim 2019).
2.1.2 Tanim (Baz)

V nin bir S alt ciimlesi asagidaki iki 6zellige sahipse V nin bir baz1 adini alir:

1. S lineer bagimsizdir.

2. Sp(S)=V dir, yani Va €V elemam1 S deki sonlu sayida elemanin bir lineer

kombinasyonudur (Hacisalihoglu 1973).
2.1.3 Tamim (i¢ Carpim)

V bir reel vektdr uzayi olsun. Asagidaki aksiyomlar: saglayan ve



VXV ->R

seklinde tanimli bir dontisiime V iizerinde i¢ ¢arpim denir. u,v € V olmak lizere (u,v)

seklinde gosterilir.
i) (u, v) = (v, u), simetri aksiyomu
ii) Bilineerlik aksiyomu:
(cu,v) = c{u,v) = (u,cv); Vc € R;
(uy +uy, v) = (uy,v) +(uy,v) , YV EV;
(u,v1 +vy) =(wvy)+(u,vy),Yu ev.
1ii) Pozitif tanimlilik aksiyomu:
Yu € V igin,
(u,u) =0,
(u,u) = 0 & u = 0 (Hacisalihoglu 1973).
2.1.4 Tamim (U¢ Boyutlu Uzayda Egriler)

M c E™ egrisi (I,@) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I ya karsilik gelen a(s)

noktasindaki Frenet r-ayaklisi {V;(s), ..., V,-(s)} olsun. Buna gore,
kil —R, 1<i<r,
s —ki(s) = < V/ (), Viga (5) >

seklinde tanimli k; fonksiyonuna M nin i-yinci egrilik fonksiyonu ve s € I i¢in k;(s) reel

sayisina da a(s) noktasinda M nin i-yinci egriligi denir (Yiice 2017).
2.1.5 Tamim (Ortogonal ve Ortonormal Ciimleler)

Normu bir olan vektorlere birim vektor denir. x # 0vey # 0 iken (x,y) =0 ise bu iki
vektor birbirine ortogonaldir (diktir) denir. Sifirdan farkli vektorlerin bir S climlesinde
herhangi iki vektor birbirine dikse bu S ciimlesine ortogonaldir denir. S ctimlesi ortogonal

iken S deki her bir vektor birim vektor ise S ye ortonormaldir denir (Yiice 2017).



2.1.6 Tammm (Afin Uzay)

A bos olmayan bir ciimle ve V de bir K cismi iistiinde bir vektor uzay: olsun. Asagidaki

onermeleri dogrulayan bir

f:AXA-V
fonksiyonu varsa A ya V ile birlestirilmis bir afin uzay denir:
(A1) VP,Q,R € Aigin f(P,Q) + f(Q,R) = f(P,R),
(A2) VP e AveVa € Vicin f(P,Q) = «
olacak bi¢imde bir tek Q € A noktas1 vardir (Hacisalihoglu 1998).
2.1.7 Tamim (Oklid Uzay1)

Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzayi da V olsun. V de bir i¢ ¢arpim islemi olarak

(,:VxV->R

X = (X1, ., Xp)

xy)={x,y) = X %y {y = (Y1, «» Vn)

Oklid i¢ carpimi tamimlanirsa A afin uzayma Oklid uzayr denir. Bu islem yardimi ile A da

uzaklik ve ac1 gibi metrik kavramlar tanimlanabilir (Hacisalihoglu 1998).
2.1.8 Tamim (Uzaklik)

d:E"XE" — R

(x,y) — d(x,y) = Xyl = X, (v — x;)?

olarak tanimlanan d fonksiyonuna E™ Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d(x,y) reel

sayisina da x, y € E™ noktalar1 arasindaki uzaklik denir (Yiice 2017).
2.1.9 Tamm (Standart Oklid Catisi)

E,=(,0,..0),E,=(0,1,..,0),..,E, = (0,0, ...,1) olmak tizere E™ deki {E, E,, ..., E,}
catisina standart Oklid catis1 denir (Yiice 2017).



2.1.10 Tamim (Topolojik Uzay)

X bir climle olsun. X in alt ciimlelerinin bir koleksiyonu 7 olsun. T koleksiyonu asagidaki

onermeleri dogrularsa X iizerinde bir topoloji adin1 alir:
(T X, Qe

(T2) VA, A,eET=A NAET

(T3) A, €t,i €l,U;je A; ET.

Bir X cilimlesi ve iizerindeki bir T topolojisinden olusan (X,t) ikilisine de bir topolojik uzay
denir (Hacisalihoglu 1998).

2.1.11 Tamim (Homeomorfizm)

X ve'Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir

f:X-Y

fonksiyonu siirekli ise ve f~! tersi var ve f~1 de siirekli ise f ye X den Y ye bir

homeomorfizm (topolojik doniisiim) denir (Hacisalihoglu 1998).
2.1.12 Tamim (Hausdorff Uzay1)

X bir topolojik uzay olsun. X in P ve Q gibi farkli noktalari igin, X de, sirasi ile, P ve Q
noktalarini igine alan Ap Ve A, agik alt ciimleleri ApNA, = @ olacak bigimde bulunabilirse

X topolojik uzayina bir Hausdorff uzayi denir (Hacisalihoglu 1998).
2.1.13 Tamim (Manifold)

M bir Hausdorff uzay olsun. Eger her P € M igin, R™ deki bir agik ctimleye homeomorfik
olacak sekilde P noktasiin bir U a¢ik komsulugu varsa, M Hausdorff uzayina bir topolojik
manifold veya kisaca manifold denir. Bu durumda boy(R™) = m oldugundan, manifoldun

boyutu m olarak tanimlanir (Sahin 2012).
2.1.14 Tamim (immersiyon)

M™ n-boyutlu, kompakt, yonlendirilebilir C* bir manifold olsun ve bir

f: M‘n Loo) En+N



doniistimiini alalim. f dontsiimiiniin birebir, yani rank (J(f)) = n oldugunu kabul edelim. Bu
durumda f donisiimiine immersiyon denir. Eger f birebir ise f ye imbedding denir
(Sabuncuoglu 2014).

2.1.15 Tamim (Alt Manifold)

M bir k-manifold ve M de bir n-manifold olsun. VP € M noktas1 icin M de bir U ve M de bir

U koordinat komsulugu mevcut ve
U ={mE€ U|X;,(m) = -+ = %,(m) = 0}

ise M ye M nin bir alt manifoldu denir. Burada {x,,...,%,} koordinat sistemi U de ve

{x1 = X1|y, ..., X = X |y} da U daki koordinat sistemidir (Hacisalihoglu 1998).

2.1.16 Tamim (Hiperyiizey)

E™, n-boyutlu Oklid uzayinda (n-1) boyutlu altmanifolduna bir hiperyiizey denir.
M={x e U c E™| f:U M R, U bir agik alt ciimle}

x— f(x) =c

Vflp # 0,VP € M bigiminde tanmimlanir. E™ de bir (n-1)-yiizey, n>3 olmasi halinde bir
hiperyiizey olarak adlandirilir (Hacisalihoglu 1983).

2.1.17 Tammm (Riemann Metrigi)

M bir diferensiyellenebilir manifold ve manifold iizerindeki diferensiyellenebilir vektor

alanlarinin ctimlesi y(M) olsun. Bu durumda

g: x(M) X (M) > C*(M)

ile taniml1 g bilineer formu, simetrik ve pozitif taniml ise, yani VX,Y € y(M) igin
@ g, Y) = g(¥,X),

(b)vVX € y(M)i¢ing(X,X) =0vegX,X) =0 X=0

sartlar1 saglaniyorsa g bilineer formuna Riemann metrigi veya metrik tensor adi verilir. Bu

durumda (M, g) ikilisine Riemann manifoldu denir (Yiice 2017).



2.1.18 Tamim (Yar1 Riemann Manifoldu)

M bir € manifold olsun. M iistiinde vektor alanlarinin ctimlesi y(M) ve reel degerli C*

fonksiyonlarin halkast da C* (M, R) olmak iizere,

() x(M) x (M) » C*(M,R)
fonksiyonu,
1) 2-lineer

2) Simetrik

VX ExYy(M)igin(X,Y)=0=>Y =0 € y(M)
ozelliklerini sagliyor ise, M ye yari-Riemann manifoldu denir (Hacisalihoglu 1983).
2.1.19 Tamim (Kovaryant Tiirev (Konneksiyon))

M bir C* manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarinin uzayi y (M) olmak tizere,

D: x(M) X x(M) —» x(M)

X,Y)->D(X,Y) = DyY
fonksiyonu i¢in,
1) DixigvZ = fDxZ + gDyZ , VX,Y,Z € x(M), Vf,g € C*(M,R)
2) Dx(fY) = fDxY + (Xf)Y, Vf € C*(M,R)

ozellikleri saglaniyorsa D ye M manifoldu iistiinde bir afin konneksiyon ve Dy e de X ¢ gore

kovaryant tiirev operatorii denir.

Ozel olarak M manifoldu bir Riemann manifoldu olarak alinirsa, konneksiyonun ig
carpim ile ilgisi diisiiniilebilir. Bu ise bizi Riemann konneksiyonu kavramina gotiiriir

(Hacisalihoglu 1983).



2.1.20 Tamim (Riemann Konneksiyonu)

M bir yari-Riemann manifoldu ve D, M istiinde bir afin konneksiyon olsun. Eger D
konneksiyonu asagida verilen ozelliklere sahip ise, D konneksiyonuna, M iistiinde bir
Riemann konneksiyonu ve Dy e de X’e gore Riemann anlaminda kovaryant tlirev operatorii
denir (Hacisalihoglu 1983).

1) D, C* sinifindandir;
2) M nin bir A bélgesi iizerinde, C™ olan VX, Y € x(M) i¢in,
DyY — DyX = [X, Y] dir,
3) M nin bir A bélgesi iizerinde C* olan VX, Y, Z € x(M) ve VP €A i¢in
Xp <Y,Z>=<DyY,Z >p+<Y,DxZ >p dur.
2.1.21 Tamim (Egrilik Tensorii)
M bir € *manifold olsun.
R: x(E™) x x(E™) x x(E™) — x(E™)
X,Y,Z) - R(X,Y,Z) =R(X,Y)Z
R(X,Y,Z) = Dx(DyZ) — Dy(DxZ) — D[X,Y]Z
= (DXDY — DyDx — D[X,Y])Z = ([Dx, Dy] = Dixy)Z

olarak tanimlanan R fonksiyonuna M nin egrilik tensér alani ve bunun bir P € M
noktasindaki degeri olan R(Xp,Yp)Zp tensoriine de M nin P noktasindaki egrilik tensorii

denir (Yiice 2017).
2.1.22 Tamim (Weingarten Doniisiimii (Sekil Operatorii))

E™ in bir bir hiperyiizeyi M ve M nin birim normal vektor alanit N verilsin. E™ de Riemann

konneksiyonu D olmak iizere, VX € y(M) igin
S(X)=DxN

seklinde tanimli, S dontisiimiine M iizerinde sekil operatdrii veya M nin Weingarten

dontisiimii denir (Yiice 2017).



2.1.23 Tamim (Asli Egrilik)

E™ de bir hiperyiizey M ve M nin sekil operatorii S olsun. M nin bir P noktasina karsilik gelen
S(P) nin karakteristik degerleri M nin bu noktadaki asli egrilikleri olarak adlandirilir. Asli
egriliklere karsilik gelen ve karakteristik vektor denen vektorlerin belirttigi dogrultulara da M

nin bu P noktasindaki asli egrilik dogrultular1 denir (Sabuncuoglu 2014).
2.1.24 Tamim (Ortalama Egrilik)
E™ de bir hiperylizey M olsun. M nin bir P noktasindaki sekil operatorii S(P) olmak tizere
H:M— R
P —H(P)=tr(S(P))

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona M nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H(P) degerine de M
nin P noktasindaki ortalama egriligi denir (Sabuncuoglu 2014).

2.1.25 Tamim (I. Temel Form)

E™ in bir M hiperyiizeyi tizerinde g-yuncu temel form, 1< q < n olmak iizere,

[% y(M) X y(M) - C*(M, R)

(X,Y) = 19(X,Y) =< S971(X),Y >
seklinde tanimli 19 fonksiyonuna denir.

Buna gore M {izerinde 1. Temel form, heniiz, M i¢in <, > metrik tensoriinden ibarettir.
Diger taraftan, M iizerinde metrik tensor; simetrik, bilineer ve S operatorii de self-adjoint
oldugundan, temel formlarin her biri y(M) iizerinde simetrik ve bilineerdir (Sabuncuoglu
2014).

2.1.26 Tamm (I1. Temel Form)

E™ de M bir (n-1)-altmanifold ve P noktasinda M nin tanjant uzay1 Ty, (P) olduguna gore M

tizerinde Weingarten doniistimii
S: Ty (P) = Ty (P)

seklinde tanimlidir. M {izerinde ikinci dereceden bir kovaryant tensor olarak tanimlanan ikinci
temel form II ile gosterilir ve VXp, Yp € Ty (P) icin
9



N(Xp,Yp) =< S(Xp),Yp >
seklinde tanimlanir. Burada II tensoriiniin
S(Xp) = Dx,N
olmasi nedeniyle N birim normal vektor alanina baglidir (Yiice 2017).
2.1.27 Tamim (Gauss-Kronecker Egriligi)
E™ de bir hiperylizey M olsun. M nin bir P noktasindaki sekil operatorii Sp olmak iizere
K:M— R
P — K(P) = detSp

biciminde tanimlanan fonksiyona M nin Gauss-Kronecker egrilik fonksiyonu ve K(P)

degerine de M nin P noktasindaki Gauss-Kronecker egriligi (total egrilik) denir (Yiice 2017).
2.1.28 Tamim (Gauss Formiilii)

E™ nin bir hiperyiizeyi M ve M nin sekil operatorii S olsun. E™ nin Riemann konneksiyonu D

ile gosterilmek iizere, VX,Y € y(M) igin,

seklinde tanimli D operatdriine M {izerinde Gauss anlaminda kovaryant tiirev operatorii ve

(2.1) denklemine de M tizerinde Gauss denklemi denir (Hacisalihoglu 1983).
2.1.29 Tamim (Codazzi-Mainardi Denklemi)

E™ nin bir (n-1) alt manifoldu {izerindeki kovaryant tiirev D olmak iizere VX,Y,Z € y(M)

i¢in
Dy(DyZ) — Dy(DxZ) — Dixy1Z = 0 dur.

Dolayisiyla M i¢in Gauss egrilik denklemi kullanildiginda
(RX,Y)Z,W)=V(Y,2),VX,Y))=(V(X,2),V(Y,IW))

bulunur. Diger taraftan,
DyS(X) — DxS(Y) + S([X,Y]) = 0 = S([X,Y]) = DyS(Y) — DyS(X)

10



denklemine de M ig¢in Codazzi-Mainardi denklemi denir (Hacisalihoglu 1983).
[X,Y] = DyY — DyX = S([X,Y]) = DxS(¥) — DyS(X)
2.1.30 Tamim (Frenet-Serret Teoremi)

E3 uzayinda birim hizli @: I — E3 egrisinin Frenet vektor alanlar1 T, N, B ise

T' = kN
N' = —xT + 1B
B’ = —IN

dir. Burada, x ve t sirasiyla egrilik ve burulmadir (Sabuncuoglu 2014).

2.2 Oklidyen Uzaydaki Alt Manifoldlar

E™ Oklid uzaymn bir altmanifoldu M olsun. M nin Riemann konneksiyonu D, E™
nin standart Riemann konneksiyonu D olsun. X ve Y, M nin vektdr alanlar1 ve V, M nin ikinci

temel formu ise, D, Y teget ve normal bilesenlerine gore, sirasiyla,
DY =D,Y +V(X,Y) (2.2)

seklinde yazilabilir. Kabul edelim ki, § , M iizerinde normal bir vektdr alami olsun. D,Y

vektor alani teget ve normal bilesenlerine gore ayristirilarak
D ¢ = —(A¢(x)) + Di¢ (23)

Weingarten denklemi elde edilir. Burada Ag, M nin her p noktasinda M,, - M,, ye lineer bir
self-adjoint doniisiimdiir ve D+, M+ altmanifoldunun normal konneksiyonudur. Eger N, M+
normal demetinin bir alt demeti (yani N, M nin normal bir alt demeti) ve D,n nin, M nin her
X vektor alan1 ve N nin her birim normal alan n i¢in; N ye dik olan normal alt demeti,
herhangi bir bileseni yok ise N alt demetine N+ e paraleldir denir (Chen ve Yano 1973). ¢
normal vektor alan1 ve X ve Y de M nin vektor alani olsunlar. Eger E™ nin standart metrik

tensOrii <, > ile gosterilirse,
<V(X,Y), & >=<A4:(X),Y > (2.4)

seklinde olur.
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&Ly woor Emedimm» Mt normal demetinin ortonormal bir bazini olustursun. Bu durumda
VX, Y), & >=VI(XY)

ya da
VX Y) = ZLAM VX, N

olur. M nin H ortalama egrilik vektorii

H = y'm-dimM trég; &
=1 dimm !

seklindedir. Eger M nin her noktasinda H=0 ise, M ye minimaldir denir (Thas 1978).

12



3. MINIMAL MONOSISTEMLER
3.1. E™ de (n+1) Boyutlu Monosistemler

e1(s), ..., ey (s) ortonormal baz vektorleri tarafindan gerilen, n=> 1 boyutlu uzaylarin
ortogonal yoriingesi, M monosisteminin bir r(s) dayanak egrisi olsun. Bu durumda M, lokal

olarak
X(S, ll, ey ln) = I’(S) +Z?=1 liei(S), li (S R, i = 1, W, n
seklinde ifade edilebilir.

ei, -, ep,e M nin ortonormal bir baz alani, yani e {iretim uzaylarin ortogonal

yoriingelerinin birim teget vektorii olsun. Eger, her p € M noktasinda
rank [e, ey, ..., en, Doey, ..., Doey] = 2n — k (3.1)
ise M ye k-agilabilirdir denir.

k>0 ise, M singiiler noktalar igerir (Bu ¢alismada bu noktalar g6z Oniinde
bulundurulmayacaktir), gercekten (3.1) saglanirsa, E™ de paralel olan ayni iiretim uzayinin
iki singiiler olmayan p ve q noktasinda, singiiler noktalarin k boyutlu bir S altuzaymi kapsar
ve ayni iiretim uzaymnm iki tekil olmayan noktasi p ve q noktalarinda M, ve Mgtanjant
uzaylart E™ de paraleldirler. (Yani, M, E™ de p den q ya M,, nin paralel yer degistirmesidir.
Klasik bir sekilde M,, nin M, ile ¢akistig1 soylenir). S ve p tarafindan gerilen (k+1)-boyutlu
uzay ile S ve q tarafindan gerilen (k+1)-boyutlu uzay aynidir. Eger k=-1 ise, M monosistemi
acilabilir degildir ve eger k=n-1 ise, M total acilabilirdir denir (Thas 1978). X = Y, a'e; +
ae ve Y =Y ble; + be iki M vektdr alam olsun. V, E™ de M nin ikinci temel formunu

gostermek lizere

V(e,e) =0, i,j=1,..,n (3.2)
oldugu elde edilir.

V(X,Y) = V(Zl ,a‘e; + ae, Y ble; + be)

= V(Zl ,ate;, Y ble; ) + V(Zl 1a el,be) + V(ae, . biei) + V(ae, be)

=y" (a4, b)) V(el, D+ Y. atbV(e,e) + Y,abi V(e e) + abV(e,e)
0
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Burada V(e;, e) = V (e, e;) dir. Boylece
VX, Y) =Y". (a'b + b'a)V (e, e) + abV (e, e) (3.3)
bulunur.

Mt nin V(e,e;), i =1,..,n normal alanlar1 tarafindan gerilen normal alt demeti F ile

gosterilir.
Boylece monosistem tanimi1 asagidaki gibi ifade edilebilir:
3.1.1 Tanim (Monosistem)

Lineer uzaylarmn bir parametreli ailesi ile iiretilen, E™ Oklid uzaymn alt manifoldlarina

monosistem adi verilir (Thas 1978).
3.1.2 Onerme

M nin k-agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart F normal alt demetinin (n-k-1) boyutlu
olmasidir (Thas 1978).

Ispat:
Kabul edelim ki (3.1) saglansin. Eger D, M nin Riemann konneksiyonu ise

D.e; =D.e; +V(ee;) i=1,..,n

seklindedir. D,e;; ey, ...,e,, e alanlarinin lineer bir kombinasyonudur ve bu nedenle D,e;
alanlarimi (3.1) de V ile degistirebiliriz. Simdi e, e, ..., e,, ile gerilen tanjant(teget) uzay her

bir noktada F ye normaldir ve dolayisiyla n+1+dimF=2n-k veya dimF=n-k-1 olur.

Sonu¢ olarak, eger m—n—1>n—k—1 veya m=>2n—k ise M yalnizca k-

acilabilir olabilir.
3.1.3 Onerme

M nin bir p noktasinin komsulugunda e;, ..., e, e ortonormal baz alanim alahm. (e;), Ve e,

vektorleri tarafindan gerilen M, nin iki boyutlu o dogrultusunda, K, Riemann egriligi;
Ks = —<D.eDee>,, i=1,..,n (3.4)
seklindedir (Thas 1978).
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Ispat:

Varsayalim ki, M nin egrilik tensorii R olsun. Boylece

K, =<e;, R(e;, e) >y

dir. Fakat Gauss denklemine gore

dir.

<ey,R(e;,e)e >p=<V(e,e),V(ee) >,—<V(e,e),V(e,e) >,

ei(e,ej) =< D.e,e; > +<eD,e >=0
< D.ee >=—<eDee;>=0, i,j=1,..,n Ve
ei{e,e) =< Dge,e >+<eD,e>=0

<D.ee>=—-<eD,e>=0, i,j=1,..,n

oldugu elde edilir. Elde edilen bu esitlikler ile birlikte V(e;, e;)=0 i = 1, ...,n oldugu da goz

6niinde bulundurulursa, D,.e nin bir normal vektor alam ya da

D..e = V(e e)

olmas1 anlamina gelir ki bu da ispat1 tamamlar.

(3.5

Varsayalim ki &, ..., &—p—1, M+ normal demetinin ortonormal bir baz alan1 olsun. Bu

durumda asagidaki Weingarten denklemleri elde edilir:

B n i m-n—1 ,r
Dey§j=Xi=q a1jei+b1je+zr=1 Cljfr

- i ‘ —n— =1, .. —-n—1.
Den§j=2?=1a;ljei+bnje+2;n=1n 1C;jgr ] ya, MM —MN

585]’:2‘{":1 b;-ei+bje+Z?1=_1n_1 C";fr

(2.4) ve (3.2) birlikte ele alinacak olursa

olur.

(3.6)

<V(es.er), & >=< Afj(es),ek >= —a;‘j =0, sk=1,..,n j=1,...m—n—-1

Ayrica, Ag; lineer  doniisimiiniin  self-adjoint  olmasindan,

i=1,..,nvej=1,..,m—n—1dir. Busebeple Ag; matrisi;
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(00 )

=l 0 0 by |Ji=Lem-n-1

formunda elde edilir. Bu ise n > 2 ise det A = 0 olmasi demektir. Buna gére asagidaki sonug

verilebilir:
3.1.4 Sonug

Eger n > 2 ise, normal dogrultudaki her noktada M nin Lipschitz-Killing egriligi sifirdir
(Thas 1978).

(2.4) tekrar kullamldiginda <V(es,e), & >=< Agj(es),e >= —bs; olur ve eger

e ve ey tarafindan gerilen iki boyutlu dogrultuda M nin Riemann egriligi K(es e) ile
gosterilirse (3.4) ve (3.5) den

K (e, €) = — X7 (bs))? (3.7)
bulunur.

Her bir iiretim uzay: i¢in K(eg5,e;) =0, s,i =1,...,n, E™ de total geodeziktir. Bu
nedenle e; dogrultusunda M nin Ricci egriligi K(eg, e) ye esittir. Boylece asagidaki sonug

verilebilir:
3.1.5 Sonug¢
M nin r skaler egriligi
r=-2%70; X7 (bij)? (3.8)

seklindedir. (2.4) ten dolay1 < V(e,e),é; >=< Afj(e),e >=-b;, j=1,..,m—n—1 dir

ve ortalama egrilik vektorii de

__V(ee)
T n+1

(3.9)
olur (Thas 1978).
Ispat:

Skaler egrilik tanimindan,
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r= 22?¢j=1 K(es e)
dir. Burada K (e, €) = — X727 '(bs;)? esitligi yerine yazilirsa
r=-2%7 X (byj)?

elde edilir. Diger taraftan

oldugu bilindiginden, H ortalama egrilik vektorii tanimindan,

_lzA _ym-n-17bj s _ 1 ym-n-1_p ¢
H = n+1 ZJ:l n+1 fj - 1‘L+121=1 bjf]

olur. Burada —b; =< V(e, e), ; > esitligi yerine yazildiginda

__V(ee)
n+1

bulunur.
3.1.6 Sonug

M monosisteminin minimal olmasi igin gerek ve yeter sart liretim uzaylarinin her bir

ortogonal yoriingesinin M nin bir asimptotik ¢izgisi olmasidir (Thas 1978).
ispat:
(=) : M monosistemi minimal ise H=0 dir. Bu durumda

__V(ee)
n+1

esitliginden V(e,e)=0 olur. Bu da ortogonal yoriingenin bir asimptotik dogru oldugunu

gosterir.

(&) : M lizerinde ortogonal yoriingenin asimptotik dogru olmast i¢in gerek ve yeter sart I1.

Temel formun sifir olmasidir. II. Temel formun yani V (e, e)=0 oldugu

__V(ee)
n+1
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de goz oniine alinirsa, H=0 olur. Bu da M monosisteminin minimal oldugunu gosterir.
Boylece ispat tamamlanmis olur.
3.1.7 Teorem

Eger (n+1)-boyutlu k-acilabilir M monosistemi minimal ise, bu durumda M, E?"*~* uzayinin
bir alt manifoldudur (Thas 1978).

3.1.8 Sonug¢

E™ Oklid uzayinda m tek ise (ciftse) herhangi bir E!, I<m, de yatmayan, total olmayan
minimal geodezik monosistemlerin en fazla (m-1/2)ve ((m-2)/2) gibi farkli iki tiiri (yani,
farkli boyutlu lineer uzaylar tarafindan iretilen) vardir. (n+1) boyutlu agilabilir olmayan

minimal monosistemler yalnizca E2"*1 de var olabilir (Thas 1978).
3.1.9 Teorem

Eger (n+1)-boyutlu k-agilabilir M monosisteminin H # 0 ortalama egrilik vektdrii M nin her
noktasinda F normal alt demetinin bir vektorii ise M, E2"~* nin bir altmanifoldudur (Thas
1978).

3.1.10 Aciklamalar

1. (n+1)-boyutlu k-agilabilir M monosistemin F ve H tarafindan gerilen normal alt demeti
F+H, normal demette paralel ise, M (2n-k+1) boyutlu bir Oklid uzaymnda bulunur. Bu ise F+H
m en fazla (n-k) boyutlu olmast ve F+H in M nin her X ve Y vektor alani i¢in V(X,Y) ile

gerilen alt demet olmasinin sonucudur.

2.“M, E™ nin (n+1)-boyutlu bir altmanifoldu olsun ve N de M* nin (m-n-2)-boyutlu bir
normal alt demeti olsun. Eger N paralel degilse ve M, N ye gore umbilik ise M, (n+1)-boyutlu

Oklid uzayinm bir hiperkiiresi ya da hiperdiizlemi anlamina gelen n-kiirelerin bir bdlgesidir.”

(Chen ve Yano 1973).

Eger M hiperdiizlemi yukarida ifade edilen bir bolge i¢indeyse, bazi kisitlamalar géz

Oniine alinir:

Varsayalm ki &, ..,&n_n—1, M?* nin ortonormal bir baz alam olsun ve N

&1 o » Em-n— tarafindan gerilsin. Eger M, N ye gore umbilik ise (yani A, N de her n vektor
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alam igin birim doniisiim ile orantiliysa) Ag =--=Ag =0 olarak almnz. ((3.6)
denklemi Ag; nin matris formudur). Boylece H || N+ olur. Normal alt demet F yi géz oniine
alalm. F deki her & vektdr alani igin Ay # 0 dir. Bu nedenle F L NyadaF = N olmasi

gereklidir. Ancak F # 0ise H € F oldugu goriiliir ve N+ nin (ve dolayisiyla N nin) paralel
oldugu anlamma gelen, M nin E™*2 de bir hiperyiizey oldugunu ifade eden Teorem 3.1.7 ve
3.1.9 elde edilir. Bu nedenle; “M tamamen jeodeziktir ( H=F=0) ya da M, m>n+2 olan E™’de
tamamen agilabilirdir (F=0) ve H=0 dir.” denilebilir.

3.2 Minimal Monosistemlerin Insasi

E™ Oklid uzaymin standart koordinat sistemi x1,...,x™ olsun. xP*1 =... = x™ =0
ile tammli E™ in altuzayr olan EP Oklid uzay1 olsun. Ayrica M, xt = fi(ul, o Uy), 1=

1, ..., p parametrik temsiliyle lokal olarak verilen r-boyutlu bir altmanifold olsun.
E™ nin (m-p+r) boyutlu M'altmanifoldunun insas1 soyledir:
xt=flug, ) i=1,p X =l j=p+1,...,m [ €R

3.2.1 Onerme

Eger EP de M minimal ise, M' de E™ de minimaldir (Thas 1978).

Ispat:

€4, ..., ey, M nin ortonormal bir baz alani olsun ve V ise E™ de M’ niin ikinci temel tensorii

olsun. Normal vektor alan1 olan
’ 1 =
H(M,M,Em)=; 1{=1V(8i,ei),

E™ ve M’ ye gore, M nin bagil ortalama egrilik vektorii olarak adlandirilir (Chen 1973). Eger
H (ya da H) EP de (yada M’ de) M nin ortalama egrilik vektorii ise

H=H+HM;M, E™)
yazilabilir.

Eger M, EP de (ve E™ de) minimal ise H=0 dir ve bdylece H =0 olur ve M nin her

noktasinda H(M; M',E™) =0 dir. M’ niin ey, ..., ey, €411, ..., €m_p+r Ortonormal bir baz
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alanina gore ey, ..., e,, de M nin ortonormal baz alan1 olsun. E™ de M'niin H' ortalama egrilik

vektori

: 1 > —ptr
H = X1 Vey ) +ZT=TZTV(€]', ej)

m-—p+r

seklinde verilsin.

E™ in standart koordinat baz alam %, ""axim olsun. M' niin insas1 nedeniyle (M nin
noktalarinda) e; = ﬁ, j=r+1,..,m—p+r yazilabilir. Bu alanlarin her biri M nin

her noktasinda M’ niin asimptotik dogrultusunu belirler. Béylece eger EP de M minimalse, M

nin her noktasinda H' = 0 olur.

Simdi, M' niin herhangi q(u?, ..., u?, 13,4, ..., 15,) noktasm gdz Sniine alahm. M

minimal oldugundan,
xi = fi(ulJ '-';ur‘); i=1, D x‘] = lJO, ] =p +1,..,m.

tarafindan temsil edilen x/ = ljo; j=p+1,..,m Oklid uzaymm M altmanifoldu

minimaldir. Ama q noktasinda  ( )g J=7+1,..,m—p+r  vektorleri

dxP=T+]
MglL de Mql, normal uzayinin tekrar ortonormal bir baz alani olur ve q noktasinda M’ niin
asimptotik dogrultularim belirler. Tiim bunlardan M’ niin her q noktasinda H'; = 0 oldugu

gortliir. Bu da ispati tamamlar.
Simdi minimal monosistemleri kuralim:

Eger (n+1)-boyutlu M monosistemleri k-acilabilir ise, M c E?" ¥ oldugu biliniyor.

Bu durumda, standart koordinat sistemi x?, ..., x2"~* olan E?"~* uzayim g6z 6niine alalim.

a. 2n-k=3 olmasi durumunda n=1 ve k=-1 dir, yani M agilabilir degildir. Bu durumda

helikoid E3 de tek acilamayan minimal regle yiizeydir.

b. 2n-k=4 olmas1 durumunda Sonug 3.1.8 yalnizca bir (agikar olmayan) olasiliga sahip
olundugunu ifade eder: Diizlemler tarafindan iiretilen minimal bir monosistem. Onerme 3.2.1
den dolayi, asagidaki drnegi verebiliriz: (Helikoid E3 iin minimal bir altmanifoldu olarak

diistintildiigiinde)
x! = l;coss,x? = l;sins, x3 = as,x* = |,,a = sabit # 0,1;,1, € R.
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Bu manifold, C* ve 0-agilabilirdir (Her iireten diizlemdeki tek(ortak) tekil nokta sonsuzdur.).
Ayrica, iireten diizlemlerin her bir ortogonal yoriingesi dairesel bir helezon (E3 de) ya da diiz
bir ¢izgidir.

€. 2n-k=5 olmasi durumunda iki thtimal vardir: Diizlemler (n=2, k=-1) ya da 3-

boyutlu uzaylar (n=3, k=1) tarafindan iiretilen minimal monosistemlerdir. Birincisi agilamaz.

Fakat Onerme 3.2.1 gdz 6niine alindiginda, ikinci tiir i¢in asagidaki drnek verilebilir.
x! = lcoss, x? = I;sins, x3 = as,x* = 1,,x° = I3, ;15,13 €R.

Bu manifold C* ve l-acilabilirdir. Bu durumda ti¢ boyutlu her iiretim uzayimndaki tekil
noktalarin ortak c¢izgisi sonsuzdur. Asagidaki ornekte oldugu gibi burada yine ortogonal

E2n+1

yorilingeler, dairesel helezonlar veya diiz ¢izgilerdir. Ayrica de acilamayan minimal

monosistemlerin genel durumu goz 6niine alinip

x'™t = licoss, x' = lisins, x*"*! = as,l; € R,i = 2,4,6, ...,2n.
2 2 2

olur.

Burada M nin agilamayan bir C* monosistemi oldugu agiktir. Buna ise genellestirilmis bir
helikoid denir. I, =-+-=1,=0 konulursa x/ =0, j =1,..,2n, x>**' =as dogrusu
bulunur ve bu dogru agikea, iireten uzaylarin ortogonal bir yoriingesi ve M nin jeodezik bir
dogrusudur (Thas 1974). p(1?,...,13,5,) noktas: boyunca ortogonal ydriinge asagidaki
sekildedir;

2n+1

xi71 = [%o0ss, xt = 1%sins, x =as,i=24,..,2n.

2 2

Bu egri E3 de dairesel bir helistir. Bu ise tim ortogonal yoriingelerin M nin asimptotik

egrileri oldugunu verir. Dolayisiyla bu da M nin minimal oldugu anlamina gelir.

d. 2n-k=6. Bu durumda da iki ihtimal vardir: n=4 ve k=2 veya n=3 ve k=0. Birinci tiir

i¢in, E de bir helikoid alindiginda
x! = lcoss, x? = I;sins, x3 = as,x* =1, x5 =13,x° =1,,[; e R,i = 1,2,3.
olur.

Ikinci tiir i¢in, E® de genellestirilmis bir helikoid alinip, yine Onerme 3.2.1 kullanildiginda;
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x! =l coss, x? = I;sins, x3 = l,coss, x* = l,sins, x> = as, x® = I3,
LERi =123
olur.

Son olarak E2™* daki her tiirden minimal monosistem igin gegerli olan genel bir &rnek;

9

x'"t =licoss, x' = lisins, i=246,..2n—k—1)

2 2

x2(=K)-1 = g5 q =sabit #0, s€R
2Ot = s =01,k LER T=1,..,n

seklinde verilebilir. Bu ornekte tim ihtimalleri ifade edebiliriz: Farz edelim ki, 2n-k=23
olsun. O zaman asagidaki degerler yazilabilir: (n=11, k=-1), (n=12; k=1), (n=13; k=3), (n=14;
k=5), (n=15; k=7), (n=16; k=9), (n=17; k=11), (n=18; k=13), (n=19; k=15), (n=20; k=17),
(n=21; k=19). Sunu da ifade edelim ki bu ornekte (n=22; k=21) yazildigi durumda bile,
tamamen jeodezik bir manifold elde edilir.
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4. ACILABILIR VE ACILABILIR OLMAYAN MONOSISTEM ORNEKLERI
Bu boéliimde agilabilir ve agilabilir olmayan minimal yiizeyler i¢in 6rnekler verildi.
4.1 Ornek (E3 de acilabilir olmayan, minimal yiizey):
E3, 3-boyutlu 6klid uzaymda minimal yiizeyin Yyer vektorii
x(u,v) = (vcosu, vsinu, au) (4.2)

(helisoid) seklinde verilsin, (M? c E®). Bu durumda (4.1) de, sirasiyla, u ve v ye gore tiirev
alinirsa,

Xy = (—vsinu,vcosu,a), 4.2)
x, = (cosu,sinu,0)

bulunur. Dolayisiyla, teget uzayimn ortonormal bazi

e =4 —;xu, e, = 2 (4.3)

BN v2+a? ]

olarak yazilabilir. Birim normal vektorii ise

N=eXe;
E; E, Es
N = —vsinu vcosu a
Vv2+a2 Vv2+a? Vv2+4a?
cosu sinu 0

—vsinu vcosu
Vv2+a2  Vv2+a?
cosu sinu

a

VvZ+a?

= E, E; E, |

cosu sinu

-V acosu

asinu
- E3 (Vv2+a2) + EZ (\/v2+a2) N E1 (\/v2+a2)
seklinde elde edilir. Dolayisiyla
1 .
N = ﬁ(—asmu,acosu,—v)
olur.

Simdi, (4.1) esitligi ile verilen M monosisteminin (minimal yiizeyinin) agilabilir olup
olmadigini gosterelim. Dogrudan hesaplamalarla

1 a ) 0) = - . 0
ma(cosu,smu, )—W(—smu,cosu, )

D e€1 =
bulunur. Diger taraftan D,e; bazi cinsinden

D.e, = Ae + BN (4.4)
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seklinde yazilabilir. Bu ifade, sirasiyla, e ve N ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa,

(l_)e e)_((—sinu cosu 0) (—vsinu vcosu a )>_ v
erv Vv2+az’ Vv2+a2’ /) \Vv2+a2 ' Vv2+a?’ Vv2+a? v2+q?

ve
= —sinu cosu —asinu acosu -v a
<Deel' Ny = ((\/v2+a2 "Vv2+a2’ ) ’ (\/vz+a2 "VvZ4+a2’ \/vz+a2)> T p24q2
bulunur. Bulunan bu ifadeler (4.4) de yerine yazilirsa,
— v a
Deey = ——e+ ——N (4.5)

elde edilir. (4.3) ve (4.5), (3.1) de goz Oniine alinirsa ,

rank[e, e;, D.e,] = rank[e, el,vzzaz e+ vzzaz N]=3

olur. n=1 oldugundan, k= -1 bulunur. Dolayistyla, verilen minimal yiizey, agilabilir olmayan
bir monosistem olur.

Parametrik Grafigi:
x(u,v) = (vcosu, vsinu, au)

0zel olarak a = 2 i¢in monosisteminin grafigi;

Sekil 4.1 Yiizeyin Parametri Grafigi
seklindedir.
4.2 Ornek (Yiiksek boyutlu bir 6klid uzayinda agilabilir bir yiizey):

E®>, 5 boyutlu Oklid uzayinda yer vektorii

24



x(s, 14,15, 13) = (lycos s,y sins, as, [, 13)

olan monosistemi (hiperylizeyi) goz Oniine alalim. Burada, sirasiyla, s,[,1,, 5 ¢ gore tlirev
alinirsa,

xg = (=lysins,l; coss,a,0,0),

x;, = (coss,sins, 0,0,0), (4.6)
x;, =(0,0,0,1,0),

x;, = (0,0,0,0,1)

bulunur. Dolayisiyla, teget uzayin ortonormal bazi

e = Xs 1 xll xlz xls

= = X e; = — ey, = —2= €3 = = 4.7
- e T Tl 2Tl % Tl “.7

olarak alinabilir. Birim normal vektort ise

N=eXe Xe, Xe;

E E K E, E
—lysins lycoss a
N _ \/112+a2 \/l12+a2 \/112+a2 0 0
cos s sin s 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
—l;sins  ljcoss a 0 E; E, E3 E,

Jl12+a2 \/112+a2 ,112+a2 —l;sins lycoss a 0

= E;5 cos s sin s 0 ol t J112+a2 J112+a2 J112+a2
0 0 0 1 coss sins 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
El EZ E3
—l;sins  Ilicoss a
B \/1124"12 \/112*‘(12 \/l1z+a2
Ccos s sins 0
=E, —asins +E, acoss | E, -l

112+a2 l12+a2

—asins acoss -4
) )
\/112+a2 \/l12+a2 \/l12+a2

seklinde elde edilir.

112+a2

N =

,0,0 | =

1 .
(—asins,acoss,—1;,0,0)
,112+a2
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Verilen minimal monosistemin (hiperyiizeyin) sekil operatoriiniin hesabi:

G0z Oniine alinan M monosisteminin sekil operatorii:

S(e) = D,N = L ai L _(—a sins,acoss,—1;,0,0)
\/112+a2 s \/l12+a2
=1 Ziaz (—coss, —sins,0,0)
1
- l1z_fa2 €1, (48)
S(e;) =D, N = i (—asins,acoss,—ly,0,0)

1
all 112+a2
1 1

=———(lyasins,—l;acoss,—a?0,0) +
(112+a2)3/2( 1 1 ) \/m

(0,0,—1,0,0)  (4.9)

elde edilir. Diger taraftan, S(e;) bazlari cinsinden,
S(e;) = Ae + Be; + Ce, + Deg (4.10)

seklinde yazilir. Burada, A, B, C ve D katsayilarini bulmak igin S(e;), sirasiyla, e, e, e,, e5 ile
i¢ carpima tabi tutulursa,

S(e)) = ——e (4.11)

112+a2

bulunur. Diger taraftan, benzer sekilde,

= 0

S(ez) = DezN = a_lzN =0, (412)
= 0

5(83) = De3N = 0_l3N =0, (413)

elde edilir. Bulunan (4.8), (4.11), (4.12), (4.13) degerleri yardimiyla sekil operatorii matrisi;

-a
O 112+a2 0 O\
—-a
S=| 7y 0 0 O
0o 0 0 0 /
0 0 0 O
olur. Buradan, verilen yiizeyin ortalama egriligi;
H=-tr(S) = 0,
ve Gauss-Kronicker egriligi;
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K=detS=0
olarak elde edilir.
Asli Egrilik, Asli Dogrultu:

e S gekil operatorii olmak tizere yiizeyin kq asli egriligi ve x; asli dogrultusu Sy, = kyx;
esitligi tarafindan elde edilir.

e Bu monosistemde 4 boyutlu altmanifoldda ¢alisildig1 i¢in 4 tane asli egrilik vardir.
Bunlardan ikisi sifir, diger ikisi de birbirine dik ¢ikar.

Buna gore;

x, = Ae + Be; (4.14)
olmak tizere Sy, = kix;  sekil operatoriinii olugturmak igin

ASe + BSe; = k (Ae + Bey) (4.15)
seklinde yazilabilir. Burada (4.8) ve (4.11) esitlikleri yerine yazilirsa,

—aA e aB
112+a2 1 112+a2

e = kyAe + k,Be, (4.16)

elde edilir. Buradan katsayilarin esitligi g6z oniine alinirsa,

—aA

e m = kB, (417)
. aB
e: —m = k4, (4.18)

denklemleri bulunur. e ve e; vektorleri birim vektorler oldugundan;
A +B?=1 (4.19)

elde edilir. (4.17) ve (4.18) esitliklerinin her iki yani, sirasiyla, A ve —B ile skaler garpilirsa,

—aAB

l12+a2 = lez’ (420)
ll‘iﬁ _ = —k, A? (4.21)

olur. Elde edilen (4.20) ve (4.21) esitlikleri taraf tarafa ¢ikartilir ve k; # 0 oldugu da goz
Ontine alinirsa,

A2 —B2=0 (4.22)

elde edilir. (4.19) ve (4.22) denklemlerinden
A=B=— (4.23)

2

bulunur. A ve B nin (4.23) deki degerleri, (4.18) de yerine yazilirsa
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—-a
2 kq

112+a2 2

olur. Buradan verilen yiizeyin 1. asli egriligi

ky = ——

112+a2
elde edilir. Ayrica, (4.23) degerleri (4.14) de yerine yazilirsa

T, R,

X1 =
seklinde verilen yiizeyin 1. asli dogrultusu bulunur.
Yukaridaki ifadeye benzer sekilde

X, = —Be + Ae;

olmak tizere Sy, = kyx, sekil operatdriinii olusturmak igin

—BSe + ASe; = k,(—Be + Ae;)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

seklinde yazilabilir. Burada k; icin yapilan islemler tekrarlanirsa verilen yiizeyin 2. asli

egrilii,
a
l12 +a?

k2:

(4.27)

bulunur. Ayrica, (4.23) degerleri (4.26) da yerine yazilirsa, verilen yiizeyin 2. asli dogrultusu,

xZ = _£e+£el

elde edilir.

Sonug olarak verilen ylizeyin asli egrilikleri, sirastyla,

k1=__a k2=L k3=0, k4=0

112+a2 ! 112+a2 ’
seklinde ve asli dogrultular1 da, sirasiyla,

X1 =£e+\/_ x2=—£e+\/_el, X3 = €y, X4 = €3

seklinde olur. Buna gore verilen monosistemin (hiperyiizeyin) sekil operatorti;

—a
T 00 0\
a
s=| 0 =% 0 o

0 0 0
0 0 0 O

(@)

bulunur.
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Simdi (4.2) ile verilen monosistemin agilabilir olup olmadigini gosterelim:

Dogrudan hesaplamalarla,

L i(cos s,sins,0,0,0),

e =
112+a2 ds

= 1
D.e, = .
112+a2
1

Eee3 =T
112+a2

elde edilir. D,e; bazlar1 cinsinden

a
£ (OP OP O) 1) 0)1

a
£ (OP OP O) 0) 1)1

D.e, = Ae + BN (4.30)

seklinde yazilabilir. A ve B degerleri, sirastyla, hesaplanirsa

A= (Eeel; e)
ya da
A= ( —sins , COS S ,0’0’0 ’ —llsins’ lycoss ’ a ’0’0 )
112+a2 112+a2 \/112+a2 \/112+a2 J112+a2
A=—2_ (4.31)
112+a2
olur.
B = (EeellN)
ya da
B :( —sins ’ CcoS S ‘0’0’0 ’ —asins’ acoss ' -1 '0,0 )
112+a2 112+a2 \/l1z+a2 \/112+a2 J112+a2
B=—— (4.32)
112+a2
bulunur. (4.31) ve (4.32) degerleri (4.30) da goz oniine alinirsa,
b e+ —2 N (4.33)

Eeel S .
112+a2 l12+a2

seklinde elde edilir. Boylece
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(D.e,,e) =0, (D,e,,N) =0, e # 0 # N oldugunda D.e, = 0,
(D.e3,e) =0,(D,e3,N) =0, e # 0 # N oldugunda D,e; = 0 (4.34)

bulunur. (4.6) degerleri (4.7) de yerine yazilip (4.33) ile birlikte (3.1) de g6z Oniine alinirsa,

- = = l a
rank|e, ey, e;, €3, D,eq,D,e,, D, e3] = rankle, e, e,,e3,——e + N,0,0] =4

\/112+a2 \/112+a2

olur. n=3 igin, 2n —k = 4 esitliginden k =2 bulunur. Bdylece k =2 icin Vverilen
monosistemin (hiperylizey) 2-agilabilir oldugu elde edilir.

4.3 Ornek (E*, 4 boyutlu Oklid uzayinda 1-acilabilir hiperyiizey 6rnegi):
E*, 4 boyutlu Oklid uzayinda verilen hiperyiizeyin yer vektorii,
x(s, 1, 1) =71(s) + X2, Lie; (4.35)

olsun. Burada r(s) ve x;

coss sins
r(s) = (O, 0, 7 ﬁ), (4.36)
x=( b "5 (4.37)
seklinde tanimlansin.
4.37) den, sirasiyla, s, [, [, e gore tiirev alinirsa,
y g
—sins coss
xs_(oior \/E ) \/E )
x;, =(1,0,0,0),
x;, =(0,1,0,0),
bulunur. Diger taraftan, teget uzayinin ortonormal bazi,
e =-—"_=(0,0, —sins, coss), e =2h e, =2 (4.38)
llxsll = 2 ’ SR Y R PN '

olarak aliabilir. Buna gore birim normal vektor asagidaki gibi hesaplanirsa:

N=eXe Xe,Xe;

E, E E; E,
N=[0 0 —sins coss
1 0 0 0
0 1 0 0
0 —sins coss E, E; E,
= E; [0 0 0 |+]1]0 —sins coss
1 0 0 1 0 0
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—sins coss

=Bl 0

|+ E2|—s(;ns coss| E; E,

0 —sins coss

=0+0+ E;coss+ E,sins
N = (0,0, cos s, sins)
olur.
Verilen monosistemin (hiperyiizeyin) sekil operatoriiniin hesabi:
(4.39) g6z 6niine alindiginda verilen M monosisteminin sekil operatori;
D.N = S(e) = %(0,0,COSS,SinS) = (0,0,—sins,coss )
bulunur. S(e) bazlar cinsinden;
S(e) = Ae + Be; + Ce,
seklinde yazilir.
(4.41) den A, B, C katsayilari, sirasiyla,
A =(5(e),e) =((0,0,—sins,coss ),(0,0,—sins,coss)) =1,
B =(S(e),e;) =0,
C=(S(e)e)=0
bulunur. Bulunan bu degerler (4.41) de yerine yazildiginda
S(e)=e
olur. Yine (4.39) yardimiyla, S(e;), S(e;) sirasiyla,

D, N =S(ey) = aizl(o‘ 0,coss,sins) = 0,

D,,N = S(e;) =0

olarak elde edilir. (4.42) ve (4.43) g6z oniine alinirsa sekil operatdriiniin matrisi;

0
S =

S Oo O
S OO O

1
0 0
0 0
0 0

bulunur. Buradan hiperyiizeyin H ortalama ve K Gauss egrilikleri, sirasiyla,
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seklinde olur.
Asli Egrilik, Asli Dogrultu:

Verilen monosistemin asli egrilikleri incelenecek olursa, x; = pe olmasi durumunda,
Sx; = kq,x, tanim1 ve sekil operatdriiniin lineerligi géz dniine alinirsa,

S(ue) = kqpe
uS(e) = kyue

olur. Burada (4.42) gz oniine alinirsa;
pe = kipe

ya da
ki =1

elde edilir. Benzer islemler yapilirsa,
X, =e€, i k, =0
X3 =e, ise k3 =0

seklinde bulunur. Diger taraftan monosistemin acilabilirligi i¢in, D.e,;, D.e, degerleri,
strastyla,

Deey = =(1,0,0,0,0) =0,

— a
D.e, = a(o, 1,0,0,0) =0

elde edilir. Yani
Eeel = Eeez = O (444)

dir. Boylece (3.1) de (4.38) ve (4.44) g6z dniine alinirsa,
rank[e, e,, e,,D,e1,D,e,] = rank[e,e;, e,,0,0] =3

olur. n =2 ig¢in; 2.2-k=3 den k=1 bulunur. Bu ise monosistemin l-agilabilir oldugunu
gosterir.

Asagidaki ornekte ise, 4 boyutlu uzayda, karsit boyutu 2 olan donel ylizeyler
incelendi.

4.4 Ornek (E* 6klid uzaymnda karsit boyutu 2 olan donel yiizey):
E*, 4-boyutlu 6klid uzayinda
x(s,t) = (x(s),y(s),z(s) cost,z(s) sint) (4.45)
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bir yiizey olsun, (M? c E*). Buradan s ve t ye gore tiirev almirsa;
xs = (x'(s),y'(s),z'(s)cost, z' (s)sint),
x: = (0,0,—z(s) sint,z(s) cost)
olur. Teget uzayin ortonormal bazi;
e =x; = (x'(s),y' (s),z' (s)cost, z' (s)sint), (4.46)

e; = ﬁxt = (0,0, —sint,cost) (4.47)
t

seklinde alinabilir. Verilen hiperyiizeyin birim normal vektorleri,

N, = L (x"(s),y"(s),z"(s)cost,z'"(s) sint) (4.48)
(& @)+ )+ )’
ya da
N, = %(x”(s),y”(s),z”(s) cost,z''(s)sint)
olur.

(Ql; 05, 03) — (X’(S),y’(S), ZI(S)) x (x K(S) 'y K(S) ,Z K(S))

E, E, E;
=[x ¥ 20

x"(s) y"(s) z'(s)
_ (y’(S)Z”(S)—y”(S)Z’(S) z'($)x"' (s)-x"(s)z"' (s) x’(S)y”(S)—x”(S)y’(S))

K ! K ! K
olarak tanimlanirsa, bu durumda
N, = (01,02, 03 cos t, 3sint) (4.49)

seklinde alinabilir. Diger taraftan

EeNl = £N1 ' 5e1N1 = ;aNl )
= a = 10
D.N, = aNz ) De1N2 = ;aNz

degerleri hesaplanarak, verilen yiizeyin sekil operatorii bulunabilir. Buna gore (4.48) goz
ontine alinirsa,

6]

EeN1 = £N1 '
D,N; = %% (x"(s),y"(s),z"(s)cost,z"(s) sint)
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a .
=, (1, ny,nz cost, ngsint)
=(n,',n,’,n3' cost,n;’ sint)
=(—Kt; + 101, —Kt, + 10, (—Kt3 + 103) cost, (—Kt; + 103) sint)

=—K(t3,t,, tzcost,tysint) + t(0q,04,03COSt,035sint)

DN, =—K(x',y',z' cost,z'sint) + (04,05, 03 COSt,03sint) (4.50)
ve
10
De, Ny = Zac 1
101 " " " " :
=-% (x"(s),y"(s),z"(s)cost,z'"(s) sint)
D N, = i% (0,0,-z"(s) sint,z"(s) cost) (4.51)

elde edilir. Benzer sekilde (4.49) denkleminden gerekli hesaplamalar yapilirsa,

= 0 ,
DeNp = 5- (01,02, 03 cost, gssint)

=(0,',0,',03' cost, 3’ sint)

DN, = %(x”(s), y"(s),z"(s)cost,z""(s) sint), (4.52)
ve

= 10

DelNZ = EENZ

10 .
= ;a (Qlﬂ Q2,03 COS t, Q3Slnt) )

D, N, 22% (0,0, -03sint, g3 cos t) (4.53)
bulunur. Dolaysiyla, D, N; ve D, N; agilimlart,

D,N; = Ae,

D,,N; = Bey + CN, (4.54)

seklinde ifade edilirse, Sy, sekil operatori;

sv=(5 p) (4.55)
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elde edilir. Benzer sekilde D, N,, D, N, agilimlari,

EENZ = Ae y

S

e NZ = Eel + C~N1 (456)

1

seklinde yazilirsa, Sy, sekil operatori;

Sy, = (‘g g) (4.57)

elde edilir. Buna gore, (4.50) ve (4.51), (4.54) g6z 6niine alinir ve bulunan deger (4.55) yerine
yazilirsa, Sy o

—-K 0
SNl = 0 i%zn(s)

olur. Ayrica (4.52) ve (4.53), (4.56) g6z 6niine alinir ve bulunan deger (4.57) yerine yazilirsa,
Sn,;

elde edilir.

Ortalama egrilik vektori ise,

(A+B)

H=By 4
2 2

N,

olur. Diger taraftan monosistemin agilabilirligi icin D.e; incelenirse,
D,e, = %(0, 0,—sint,cost) = 0

sonucu elde edilir. Bu deger (3.1) de goz 6niine alinirsa
rank [e,e,,D,e;] = rank [e,e;,0] = 2n — k

esitliginden 2.1-k=2 olup k=0 bulunur. Bu da monosistemin total agilabilir oldugunu gosterir.
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