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Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Giris boliimiinde, matematigin diger disiplinlerle
olan iligkisi ele alinmistir. Birinci boliimde model ve modelleme kavramlari ile biyolojiye
katk1 saglamis bazi matematiksel calismalar iizerinde durulmustur. Ikinci boliimde,
giinimiizde uygulanan bazi biyolojik modeller incelenmistir. Reaksiyon-difiizyon modeli ve
hastalik modellerini analiz ederken karmasik olan yapiy1 anlamak i¢in kullanilan modellerden
beyin tiimorii modeli ve bobrek tast modeli ele alinmistir. Son kisimda da sonug ve 6neriler

verilmigtir.
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This thesis consists of four parts. In the introduction, the relation of mathematics to
other disciplines is discussed. In the first chapter, some mathematical studies that have
contributed to biology by model and modeling concepts have been emphasized. In the second
chapter, some biological models applied today are examined. In analyzing the reaction-
diffusion model and disease models, the brain tumor model and the kidney stone model are
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1. GIRIS

Sorunlara kesin ve anlamli ¢dziimler bulmak yillarca insanoglunun ortak c¢abasi
olmustur. Bu sorunlar hayatin her alaninda ve tiim disiplinlerde karsimiza ¢ikmaktadir. Bu
nedenle tiim bilimlerde ger¢ek hayat durumlarini temsil eden modellere ihtiyag duyulmustur
ve karsilagilan problemler nicel bir yaklagimla ele alinmaya baglanmistir. Nicel yaklagim,
sistemdeki olaylarin analitik olarak matematiksel ifadelerle tanimlanmasi anlamina

gelmektedir.

Kullanilan kavramlar ve terimler soyut olsa da aslinda matematik, 6zellikle modelleme
ile gergek diinya olaylarina, problemlere ¢6ziim iireterek fizik, kimya, biyoloji, miithendislik,
tip ve diger bilimlerin anlagilmasini ve gelismesini saglamaktadir. Ornegin modelleme ile
giinimiizde bilim ve miihendislik tasarimi uygulamalarinin gelecekteki durumlari 6nceden
tahmin edilebilmekte, tipta uygun tedavi se¢imi yapilabilmekte ve mevcut tedavilerin
basarisizlik nedenleri anlasilabilmektedir. Modelleme yapilarak mekanik sorunlar, yapi
tasarimi, trafik sorunlari, ekolojik olaylar, giivenlik ve ulagim gibi problemlere de ¢6ziim
bulunmaktadir (Murray 2003). Yani bir problemin teorik olarak incelenmesi, model ve
modelleme etrafinda toplanir. Modellemede diferansiyel denklemler karmasik sistemlerin agik

bir sekilde yorumlanmasina firsat sundugu i¢in olduk¢a 6nemli bir yere sahiptirler.

Diferansiyel denklemlere dayali modellere 6rnek olarak fizikte soguma (1sinma) igin
Newton modeli ornek verilebilir. Soguma (1sinma) islemi hayatimizin ¢ogu alaninda
kullanilmaktadir. Newton’un soguma yasast su sekilde ifade edilmektedir: T (t) sicakliginin ¢
zamanina gore degisiminin orani, T Ve CiSmi ¢evreleyen ortamin T, sicakligi arasindaki farkla
orantilidir. Yani k pozitif bir sabit olmak tizere,
dT

E=_k(T_Ta)

ile ifade edilmektedir. Buradan hareketle T > T, olmasi durumunda dT /dt < 0 olur yani
sicaklik azalir ve cisim sogur. T < T, oldugunda ise dT /dt > 0 olur ve boylece T artar
(Edwards ve Penney 2008). Yine ayni sekilde kimyadan bir ornek verecek olursak
radyoaktiviteyi ele alabiliriz. Radyoaktif bozunmanin matematiksel ifadesi, bozunma ile

orantili olarak ifade edilmektedir ve diferansiyel denklemi



dUu
— = —kU, k = sabit >0

dt

seklindedir. Burada U, maddenin keyfi t anindaki radyoaktiflik oranini gostermektedir.
Baslangigta U, tane radyoaktif ¢ekirdegi bulunan bir element ¢ siire bozunduktan sonra kalan

bozunmamis ¢ekirdek miktari

Ut) = Uje™®

bagintisi ile bulunmaktadir (Ibragimov 2009). Goriildiigii gibi modelleme yontemiyle birgok
disipline ait problem sadeleserek ¢oziilebilir hale gelmektedir. Bu ¢alismada dncelikle model
ve modelleme tanimlari verilerek temel modelleme siireclerinden bahsedilecek ve sonrasinda

modelleme 6rneklerinden biyolojik modeller ele alinacaktir.



2. MODEL ve MODELLEME

Modeller, karmasik sistemleri agiklama, tanimlama ve tahmin etme siirecinde ele
alinan islemler, iliskiler ve kurallar sistemidir (Lesh ve Doerr 2003). Matematiksel dil
kullanarak gercek hayat durumunu temsil etmektedirler. Modelleme ise modeli olusturma
stirecidir (Bender 1978). Yani model, siire¢ sonunda olusmus bir iriinii ifade etmektedir. En
genel anlamiyla modelleme, gergek hayattan bir objenin veya bir durumun prototipini

olusturma olarak tanimlanabilir (Erbas ve ark. 2014).

Gergek hayat durumlanyla ilgilenmek yerine modellerin tercih edilmesinin birgok
sebebi vardir. Modeller alternatif bir deneme-yanilma yaklagimindan ¢ok daha diisiik bir
maliyetle istenmeyen veya imkansiz deneylerin 6niine gecerek bir sistemin davranisiyla ilgili
onemli bilgiler saglamaktadir (Edwards ve Hamson 2001). Uzun zaman alan deneyler goz
oniine alindiginda zamandan da tasarruf s6z konusudur. Bilimsel anlayis gelistirilerek bir
sistem nicel olarak ifade edilmekte ve bu sayede sistem bilinenleri gostermekle birlikte,
modelin tahminlerinin gergek hayattaki sistem davranisindan sapma gostermesi durumunda

bilinmeyenleri de gosterebilir.
Modelleme siireci li¢ asamaya ayrilabilir:
1. Problemi tanimlama

2. Modelin olusturulmasi

3. Modelin dogrulanmasi

Problemi tamimlama, modellemenin ilk asamasidir. Bu asamada, problem
tanimlanarak sadelestirilir ve baslangi¢c noktalar1 arasindaki iliskiler karakterize edilir. Her
seyden once hangi girdi bilgilerinin alakali olduguna karar vermek gerekir. Ciinkii ¢iktilar,
girdilerin bir fonksiyonudur. Burada parametrelerin se¢imi 6nemlidir. Bunun igin problemi
etkileyen etkenler liste halinde yazilir. Her etken belirlenir ve onun hakkinda varsayim
olusturulur. Varsayima gore bu etkenlerin thmal edilebilir ya da 6nemli olduguna karar verilir.

Model, basinda agik¢a belirtilen belirli bir amaca sahip olmalidir.

Bir sonraki asama, modelin olusturulmasi, yani kazanilan bilginin birinci agsamadan
matematiksel dile doniistiiriilmesidir. Denklemler ve esitsizlikler, fonksiyonlar, grafikler,
geometrik sekiller vb. formlarda ¢esitli matematiksel ifadeler sonug olarak elde edilmektedir.
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Son agama, yerlesik modeli dogrulama agsamasidir. Bu asamada modelin uygunlugu
test edilir, diger bir deyisle modelin verilen duruma uygun olup olmadig1 dogrulanir. Model,
gercek durumla geliskili olmamalidir. Modeldeki her sey matematiksel kurallar ¢ergevesinde
tutulmal1 ve orijinal durumu yeterince tanimlamalidir. Model agiklamalarinin ¢6ziimiinde elde
edilen sonuglarin orijinal problemin sunuldugu bilimsel alanda yorumlanmasi da 6nemlidir
(Sekerak 2010). Genellikle bir modelin basarisi, modelin ne kadar kolay kullanilabilir
olduguna ve tahminlerinin ne kadar dogru olduguna baghidir. Probleme ait tek bir model

yoktur. Ayni problemi ¢6zmek i¢in farkli modeller gelistirilebilir (Edwards ve Hamson 2001).

Matematik, diger disiplinlerde ¢esitli yontem ve uygulamalariyla, problemlere anlamli
cevaplar sundugu igin bir ihtiyag olarak caligmalarin ayrilmaz pargast olmustur. Bu da
matematik ve diger disiplinler arasindaki kopriiniin giderek belirginlesmesini saglamistir
(Murray 2003). Ornegin, matematigin biyoloji iizerindeki etkisinin giderek artmasiyla biyoloji
daha nicel bir hale gelmis ve biyolojinin konularini matematiksel yontemlerle inceleyen
“Matematiksel Biyoloji” ortaya ¢ikmustir. Biyolojinin arastirma konulari birbirleri ile 6rtiisen
alanlara da sahip olan iic ana bashk seklinde gruplandirilabilir: Bir tiiriin ¢oklu Olcekte
organizasyonu (atomdan molekiile, hiicreye, organizmaya, popiilasyona ve son olarak
ekosisteme), diinyadaki tim canli gesitliligi ve tlrlerin evrimlesme siireci. Biyolojide
matematiksel yontemlere ihtiya¢c duyulmasinin nedenleri arasinda biyolojik sistemlerin
birbirleri ve cevreleri ile karmasik sekilde ve birden g¢ok Olgekte etkilesen cok sayida
elemandan olusmast vardir. Matematiksel biyoloji, elemanlar arasindaki -etkilesimleri
modeller yardimi ile nicel bir sekilde tanimlamaya calisir. Biyolojide modellerin konusu

birbirlerinden farkli ama ¢esitli derecelerde etkilesmekte olan tiim biyolojik sistemlerdir.

Gilinlimiizde biyoloji ve tip arastirmalar gittikce matematik ve hesaplamaya dayali
hale gelmistir. Bu durum, ilgili aragtirmalar1 6nemli sonuglara ulastirmis, matematigin her
tiirlii veriyl yorumlamaya yardimci olabilecegi fark edilmistir. Biyolojik bilimlerin karmasik
olmasi sebebiyle sistemleri basitlestirmek igin biyolojik modeller ele alinmistir ve bu
modeller ¢ok eskiye dayanmaktadir.

Jungck (1997) tarafindan da ele alinan baz1 modeller asagidaki sekilde agiklanmustir:



2.1. Dogal Seleksiyonun Temel Teoremi

Fisher (1930) bu teoremi, ‘“Herhangi bir zamanda herhangi bir canlinin evrimsel
basarisindaki artma orani o andaki evrimsel basaridaki genetik varyansa esittir” olarak ifade
etmistir. Price (1972), bu teoremi asagidaki sekilde agiklamustir:

M, baz1 popiilasyondaki ortalama uygunluk ve dM de t'den t + dt'ye M'deki degisim
olmak tizere dM degisikligini, biri dogal seleksiyonun etkisi olan (NS) ve digeri ¢evresel

degisimden (EC) kaynaklanan iki bilesenden olustugunu diisiinebiliriz.

Burada dnsM  dogal seleksiyon nedeniyle M'deki degisimi, dgcM ¢evresel degisim
etkilerinden dolayr M'deki degisimi temsil eder. Fisher''n 'Dogal Seleksiyonun Temel

Teoremi';
dysMlot=W (2.2)

olur. Burada W, uygunlugun genetik varyansidir. Teoremi daha agik halde yazmak i¢in

zamant belirten alt simgeler eklendiginde denklem;
OnsM l0t=W, (2.3)

halini almaktadir. Burada alt indis ¢, teoremin temel deyiminde tekrarlanan ¢t zamanindaki

durumu ifade etmektedir.

dnsM;'nin nasil tanimlanacagi sorusu,

M=c+ Zl,k Brm,ike Qui (2.4)

seklinde cevaplanmaktadir (Price 1972).

Burada [ bir gen lokusunu, k belirtilen lokusta belirli bir alleli, Q;, popiilasyon frekansini,
Bk popiilasyon iyelerinin kismi dogrusal regresyonunu ve ¢ de sabiti belirtmektedir.
Denklem (2.4)'4 basitlestirmek igin, f,,;, regresyon katsayilari, sabit c'yi iceren yeni

regresyon katsayilari by, i, ile degistirildiginde

M= Zl’k(ﬁm,lk +Ac)Que = Zl,k Do,k Que (2.5)



olur. Burada 4, toplam gen lokusunun karsiligidir. Daha da basitlestirmek igin, m, [, k indisleri
atlanarak, denklem (2.4) basitge,

M=3.bQ

seklinde yazilir. Zaman belirtmek icin alt simgeler eklediginde ve T = t + dt alindiginda
agik olarak,

Mt=2tht, MTZZbTQT

dM; = My — M, :ZbTQT_ thQt (2-6)

yazilmig olur. dysM ve dgcM 'yi denklem (2.1) 'de agiklamaya haziriz. Fisher su anki kismi
diferansiyel notasyonu ve b, Q ve T sembollerini kullanmasa da, t ile ilgili bakis agis1, dM'nin

dogal seleksiyon ve ¢evresel degisiklik bilesenleri su sekilde ifade edilebilir:

OnsMe= X b Qr — X bt Q; (2.7)

OpcM= X by Qr — X b Qr (2.8)

Denklem (2.7) ve (2.8), denklem (2.6) 'y1 vermek iizere bir araya getirilmistir. Denklem (2.7),
gen frekanslarindaki degisikliklerin etkileri nedeniyle M'deki degisimi ifade etmektedir.
Denklem (2.7) ve (2.8), denklem (2.6) 'y1 vermek i¢in eklendiginden, bu nedenle denklem
(2.8), Fisher'in diislindiigii ortalama uyum agisindan ¢evresel degisiklik olusturan diger tiim
etkileri ifade eder. Tabii ki ¢evredeki degisiklikler (genetik ortam da dahil), b veya
B regresyon katsayilarinda degisikliklere neden olur. Dolayisiyla denklem (2.8) Fisher’in
bakis acisina gore dogal seleksiyon olmadan ¢evre degisiminin etkisini ifade eder ve denklem
(2.8) sabit gen frekanslari igin tanimlanmustir. Fisher, gen frekanslarindaki degisikliklerin
dogal seleksiyon nedeniyle oldugu diisiincesindedir. Dolayisiyla, denklem (2.7) ve (2.8) 'in
sirastyla dogal seleksiyon ve ¢evresel degisimin ortalama popiilasyon uygunluguna etkilerini

tanimladig1 diisiiniilebilir.

(X be Qr — X by Q)Idt=W,; (2.9)

Bu sonu¢ denklem (2.7) ile birlestirerek ‘temel teorem' elde edilmistir (Price 1972).

Genetikgiler, ¢cogu durumda, dM,/dt = W, iliskisinin 6zel kosullar altinda oldugunu



gostermislerdir. Bu kosullar, tim c¢evresel degisiklikleri ortadan kaldiran kosullardir ve

b; = by olur. Sonug olarak (2.6) ve (2.7) esdeger hale gelmektedir.

2.2. Lotka-Volterra Denklemleri

Av-Avct modeli olarak da bilinen bu denklem sistemi, Lotka (1925) ve Volterra
(1926)  tarafindan yapilan ¢alismalar sonucunda ortaya c¢ikmistir ve bu c¢alismalar
matematiksel biyolojiye Onemli katkilar saglamistir. Bu modeli, iki popiilasyon tiirii
arasindaki iliskiyi anlayabilmek i¢in ger¢ek yasamin basit bir uyarlamasi olarak diisiinebiliriz.
Lotka-Volterra denklem sistemi ile “avcr” durumunda olan canli tiirii ve bu canlinin besin
kaynagi olan “av” arasindaki popiilasyon dinamikleri agiklanmaktadir (Murray 2003).

U ile av, V ile de avci gosterildiginde av-aver modeli

‘;—‘t’ = a,U — a,VU (2.10)
= a0V —a,V (2.11)

seklindedir. Burada a,, a,, az a, hiz sabitleridir.

(2.10) ve (2.11) deki terimleri tanimlarsak a,U terimi, av niifusunun a; orani ile
bliyliyecegini gdsterir yani iireme hizt mevcut niifus biiyiikliigiiyle orantili olacaktir. —a,VU
terimi, a, oranina sahip av hayvanlarinin avlanmasiyla azalmasina karsilik gelir. a;UV terimi,
avcilarin-yirticilarin yiyecekleri varsa, iireyeceklerini gosterir. Son olarak —a,V terimi de

avcilari-yirticilarin yiyecekleri yoksa niifuslarinin azalacagini gosterir.

2.3. Hodgkin-Huxley Denklemleri

Hodgkin ve Huxley, sinir iletimi modellemesiyle ilgili olarak miirekkep baliklarinin
sinir hiicrelerinin uyarilmasi sonucu nasil elektriksel tepki Ttrettiklerini kesfetmek igin
deneyler yapmislar ve bu deneylerin sonucunda sinirin uyarilmast ve impuls iletimi
durumlarinda zardaki elektriksel ve kimyasal degisimleri matematiksel olarak tanimlayan
Hodgkin-Huxley modelini ortaya koymuslardir (Hodgkin ve Huxley 1952). Bu model
canlilardaki diger uyarilabilir dokulardaki iyonik akimlarin da tanimlanmasinda temel teskil

etmesi agisindan 6nem tagimaktadir.



Biyofizik arastirmalarda kullanilan daha kiigiik aksonlarda teknik olarak uygulanabilir
olmayan manipiilasyonlara izin verdigi i¢in miirekkep baliginin dev aksonu caligmalar i¢in
tercih edilmistir. Iyi tasarlanmis bir dizi deneyde Hodgkin ve Huxley, miirekkep balig1 dev
aksonundaki makroskopik iyonik akimlarin akson zarda Na® (sodyum) ve K* (potasyum)
iletkenliklerinde nasil anlasildigini sistematik bir bicimde gdstermistir. Na® ve K
iletkenliklerinin voltaj bagimli ve zaman bagimli 6zelliklerinin ayrintili bir matematiksel
modelini gelistirmislerdir. Bu c¢alisma, aksiyon potansiyelinin temelini tanimlayan bir
diferansiyel denklemler sisteminin gelistirilmesine yol ag¢mistir. Bu sistemle aksiyon
potansiyelinin tiim Onemli biyofiziksel oOzelliklerini dogru bir sekilde iretebildiklerini
gostermislerdir. Hodgkin-Huxley néron modelinde sinir membranin bir segmentine ait

elektriksel 6zellikler Sekil 2.1°de verilen esdeger devre ile modellenmistir.

Vi ? Hiicre igi
v ¥ v
INa IK II.
GNa GK GL
T em L 1 1
ENa EI( EL
Hucre Disi

Sekil 2.1. Hodgkin-Huxley tarafindan miirekkep baligi aksonu igin oOnerilen esdeger elektriksel devre
(Bower ve Beeman 1998, Izhikevic 2007)

Sekil 2.1.’de Gyq4, Gk, G sirastyla sodyum, potasyum ve sizinti iyonik akimlarinin
gectigi iyon kanallarinin iletkenliklerini; Ey,, Ex Ve E; sirastyla sodyum, potasyum ve sizinti
denge potansiyellerini; Iyq, Ix ve I, ise sirasiyla sodyum, potasyum ve sizintt akimini
gostermektedir. Bu elektriksel devrede Kirchhoff akim yasasi uygulandiginda toplam akim,
iyonik akimin ve kapasitif akimin toplami olarak Hodgkin ve Huxley tarafindan asagidaki

sekilde tanmimlanmustir:
I=1I¢c+ liyon (2.12)

liyon » toplam iyonik akimi yani sodyum, potasyum ve sizinti akiminin toplamim, I, ise

membran kapasitanst iizerindeki toplam akimi gostermektedir ve hiicre zari1 kapasitansi

C,n, olmak iizere,



dVim

le=Ctm=g

(2.13)

seklinde tanimlanmaktadir. O halde Sekil 2.1’deki elektriksel devrenin ¢ozimi bir
diferansiyel denklem olarak Skaugen ve Walloe (1979) tarafindan

Ie = Co 2+ Ing+ I+ Iy (2.14)

seklinde ifade edilmektedir. Iyonik akim esitligini biraz daha genisletecek olursak iyonik

akimlar,
Ing = Gna(Vin — Ena) (2.153)
I = GL(Vim — EL) (2.15¢)

olur ve esitlik (2.14) biraz daha agilarak
Iiyon = Gna(Vm — Eng) + Gx (Vi — Eg) + G (Vi — EL) (2.16)

halini alir. Burada Gy,, Gk Ve G; sirasiyla sodyum, potasyum ve sizinti iyonik akimlarinin
gectigi iyon kanallarinin iletkenlik degerleridir (Gerstner ve Kistler 2002). Gy, Ve
Gy degerleri degiskenlik gosterirken G, sabittir. Gy, Ve Gk asagidaki gibi tanimlanmaktadir
(Hodgkin ve Huxley 1952):

Grg = GMaksm3p (2.17a)
Gy = Gaksp* (2.17b)
GRaksye GMakS jyon kanallarimin tiimiiniin agik olmasi durumunda makroskopik iletkenlik

degerlerini gostermektedir ve maksimum iletkenligi belirleyen normallestirme sabitleridir. m
ve h, sodyum iyon kapilariin, n de potasyum iyon kapilarinin agik olma olasiligini gésterir.
(2.17a) ve (2.17b) denklemlerinde sodyum igin ili¢ Ozdes hizli aktivasyon ve bir yavas
inaktivasyon kapisi, potasyum ic¢in ise Ozdes dort aktivasyon kapisi tanimlanmistir. Bu

durumda potasyum ve sodyum iyonik akimlari tekrar ifade edilirse

Ing = GI(InszsmBh (Vn — Ena) (2.183)
Iy = GP*sSn* (V,, — Ex) (2.18b)



olur. Membran geriliminin degisimini gérmek i¢in elde edilen iyonik akimlar denklem

(2.12)’de yerine yazilirsa

Cpp &8 =] — GRam3h (Vi — Eng) — G n* (Vy — Ex) — G, (Vi — Ey) (2.19)

mo gt

halini alir. m, n ve h parametreleri olasilik degerleri olmasi sebebiyle 0 — 1 araliginda deger

almakta ve zamana bagli dinamikleri diferansiyel denklemlerle su sekilde tanimlanmaktadir:

S = (Vo)A —m) = B (V)m (2.20a)
= ()1 = h) = Br(Vn)h (2.20b)
= = () (1 = 1) = Bu(Vo)n (2.20c)

Buradaki a,(V,,) ve Bx(Vin), x = (m, h,n) igin degerleri sirasiyla bir kanalin agikken kapali
konuma, kapaliyken de agik konuma gegisini kontrol eden ve gerilime bagli olarak degisen
hiz fonksiyonlaridir. Sonug olarak; (2.19) ve (2.20a), (2.20b), (2.20c) denklemleri ile verilen

diferansiyel denklemlerden olusan sistem Hodgkin-Huxley modelini olusturmaktadir.

2.4. Ada Biyocografyasi Teoremi

Adalar, bulundurduklar1 bitki ve hayvan tiirleri bakimindan biyologlarin ilgisini ¢eken
belirli sinirlar1 olan cografi alanlardir. Adalardaki fauna ve flora elemanlarinin hangi yolla bu
adalara ulastig, statik dengeli bir teoriden bahsedilip bahsedilemeyecegi yillarca biyologlarin
temel sorular1 olmustur. MacArthur ve Wilson (1967), adalardaki degisim siirecinin
varligindan bahsetmisler ve biyocografi temelli bir dengenin oldugunu belirtmislerdir.
Adalardaki tiir ¢esitliligi alan ile dogru orantilidir. Yapilan arastirmalar alan biiyiidiikge tiir
sayisinin da arttifi yoniinde bir sonuca ulastirmistir. Bu artis geometrik bir artistir. Bu
durumda, S, tiir gesitliligini; A, alani; z de oransal degisimi gostermek lizere tiir ve alan

iliskisi
S = CA? (2.21)

seklinde tanimlanmistir (MacArthur ve Wilson 1967).
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2.5. Enzim Kinetigi i¢cin Michaelis-Menten Denklemi

Enzimler, yasam siirecleri i¢in hayati dneme sahip biyolojik katalizorlerdir. Bu denli
hayati Ooneme sahip olan enzimlerin g¢alisma sistemi yillarca belirlenmeye c¢alisilmistir.

Michaelis ve Menten (1913) asagidaki reaksiyon dizisini onermistir:

E+S€¢22ES2E+ P

Bu sistemde E enzimi, S substrat1 ve P olusan iriinii simgeler. Yukaridaki reaksiyon
dizisinde ilk reaksiyonun hizli ve tersinir oldugu varsayilir (denge sabiti K), ikinci reaksiyon
ise birinci dereceden bir tepkimedir ve hiz sabiti k.4, dir. Sistemde enzim miktarinin sabit
olmasi ikinci varsayimdir. Hiz denklemleri asagidaki sekilde ¢oziiliir:

Reaksiyon dizisinden,

Ks = [E][S]/ [ES] (2.22)
ve
L=v = kealES] (2.23)

elde edilir. [E,] toplam enzim miktari, [E] de serbest enzim olmak {izere,

[E] = [Eo] — [ES] (2.24)
iligkisi yazilabilir. Boylece,

[ES] = [Eol[S]/ (Ks + [SD (2.25)
olur ve {irtiniin olusum hiz1 (v) asagidaki denklemle elde edilir:

v = keat[Eol[S]/ (Ks + [S]) (2.26)

Klasik Michaelis-Menten mekanizmasi, biiyiikk enzim molekiilleri topluluklart i¢in katalitik
etkinliklerin olduk¢a tatmin edici bir tanimini saglamistir. Enzim kinetigi, enzim

aktivitelerinin karakterizasyonu i¢in 6nemli bir rol oynamistir (Fersht 1999).
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2.6. Luria-Delbriick Dalgalanma Testi

Luria ve Delbruck (1943) tarafindan tanimlanan dalgalanma analizi, mutasyon
oranlarin1 hesaplama alaninda standart metot haline gelmistir. Klasik Luria ve Delbruck
dalgalanma analizinde, kiiltiirde tek bir bakteri veya hiicre yetistirilmekte ve tekrarlanan
boliinme ile ¢ok sayida soy elde edilmektedir. Diger diisiince mutasyon oranini tahmin etmek
i¢cin koloni sayilariin kullanilmasidir (Luria ve Delbriick 1943). Luria ve Delbruck tarafindan
Onerilen yontemler Lea ve Coulson (1949) tarafindan genisletilmis ve bu yontemler su anda

mutasyon oranlarini tahmin etmek icin temel olusturmustur.

Poisson siireci i¢in Luria-Delbriick dalgalanma testi denklemi,
p =e M (2.27)

olup burada p mutasyona ugramamis kiiltiirlerin orani, u mutasyon orani ve n popiilasyon
boyutudur.

2.7. Genetik Haritalama (Haldane Fonksiyonu)

Gen haritalamasi, genlerin kromozomlar iizerinde bulundugu yerlerin (lokus)
gosterilmesidir. Bu haritalama sonucunda genomun anatomisi ortaya ¢ikar ve bu da genetik
hastaliklarin tedavisi agisindan ¢ok Onemlidir. Genetik haritalamaya, genlerin kromozomlar
tizerindeki yerlerinin bulunmasi agamasinda uygulanan biyolojik ve istatistiksel analizler
sebebiyle genomun matematiksel analizi de denilebilir. Kromozomlar1 dogrusal haritalar
olarak sunan ilk kisi Thomas Hunt Morgan’dir. Haldane (1919), iki lokus arasinda "gegis-
crossing over'in goézlemlenen yiizdesini (rekombinasyon orani) kromozom ftizerindeki iki

lokus arasindaki fiziksel mesafeyle iligkilendiren ilk denklemi yaymlamistir:
1 _2y
Cap = > (1—e™) (2.28)

Bu denklemde C,5, A ve B lokuslar1 arasindaki rekombinasyon oranini ve y, A ve

B lokuslar1 arasindaki harita mesafesini ifade etmektedir.
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3. BIYOLOJIK MODELLER

Matematiksel modelleme, biyolojik problemleri analiz etmek i¢in giiglii bir aractir ve
biyolojik siirecin daha iyi anlasilmasini saglayacak hipotezlerin gelistirilip test edilmesini

saglar. Gergekei ve kullanigl bir modelin temelleri sunlardir (Murray 2002):
(1) biyolojik sorunun anlagilmasi;

(i1) dnemli biyolojik olaylarin gercekg¢i bir matematiksel gosterimi;

(iii) yararli ¢6ztimler bulmak, tercihen niceliksel olmak;

(iv) matematiksel sonuglarin biyolojik bir yorumlanmasi.

Son zamanlarda sistemleri matematiksel dille agiklayan modeller temel sorularin
otesine gegerek pratik yararlar saglamistir. Ornegin kanser arastirmalarinda yaygin olarak
kullanilan tiimdrlerin biiylime ve metastaz modellemesi matematigin soyut diinyadan ¢ikarak
insan sagligina yapmis oldugu etkiyi gosteren en giizel 6rneklerden biridir. Bu modeller hem
uygun tedavi se¢iminde, hem de mevcut tedavilerin basarisiz olmasi durumunda nedenleri
anlamak i¢in kullanilmaktadir. Matematiksel teknikler uygulanarak kanser arastirmalarinin ii¢
ana alaninda 6nemli ilerleme kaydedilmistir. Birincisi, tiimor kaynakli anjiyogenezin (timor
biiylidiikce yeni kan damarlarinin olusma siireci) modellenmesindeki bir dizi gelismedir.
Ikinci alan, metastaz siirecini yani viicudun herhangi bir yerindeki dokularm habis tiimor
hiicrelerinin yayilmasini ilgilendirir. Kanser arastirmalarinda matematiksel biyolojinin ti¢iincii
onemli uygulamasi ise dogrudan terapilerle ilgilidir: radyoterapi rejimlerinin modellenmesi ve
kanserlerin neden tekrarladigin1 anlamak i¢in kullanilmaktadir (Hunter 2010).

Gilintimiizdeki biyolojik modellerin bazilar1 agsagidaki ele alinmistir:

3.1. Popiilasyon Denge Modeli

Popiilasyon denge modeli pargaciklardan olusan bir sistemde pargaciklarinin
degisimini ve yeni parcaciklarin iiretilmesini inceler. Bu modelin kullanimi giin gectikge
ilerleme kaydetmekte ve kristal morfolojisi, hiicre biiyiime ve farklilagmasi gibi ¢ok degisik
alanlarda karsimiza ¢ikmaktadir. Bunlarin yani sira miihendislikte, kristallesme ve ¢okelme,
¢Ozilinme, polimerizasyon, multifaz akis ve reaksiyon, fermantasyon, karisim, kuruma, hiicre
biiylimesi, boliinmesi, farklilagmasi ve 6limi gibi alanlarda kullanilmaktadir (Ramkrishna

1979, 1985, Ramkrishna ve Mahoney 2002, Ramkrishna 2014).
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Popiilasyon denge modeli ilk olarak Hulburt ve Katz (1964), Randolph (1964),
Fredickson ve ark. (1967) tarafindan ele alinmis, Jakobsen (2008) tarafindan detayli olarak
tartisilmis ve Ramkrishna (2000) tarafindan da uzun siiredir incelenmektedir. Popiilasyon
denge modelinin genel formiilasyonu, ¢ok genis alanda uygulamasini saglamistir. Genel

olarak popiilasyon denge denklemi
Z—’; + V(Vu) = B(t,x) + D(¢t,x) (3.1)

olup, burada u ¢ok boyutlu yogunluk dagilim fonksiyonunu tanimlamaktadir. Kisaca, uzayda
kiigiik hacim icin, yogunluk degisim orani, parcacik akisindaki sapma ve ayni zamanda
kaynak (dogum-Birth-B) ve kayip (6liim-Death-D) ile eslestirilmektedir. Aki, hiz (V) ve
yogunlugun lokal ¢arpimi olup V = dx/dt dir.

‘o2

Kristallesme Graniilasyon Biyolojik hiicre dinamikleri Polimerizasyon
Sekil 3.1. Popiilasyon Denge Modeli Uygulamalari

Popiilasyon denge modeli, pargaciklarin stirekli olarak nasil degistigini ve yeni
parcaciklar1 nasil Urettiklerini agiklamaktadirlar. Bireysel pargaciklarin stirekli degisimi adi
diferansiyel denklemlerle ifade edilebildigi (Ramkrishna 2000) gibi deterministik veya
stokastik diferansiyel denklemlerle de ifade edilebilmektedir. Bu degisimlerin ifade edildigi
siirecler: agregasyon (aggregation), parcalanma (breakage), cekirdeklenme (nucleation) ve

biiylime (growth) dir.

a )
au(x, t) + . (G(x,Dulx, ) = Apuc + Aagg + Aprear
(3.2)

olup burada G (x, t) biiytime fonksiyonudur ve
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Anyuc = Bo(t)6(x0)

X
[ee)

1
Aggg = Ef ulx —x", Hulx’, t)alx — x', x")dx" — J ulx, Hulx’, t)alx, x")dx'

0 0

Apreak = foob(x,x’)u(x’, O (xDdx" —T(x)u(x,t)

u(x,t), x birim hacim olmak {iizere yogunluk fonksiyonudur. By(t) zamana bagl
cekirdeklenme fonksiyonunu ve &(x,) Dirac-delta fonksiyonunu tanimlamaktadir.
a(x,x"), hacime bagh agregasyon ¢ekirdegi olup x ve x’ hacimli pargaciklarin frekansi ile
x + x' hacminde bir pargacik olusturmasini tanimlar. T'(x) hacime baglh pargalanma
fonksiyonu, b(x,x") simetri ve normalizasyon kosullarini saglayan stokiyometrik g¢ekirdek
olmak tizere x' hacimli pargaciklarin pargalanmasindan x hacimli pargaciklarin olusma
ihtimali vasitasiyla ikili par¢alanma i¢in tiriin boyut dagilimin1 vermektedir (Kumar 2006).

i) Agregasyon: Bir ya da daha fazla par¢acigin bir araya gelerek daha biiyiik pargacik

olusturdugu siiregtir. Bu siirecte toplam pargacik sayisi azaldig: halde kiitle korunur.

ii) Parcalanma: Parcalanma siirecinde, pargaciklar en az iki pargaciga parcalanirlar.
Parcalanma siirecinin pargacik sayis1 lizerinde biiyiik etkisi vardir. Bundan dolay1

parcaciklarin sayisinda artma olmasina ragmen, agregasyonda oldugu gibi kiitle korunur.

iii) Biiyiime: Parcacik digindaki bir maddenin bir pargacigin yiizeyine ilave olmasi bilyiime
stireci olarak isimlendirilir. Biiylimenin pargaciklarin sayisinda etkisi yoktur fakat pargacigin

toplam hacmi artmaktadir. Ayrica bu siiregte pargacigin boyutu siirekli olarak artmaktadir.

iv) Cekirdeklenme: Parcacik digindaki maddenin yogunlagtirilmasiyla yeni bir parcacik

olusumuna cekirdeklenme denir. Cekirdekler genellikle sistemdeki olasi en kii¢iik pargaciklar
olarak kabul edilir. Cekirdeklenme siirecinin toplam pargacik sayisi lizerinde dnemli bir etkisi

vardir fakat parcaciklarin toplam hacmi tizerinde etkisi daha azdir.

Yukaridaki durumlar Sekil 3.2.”de sematik olarak gosterilmistir (Kumar 2006).
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Sekil 3.2. Popiilasyon denge modelindeki siiregler

Popiilasyon modeli, bir ya da daha fazla 6zelligin dagiliminin dinamik evrimini
tanimlar. Bundan dolay1 daha ¢ok agregasyon ya da pargalanma problemleri g6z oniine alinir
ki hacim bir boyut olarak kabul edilmektedir. Diger taraftan sadece biiylime prosesi i¢in lineer
tabanli 6l¢iim yani uzunluk ya da cap tercih edilir. Aksi belirtilmedikge, pargaciklarin kati
yogunlugunun sabit oldugu ve bir pargacik kiitlesinin parcacik hacmiyle degistirilebilecegi

kabul edilmistir.

Popiilasyon denge modeli mikrobiyal hiicrelere 1960’lardan beri uygulanmaktadir.
Bunlara ek olarak popiilasyon denge modeli i¢in yeni bir uygulama alani da doku
miihendisligidir. Kemik iligindeki kok hiicrelerin  biiylimesi ve farklilasmasinin
modellenmesi, gen diizenlenmesinin modellenmesi, bunlara ek olarak kristallesme siirecini
iceren bobrek tasmnin olusumu da popiilasyon denge modeli ile modellenmektedir

(Ramkrishna 2000, Ramkrishna ve Mahoney 2002, Ramkrishna 2014).

3.2. Turing’in Reaksiyon-Difiizyon Modeli

Matematik¢i Turing, 1952°den 1954°teki 6liimiine kadar matematiksel biyoloji lizerine
derin etkileri olan ¢aligmalar yapmistir. 1952°de 6rnek bigimlendirme hipotezini 6ne siirerek
‘Morfogenezin Kimyasal Temeli’ adli bir makale yazmistir (Turing 1952). Canlilarin
yapisindaki Fibonacci numaralarimin varligmi anlamaya c¢aligmistir. 1960’larin sonu ve
1970’lerde Turing’in g¢aligmalar1 gelistirilmistir. Prigogine ve Nicolis (1967) tarafindan
reaksiyon-difiizyon ¢alismalarina matematiksel olarak daha basit bir model, Gierer ve
Meinhardt (1972) tarafindan da temeli Turing’in modellemesine dayanan baska bir aktivator-
inhibitor reaksiyon-difiizyon sistemi dnerilmistir.
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Reaksiyon-Difiizyon denklemleri, birgok bilesenin etkilesimiyle olusan sistemlerde
dogal olarak ortaya cikar ve cesitli biyolojik, kimyasal ve fiziksel sistemleri tanimlamak i¢in
yaygin olarak kullanilmaktadir.

Bir boyutlu Reaksiyon-Difiizyon denklemleri genel olarak,

ou

5 = DV?u + R(u) (3.3)
seklinde yazilir.

2
Bu denklemde u = u(x,t) konum ve zaman degiskenlerinin bir fonksiyonudur. V?u = 371;

diftizyon terimidir ve D, diflizyon katsayisidir. R(u) fonksiyonu da sistemin reaksiyonunu

ifade eder.
3.2.1. Reaksiyon

Bir reaksiyon genellikle iki veya daha fazla nesne arasindaki bir cesit etkilesimi ifade
eder. Reaktif terim R(u), u konsantrasyonundaki degisimi tanimlamaktadir. Olusma ve

kaybolma gibi reaksiyon siireglerini gosterir. Ornegin,

du

modelinde —u reaksiyon terimidir. Birden fazla kimyasal tiire ait reaktif terimler, kimyasallar
arasindaki etkilesimlere ek olarak her bir kimyasalin {retilmesi ve bozunumundan
kaynaklanan konsantrasyonlardaki lokal degisiklikleri de agiklamaktadir. Bu tiir
reaksiyonlarin bazi 6rnekleri, kimyasal reaksiyonlar ve iki veya daha fazla tiiriin kaynaklar

icin yaristiklar1 poptilasyon dinamikleridir.
3.2.2. Difiizyon

Diflizyon terimi Latince “diffundere” (diffiiz)’den gelmektedir ve yayilmayzi,
dagilmay1 tanimlar. Daha genis bir tanimla her bir parcacigin kinetik enerjisinin bir sonucu
olarak kimyasal kombinasyon olmaksizin yiiksek konsantrasyonlu bolgelerden diisiik
konsantrasyonlara karigan ve hareket eden gazlarin, sivilarin ve katilarin parcaciklarinin
dagilimini tanimlamak i¢in kullanilmaktadir.

Fick (1855), difiizyon denklemini,
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ou _ . 0%u
at 9x2

(3.5)

seklinde vermistir, ayn1 zamanda bu denklem Fick’in ikinci yasasi olarak da bilinmektedir
(Mehrer ve Stolwijk 2009).

3.2.3. Turing kararsizh@1 ve desen Olusturma

Turing modeli bir yiizey iizerinde yayilirken birbirleriyle etkilesen, iki tiir morfojeni
ele almaktadir. u ve v iki farkli morfojen olmak tizere difiizyon katsayilar1 sirastyla Du ve Dv
olarak kabul edilmektedir. Du = Dv = 0 oldugunda morfojenler dogrusal olarak kararli
diizgiin sabit bir duruma yaklagsmaktadir, Du # Dv oldugunda ise difiizyon terimlerinin
sisteme girmesi, belirli kosullar altinda, konumsal olarak homojen olmayan desenlerin
olusmasina neden olur. Bu durum diflizyonun neden oldugu kararsizlhik ya da Turing
kararsizlig1r olarak adlandirilir. Bir sistemde difiizyon, genellikle bir diizgiinlestirme ve
kararlilik siireci olarak bilindiginden Turing kararsizligi olarak adlandirilan bu olgu,
alistlmisin disinda bir durum olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Hipotetik olsa da difiizyon
teriminin bir sistemi nasil kararsiz hale getirdigini aciklayan bir 6rnek Murray’in 2003

yilindaki ¢alismasinda su sekilde verilmistir:

“Cok sayida g¢ekirgenin yasadigi bir kuru ot tarlast oldugunu ve ¢ekirgelerin sicakliga
bagli olarak terleme yoluyla fazlaca nem iirettigini varsayalim. Bu kuru ot tarlasinin
yakilmaya baslandigim1 ve alevlerin yayildigimi diisiintirsek bu durumda cekirgeleri atesi
engelleyici (inhibitdr), atesi de reaksiyon olusumunu kolaylastiran uyarict (aktivator) olarak
diistinebiliriz. Alevleri sondiirmek i¢cin nem yoksa yangin biitiin alana yayilacak ve bu da
komiirlesmis bir alana neden olacaktir. Bununla birlikte mevcut sicaklikta terleme yoluyla
nem lreten cekirgeler otlar1 nemlendirecek ve boylece yeterince nemli olan bu bolgelere ates
ulagtiginda bu 1slaklik otlarin yanmasini engelleyecektir. Konumsal desen olusumu
bakimindan senaryo soyledir: D, diflizyon katsayisina sahip olan ates (aktivator) yayilmaya
baslar. Dy difiizyon katsayisina sahip olan ¢ekirgeler (inhibitor) kendilerine dogru yayilmaya
baslayan atesten daha hizli hareket ederek uzaklasirlar. Yani Dy diflizyon katsayist Dy
difiizyon katsayisindan ¢ok daha biiyiiktiir. Daha sonra nem iireten ¢ekirgeler bulunduklari
bolgeyi islatirlar ve komiirlesmis alan sinirlanmis olur. Bu yanma siireci sonucunda

komiirlesmis ve kdmiirlesmemis olan bdlgelerin heterojen dagilimi goriilebilir. Inhibitdr ve
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aktivatoriin esit difiizyon katsayisiyla yayilmasi durumunda desen dagilimi goriilmeyecektir”
(Murray 2003). Desen olusum o&rneklerinden bazilari Sekil 3.3.’te gosterilmistir (Murray
2012).
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Sekil 3.3. Desen olusum 6rnekleri (Murray 2012)

3.3. Tiimor Modeli
3.3.1. Tiimér biiyiimesinin modellenmesi

Kanser arastirmalari, sabit bir oranda iki katina ¢ikan (1 hiicre, 2 hiicre, 4 hiicre, 8
hiicre...) kati (genellikle iyi huylu) tiimorlerin basit iistel biliylimesinin belirtilmesiyle
modelleme i¢in elverigli bir zemin olusturmustur (Collins ve ark. 1956). Kusama ve ark.
(1972) meme kanserlerinin radikal rezeksiyonunu (bir organ veya viicut kismimin bir
boliimiiniin veya tamaminin ¢ikarilmasi) takiben sag kalim stiresini {istel biiyiime orani ile
iligskilendirmistirler. Lojistik (gompertzian) biiyiimenin baglamasi, timdr hiicrelerinin kan
akisini arttirmasit ve merkezi nekroz iiretmesi nedeniyle sonraki asamalarda biiylimenin
yavaglamasina sebep olur. Belirli bir fare sarkomunda bulunan modelin nihai sadelestirmesi
matematiksel olarak lineer hale gelmistir (Mayneord 1932). Bu, basit epidermoid Kistlerde

(deri lizerinde meydana gelen kistler) de gegerli olmustur (Alvord 1977).
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Tiimdr hiicrelerinin yayilmasi ve bu hiicrelerin tiimiiniin 6liimsiiz olmamasi nedeniyle
matematiksel kavramlar zorunlu olarak solid (sert ve dayanikli) tiimorlerin asil basit modelleri

tarafindan saglanandan daha karmasik hale gelmistir.

Deisboeck (2001), beyin tiimoérlerinin karmasik, dinamik ve kendinden organizasyonlu
biyosistemler gibi davrandiklarini ileri slirmiis ve goriintii isleme tekniklerini igeren bilgisayar

ile gorsellestirme ve benzetimleri kullanmistir.

3.3.2. Matematiksel model: goc ve net cogalmanin etkilesimi

S1zint1 yapan bir gliomanin biiylimesinin nasil 6l¢iilecegi sorusunun ilk cevab1 Murray
tarafindan 1990' yillarin basinda verilmistir. Murray, problemi bir korunum denklemi olarak

formiile edip yazmustir:

Tiimér Hiicre Popiilasyonunun Degisme Oram = Tiiméor Hiicrelerinin Difiizyonu + Tiimér

Hiicrelerinin Net Cogalmast (3.6)

Denklem (3.6) matematiksel olarak, tedavi edilmemis gliomlar i¢in tek bir kismi diferansiyel

denklem ile gosterilebilir:

du _
Pl V.] +pu (3.6)

burada u(x,t),x konumunda vet zamanindaki timor hiicre yogunlugunu, p, net ¢ogalma
hizini, ve V gradient operatoriinii tanimlar. Klasik egime bagli Fick difiizyon varsayimi

altinda, /] = DVu alinarak model su sekilde yazilmaktadir:

= = V.(DVW) + pu (3.7)

u(x,0) = f(x)
burada D glioma hiicrelerinin aktif hareketliligini temsil eden difiizyon katsayisidir. f(x),
habis (kotii huylu) hiicrelerin baslangigtaki uzamsal dagilimini tanimlamak {izere model

formiilasyonu, beyin sinirinin ve baslangi¢ kosullarinin 6tesine gegmeyen sinir kosullar ile

tamamlanmaktadir.
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Modelin baslangigtaki orijinal analizlerinde beyin dokusunun homojen oldugu
varsayllmigtir. BOylece glioma hiicrelerinin rastgele hareketliligini tanimlayan difiizyon
katsayist D, sabit ve beyinde tekdiize olmustur (Tracqui ve ark. 1995, Burgess ve ark. 1997).
Tiimor biliylimesinin {istel oldugu varsayildigr icin hiicre biiylimesi denklemindeki terim (pu)

sabittir.

Temel model varsayimlarinin bir sonucu olarak tiimor hiicrelerinin yogunluk profili,
biiyiime hiz1 ve difiizyon katsayisi oranina bagl olarak bulunmustur. Yani, p / D sabitken p
ve D degistirildiginde tiimor biliylimesinin geometrisi ve istilast aym kalir, yalnizca biliyiime
ve istilanin gergeklestigi zaman Olgedi degisir. Spesifik olarak, p / D sabitlenmis iki farkli
timor, tek bir gozlem zaman noktasinda tam olarak ayni goriinebilir, fakat oliimciil
boyutlarma ¢ok farkli zamanlarda ulasabilir. Sekil 3.4'te, kat1 tiimor i¢in p / D oranina gore
durumlar verilmistir. Sekle gore yavas bliyliyen timorler ¢ok yayilmaci (invaziv) olabilir
(6rnegin gliomatosis cerebri) ve ¢ok hizli biiyiiyen tiimorler kati-solid olabilir. Biiylime hizi
p ile hareketlilik katsayis1 D arasindaki etkilesim, tiimor yayilmasinin &zelliklerini
belirlemede kritik 6nem tagir. Sekil 3.4’e gore p / D biiylik oldugunda, tiimor agirlikli olarak
biiyiir ve bdylece hiicre yogunlugu profili dik olur ve tiimoriin cogu goriintiileme teknigi ile
saptanabilir. p / D diistiikkge hiicre yogunlugu profilini yayarak artar. Daha dagimik tiimoriin,
tibbi imgeler {izerinde dogru olarak tanimlanmasi daha az olasi bir durumdur (Swanson ve

ark. 2002).

N

Yiiksek p/ D

Diisiikk p/ D

S

u(x.t)

X

Sekil 3.4. Difiizyon katsayis1 D'ye ¢ogalma hizi p oraninin farkli degerleriyle tanimlanan diffiiz tiimérler igin
hiicre yogunlugu profilleri (Swanson ve ark. 2002)
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Burgess ve ark. (1997), bu modeli kiiresel simetri ile {i¢ mekansal boyutta incelemigler
ve beyin sinirinin etkilerini goz ardi edip yiiksek veya diisiik dereceli gliomalara karsin orta
dereceli gliomalarin g¢esitli davraniglarini arastirmislardir. Siirekli degiskenler (p ve D) farkh
sekillerde birlestigi i¢in matematiksel bir silirpriz veya slireksizlik bulunmadiginm
kesfetmislerdir. Belirli hastalara modelleme yaklasimini uygulamak igin beyin geometrisine
ve yapisina daha gergekei bir bakis gerekmistir. Swanson ve ark.nin son modeli (Swanson
1999 , Swanson ve ark. 2002) beynin kompleks geometrisini sunmus ve difiizyonun (veya
hiicre hareketliliginin) x konum degiskeninin bir fonksiyonu olmasina izin vermis ve glioma
hiicrelerinin beyaz cevherde gri cevherden daha yiliksek hareketlilik sergiledigini
gbzlemlemistir (Giese ve ark 1996). Orijinal korunum denklemi (3.6) halen gegerlidir, ancak

su anda yazilan modelin matematiksel formiilii, degisken difiizyon katsayis1 D (x) ile birlikte,

% = V.(D(x)VW) + pu (3.8)
seklindedir. Gri cevherde difiizyon katsayisi D;, beyaz cevherde difiizyon katsayist Dy,
olarak alinirsa, beyaz cevherde gri cevherden daha yiiksek hareketlilik oldugu i¢in Dy, > Dg

sonucuna ulagilir. Gri cevherdeki ve beyaz cevherdeki difiizyon katsayilarindaki farkin

tahminleri 2-100 kat arasinda degismektedir (Swanson 1999, Swanson ve ark. 2000).

Insan beyninin heterojen yapismnin etkisi altinda bu modelin dinamiklerini dogru bir
sekilde analiz etmek ic¢in beyindeki gri ve beyaz cevher dagiliminin ayrintili bir tarifi
gereklidir. Bu, insan beyinindeki gri ve beyaz cevherin mekansal dagilimmi 1 mm3 voksel
¢ozinlrligiinde tanimlayan BrainWeb veritabaninda bulunan noro-anatomik atlas ile

miimkiin kilinmistir (Kwan ve ark. 1996, Collins ve ark. 1998).

Saptanabilir tim6r marjimin hizini, net ¢cogalma hizi p ve rastgele difiizyon katsayis1 D

ile iligkilendirmek i¢in, Fisher yaklagimi kullanilarak (Murray 2002, Burgess ve ark. 1997):
D =v%/4p (3.9)

ifade edilmistir. Bu yaklasim, yalnizca biiylime ve difiizyon ile yonetilen bir popiilasyonun
biiyiik bir zaman i¢in v = 2\/p_D hiziyla genisledigi ve verilen bir p ve D i¢in dogrusal
oldugu gozleminden gelir. Orijinal matematiksel modelin gelistirilmesinde kullanilan seri BT
(Bilgisayarli Tomografi ) taramalar1 sirastyla gri ve beyaz cevherdeki tiimoér marjinin ilerleme

hizm (v; ve vy) tamimlamak icin yeniden incelenmistir. Timorli sag hemisferde
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(yarimkiire) saptanabilir tiimoriin marji, 180 giin i¢inde yaklasik 1,5 cm hareket etmis ve
ortalama v = 0,008 cm/giin hizi vermistir (Tracqui ve ark.1995, Woodward ve ark. 1996).
Biiyiime hizi p = 0.012/giin i¢in, Fisher yaklasimi ile ortalama difiizyon katsayist D =
v? /4p = 0.0013 cm?/giin olarak bulunmaktadir. Bu istila, derin serebral ¢ekirdeklere
(cogunlukla sag hemisferdeki gri cevher) yakinligi nedeniyle, gri cevher difiizyonuyla
iliskilendirilebilir: v;, 0.008 cm/giin (Tracqui ve ark. 1995) ve D;, 0.0013 cm?/giin. BT
taramalarinda beyaz cevher tiimor marjinin ilerleme hizi, (¢ogunlukla) gri cevherinkinden 2-3
kat daha hizhdir; Bu nedenle, vy, > 2.2v; 0,018 cm/giin, Dy, > 5D; 0,0065 cm?/giin

olarak hesaplanabilir.

3.3.3. Hayatta kalma siiresinin modellenmesi

Pratik klinik 6nlemler ile karsilastirmak ve tedavinin etkinligini 6l¢mek i¢in hayatta
kalma siiresi kavraminit modellemek gerekmistir. Yasayan (Blankenberg ve ark. 1995, Shrieve
ve ark. 1995, Kelly ve ark. 1987) ve oliilerin (Burger ve ark. 1988, Concannon ve ark 1960)
gbzlemlerinin analizi yapilmistir. Belirli bir sanal hasta i¢cin model parametrelerinin tahminleri
g0z Oniline alindiginda, beklenen sagkalim siiresi, tiimor ortalama capinin 3-6 cm arasinda

biiylimesi i¢in gecen siire olarak hesaplanabilir.

3.3.4. Algilama esigi

Ozel hastalarin gliomalar: ile ilgili bilgilerin ¢ogu cesitli tiirden tibbi goriintiilerden
geldigi i¢in bulgularma gore model sonuglarmin terciime edilmesi gereklidir. Her
goriintilleme teknigi ile iligkili olarak, tiimoriin saptanabilir oldugu ve altinda olmadig:
algilama esigi bulunur. Bu nedenle, halihazirda mevcut olan bir tibbi goriintii, tek tek hiicreler
de dahil olmak lizere tiim tiimorii gosterecektir, clinkii sadece tiimdriin algilama esiginin
lizerindeki kismi imgede goriinecektir. Ornegin, yaklagik 1 mm®lik bir igne bashgi
kiitlesindeki bir 10 pm tiimoér hiicresi, in vitro kiltirlenebilir, ancak mikroskopik olarak
goriilmesi i¢in her biri 10 wm kalinliginda 100 seri kisma ihtiyag duyabilir (Swanson ve ark.
2002).
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3.3.5. Sanal glioma model simiilasyonlari

Denklem (3.8) ile tanimlanan sanal glioma simiilasyonlar1 Sekil 3.5'te ii¢ farkli
diizlemde (sagittal, koronal ve lateral) verilmistir. Simiilasyonlar, timdr hiicre yogunlugunun
kontur ¢izimleri olarak sunulmaktadir: Yiiksek yogunluk i¢in parlak kirmizi, diisiik i¢in mavi.
Goriintiilerin sol tarafi tanidaki zamana karsilik gelir ve gelismis MRG (Manyetik Rezonans
Goriinteleme) ile saptanan alan 3 cm ¢apinda bir kiireye esdegerdir. Gorlintiilerin sag tarafi ise
6lim zamanma karsilik gelir ve gelismis MRG ile saptanan alan, 6 cm capinda bir kiireye
esdegerdir. Kalin siyah egri, gelistirilmis MRG'de (400 hiicre / mm?) saptanabilen timor
boliimiinii isaretler. Koyu mavi kontur ise gelistirilmis MRG’ye gore 80 kat daha hassas
algilama esigine sahip teorik bir goriintiileme teknigi ile saptanabilen tiimor boliimiine

karsilik gelir (5 hiicre / mm?).

Bu model formiilasyonu ile gercek hasta verileri (BT, MRG, briit ve mikroskobik)
arasinda daha ayrintili bir karsilasgtirma miimkiindiir. Yani, tiimoriin tibbi goriintiileri goz
Oonline alindiginda bu model, timoériin algilanamayan kisminin nerede ve hangi
konsantrasyonda istila edilebilecegini Onerebilir. Bu fikir, belirli bir hasta i¢in en iyi tedavi

slirecini tanimlamada yardimci olabilir (Swanson ve ark. 2002).

Sekil 3.5. Sanal bir insan beyninin, st frontal boliimiinden kaynaklanan bir gliom alaninda (*) ile isaretlenmis
bolge ile kesisen sagittal, koronal ve lateral diizlemlerdeki kesitleri. (Swanson ve ark. 2002)
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Sekil 3.5’te beyin boliimlerinin sol siitunu, teshis asamasindaki tiimdre (ortalama 3 cm
capta) karsilik gelirken sag siitun 6liimde ayni tiimorii temsil eder (ortalama 6 cm capta).
Kirmizi, yiliksek yogunlukta mavi ise diisiik yogunlukta tiimor hiicrelerini gostermektedir.
Kalin siyah kontur, gelismis MR ile saptanabilen tiimor kenarimi tanimlar. Bu sanal glioma
icin tani ile 6liim arasinda gegen siire yaklagik 158 gilindiir yani toplam timdr Oykiisiiniin

yaklasik dortte birine karsilik gelmektedir (Swanson ve ark. 2002).

3.3.6. Kemoterapi modeli

Cruywagen ve ark. (1995) ve Tracqui ve ark. (1995) bir kayip dénemi olarak homojen
modele yani denklem (3.6)’ya kemoterapiyi ekleyerek denklem (3.10) ile ifade etmislerdir:

Tiimér Hiicre Popiilasyonunun Degisim Oranmi=Tiimor Hiicrelerinin Difiizyonu (hareketlilik) + Tiiméor

Hiicrelerinin Net Cogalmasi-Kemoterapiye Bagli Olarak Tiimér Hiicrelerinin Kaybi (3.10)

G(t), kemoterapi tedavilerinin zamansal profilini tanimlamak {izere, belirli bir zamanda
kuvvetin veya terapinin miktart ile orantili bir kayip varsayildiginda, denklem modeli

matematiksel olarak

% =V.(DVu) + pu — G(t)u (3.11)

seklinde ifade edilmistir. Matematiksel modelde, kemoterapi uygulandiginda G(t) = k sabit
olup tedavinin etkililiginin bir olglisiidiir. Kemoterapi sirasinda bir tiimériin boyutunun

azalmasi i¢in k, hiicre popiilasyonunun p biiyiime hizindan daha biiylik olmalidir.

3.4. Bobrek Tas1 Modeli

Bobrekler, viicut sivist bilesiminin bakiminda temel 6nemdedirler. Koeppen ve Santon
(2007) Kkorteksin ve medullanin iki ana bdolgesinin tanimlandigi bobregin kesitsel bir
goriiniimiinii ve organ {izerindeki toplam kiitle dengesini gosteren asagidaki sekilleri

vermistir.
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~ Bibrek zan

Kabuk (korteks)
Kalis

e Hilus Bilgesi
Bibrek Toplardamar

Bobrek Atardaman

Havuzcuk

Papilla

Idrar yolu (iireter)

Oz (Medulla)

Sekil 3.6. insan bébreginin kesit alam1 (Koeppen ve Santon 2007)

Bibrek
Atardaman

Giris TN

idrar
Cikas

Bibrek

Toplardaman

ve Lenf Damar
Cilas

Sekil 3.7. Bobrek lizerindeki toplam kiitle dengesi (Koeppen ve Santon 2007)

Idrar, bobrekler tarafindan herhangi bir zamanda viicudun i¢ kosullarmin

dengelenmesi ic¢in ayarlanmis iyonlarin ve proteinlerin karmasik bir karigimini igeren atik

tirtindiir. Bobrek i¢inde sivi diizenlemesini yapan fonksiyonel birimlere nefronlar denir. Her

nefron Sekil 3.8.’de gosterildigi gibi boliimlere ayrilabilir:
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Sekil 3.8. Nefron boliimleri (Campbell ve Reece 2002)

e Glomerulus - Ik siiziintiiniin kan plazmasindan gegirildigi yerdir.

e Proksimal tiip - Filtrelenmis suyun ve iyonik maddelerin % 67'sine kadar geri
emildikleri yerlerdir (Koeppen ve Stanton 2007).

e Henle Kulbu - Idrar yogunlastirma mekanizmasi olarak birlikte calisan ii¢ parcadan
olusur.

o Distal Tiibiil - Nihai diizeni ayarlamak i¢in boru seklindeki sivinin ayarlanmasinin
yapildig: yerdir.

e Kanal toplama - Burada i¢ medullanin ¢ekirdegine dogru aktigi sivi

yogunlasmaktadir.

3.4.1. Bobrek tasi olusumu

Uriner taslarm en sik olusturdugu bilesen, kalsiyum oksalat (CaOx) olup, tiim
vakalarin yaklasik % 70'inde bulunmaktadir (Linder ve Little 1986). Kalsiyum oksalatin farkli
morfolojileri ile kristallegen {i¢ hidrat formu vardir ki bu formlarmn farkli adsorptif yetenekleri
vardir. Kalsiyum Ozalat Monohidrat (COM), en yiiksek adsorptif kapasiteye sahip olup bu
formdaki kristaller, nefronda makromolekiillere ve epitel hiicre yiizeylerine baglanma igin
yiiksek afiniteye sahiptirler.

Kesin tas sekillendirme siireci karmasiktir, ancak ii¢ temel asama tanimlanabilir:

Cokelme baglangict  e—) Kristal bliylimesi m———  Agregasyon
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Idrarlarin  ¢ogunlugu metastabil bolgede asir1 doymus durumdadir ve genelde
¢okelmenin baslangicindan sorumlu bir diizenleyici olduklar1 kabul edilmektedir (Tiselius ve

ark. 2002). Idrardaki tas-tuz ¢ekirdeklesmelerinin neredeyse tamami heterojendir.

Kristalizasyonun baslangi¢ yeri kesin olarak tanimlanamaz, ancak genel tas
sekillendirme teorisi, baslangi¢ kristallesmesinin distal tiibiilde veya Henle kulbunda
basladigin1 varsaymaktadir (Tiselius ve ark. 2002). Gelistirilen kristallestirme modeli
nefronun distal tiiblil boliimiine odaklanir. Bu baslangigtaki ¢okelti daha sonra anormal
biliyiime ve toplanma proseslerine tabidir ve bu durum bir 'tas' olugsmasina izin verebilen
baslangictaki kristallerin karismasina neden olabilir. CaOx kristallesmesinde yer alan

olaylarin sematik bir formu Sekil 3.9 ile gosterilmistir.

Proksimal Tiihbiil Distal Tiibiil
[ ]
L ] L # [ ] .
P - .
. [ ] lel_Toplama
°® Kanah

L]

- [ ]

]
L ]

Henle Kulbu

Sekil 3.9. Kristallesme siirecinin semas1 (Kottler ve ark. 1999)

Sekil 3.10. su tasimaciliginda yer alan mekanizmay: gosterir. Ilk distal tiip, sodyumu
hormon duyarl tasiyicilar vasitasiyla emer ve su gegirgenligi diisiiktiir. Son distal tiip sodyum
kanallar1 ag¢isindan zengindir ve bu da su gegirgenligini arttirir (Chang ve Fujita 1999).
Oksalat kristallesmesinin arkasindaki itici gii¢ progresif su dongiisii islemidir. Modelin su

permeabilitesindeki (gegirgenlik) belirgin farkin distal tiibiil boyunca etkisi aragtirilmistir.
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Sekil 3.10. Nefron su tagimaciliginda mekanizmalar (Koeppen ve Stanton 2010)

3.4.2. Bir siire¢c miihendisligi yaklasim

Bu modelleme siireci igin iki yaklasim s6z konusudur. ilki toplam kristal kiitlesine
dayalidir. Distal tiip, n pargaya ayrilmistir, her biri ideal bir Karigmis Siispansiyon Karigsmis
Uriin Ayirma (KSKUA) kristallestiricisi olarak modellenmistir (Zauner ve Jones 2000). Stvi,
boru seklindeki tlip igerisinde ilerledikge su uyarlanabilir gegirgen limen membrandan
¢ikarilir. Su uzaklastirma, kalsiyum oksalatin asir1 doyumunu olusturur ve kristallestirme i¢in

itici gii¢ olarak gorev yapar. Sekil 3.11. modelin bir semasin1 gosterir.

Jy Jy

. \ . \ .
: H H
' [ .
H H :
[ ] [ ] ]
: : -
L] L] L}
: H :
i i i
. i . i+1 v
L] L] L]
(| L L]
ﬁ

L AL L+AL

Sekil 3.11. Distal tiibiil kristallestirici modelinin sematik yapis: (Kottler ve ark. 1999)
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Kristallestirici, Sekil 3.11'de gosterildigi gibi AL uzunlugundaki alt araliga boliinen,
uzunlugu L olan sert bir silindir olarak modellenmistir. Her boliimde ¢ikan suyun miktari
J,,/dir, kalsiyum oksalatin kiitle transferi, yalnmizca ¢ozeltiden kat1 faza ait faz degisikligi ile
meydana gelir. Sistemdeki toplam kiitle dengesinin yani sira kalsiyum oksalat ve su kiitlesi
dengesi ile baglanarak degisime bagli denklemler Zauner ve Jones (2000) tarafindan

bulunmustur.

L'de toplam kiitle M; olarak tanimlanmak iizere toplam kiitle dengesi su sekilde yazilir:

My, = AM; + My pr (3.12)
Kalsiyum oksalat i¢in kiitle dengesi asagidaki sekilde verilir:

MEaox = AMEa0x 4 MEadx (3.13)
ME@9* | I'deki kalsiyum oksalat kiitlesine esittir. Benzer sekilde su igin,

MY =AMy + MY, (3.14)

yazilir. M}V, L'deki su kiitlesine esittir. Kalsiyum oksalatin kiitle transferi, ¢ozeltiden kristal
faza kadar olan faz degisiminden kaynaklanir ve uzunluga gore kristallesme orani ile temsil
edilir:

dMCan

a —Jeryst (2.15)

Esitlik, kristallesme oranint (J¢ys¢), nefron boyunca uzunluga gore kalsiyum oksalat

kiitlesinin degisim orani olarak tanimlar. Parcanin uzunlugu boyunca suyun kiitle transferi
karmagsiktir. Kristalizasyon modelinin gelistirilmesi amaciyla, eksenel uzunluk L'ye goére su

kaybinin oran1 [y, olup denklem (3.16) ile ifade edilmistir:

am

=y (3.16)

dL

Kristallesme orani i¢in bir ifade formiile edilecek olursa toplam kristal kiitlesi

Miotar cryst = pcrysthrysthryst (3-17)
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verilmistir. Burada pgys; kristal yogunlugunu, N kristal sayisi ve Vi.,q de kristal
hacmini temsil etmektedir. Tiim uzunluklardaki yogunluk dengesi denkleminin integrali,

toplam kristal sayisini1 verir:

Lmax

Neryst = J, " n(l, L)dL (3.18)

Lmax

Meotar cryst = Pcryst fo Tl(l, L)VcrystdL (3-19)

Kristal hacmi: V,,,s¢ = k, [ ile verilmektedir, burada k,, hacimsel sekil faktoriinii temsil eder.

Denklem asagidaki sekilde yazilmistir:

Lmax

Meotar cryst = pcrystkv fo n(l, L)L3 dL (3.20)

Nefronun uzunlugu boyunca kristallesme orani soyledir:

AM¢otal crys Lmax da(L®)
]crsyt = % = pcrystkv fO n(l, L) TH dL (3.21)
Ancak dogrusal biliyiime orani, ¢ konsantrasyonu ve c¢* ¢oziiniirligii ifade etmek tizere asirt

doyum (Ac) tarafindan yonlendirilmektedir:
G(L) = 2 = ky(c — ¢)9 = ky(Ac)? (3.22)

Burada [ Kkarakteristik boyutu, k, iistel faktorii ve g de mertebeyi ifade eder. Denklem (3.22)
ile denklem (3.21)’1 birlikte kullanarak,

Lmax

]crsyt = 3. pcrystkv fO Tl(l, L)LZG(L)dL (323)

sonucuna ulagsilir.

Modelleme siireci i¢in ikinci yaklagim ise popiilasyon denge denkleminin bir
uygulamasidir. Finlayson (1972), bobrek kanallarini siirekli bir siire¢ igin kristallestirici
sistem olarak ele almigtir. Cekirdeklesen ve biiyiiyen kristal popiilasyonu igin boyut
dagilimlarin1 kimya miihendisliginde yogun olarak kullanilan Karigmis Siispansiyon-Karigmig

Uriin Ayrrma (KSKUA) kristallestiricileriyle aciklayan ilk kisidir. Siirekli bir siire¢ igin
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(KSKUA) olarak bilinen ideal kristallestiriciler i¢in popiilasyon dengesinin genel formu

asagidaki gibi verilmistir:
ou 0G
M + i 0 (3.24)

Finlayson ve Reid (1978), Kavanagh (1992) sonrasinda taslarin bir ttkanmaya neden
olacak kadar biiylimiis olmasi i¢in bir gesit parcacik sabitleme veya tutma gergeklesmesi
gerektigi sonucuna varmustirlar. Bu durum sabit pargacik kavramini ortaya g¢ikarmuistir.
Bununla birlikte, Finlayson'un analizi, yalnizca ¢ekirdeklenme ve biiylimeyi diisiinmiis,
agregasyonun onemli etkilerini ithmal etmistir. Kristalizasyon modelinde biiylimenin ve
cekirdeklenmenin kinetik siireclerini ve bu mekanizmalarin nasil hesaplanabilecegini goz
Oniine almak onemlidir.

Kassemi ve Thompson (2016) tarafindan verilen idrar akisi ile taginan bobrek tasi igin
popiilasyon yogunluk dagilimi u(x), popiilasyon denge denklemi ile asagidaki gibidir:

u(x)

u(x) ou(x) _
; =

ox

fx/z a(x — xDu(x")dx" —u(x) fooo a(x"dx' (3.25)

+G 0

Yukaridaki denklemde x, kristal ¢ap1, t,t = V / Q ile verilen bobrek boyunca idrar
yolu gegisinin zaman sabitidir, burada V etkili kanal hacmi, Q hacimsel idrar akis hiz1 ve a
sabit ve bagimsiz ¢ap olarak kabul edilen agregasyon g¢ekirdegidir. Dogrusal biiyiime orani

G'nin sabit ve ¢aptan bagimsiz oldugu varsayilmistir (Kassemi ve Thompson 2016).
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4. SONUC ve ONERILER

Bu tezde ilkin modelleme ve modellemenin asamalar1 akademik olarak incelenmis ve

farkli disiplinlerdeki gerekliligine yer verilmistir.

Bu baglamda literatiirde yer alan bazi biyolojik modellere matematiksel olarak
yakindan bakilmistir. Her bir modelin temsil ettigi biyolojik siire¢ler, olgulara dayali olarak
incelenmistir. Farkli yap1 ve boyutlara sahip bu modellerin temsil ettigi biyofiziksel olgularin

bilgisayarlarin gelisimiyle daha da 6nem kazandigi incelenen literatiirden anlagilmistir.

Ileriki galigmalarda, incelenen bu modellerin tepkilerinin hem nano hem de makro

diizeyde incelenmesi kayda deger sonuglar ortaya ¢ikarabilir.
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