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ÖZET 

 

Yüksek Lisans Tezi 

BAZI BĠYOLOJĠK MODELLERĠN MATEMATĠKSEL ANALĠZĠ 

Oğuz ÖZCAN 

 Tekirdağ Namık Kemal Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

DanıĢman: Yrd. Doç. Dr. Zehra PINAR 

 Bu tez dört bölümden oluĢmaktadır. GiriĢ bölümünde, matematiğin diğer disiplinlerle 

olan iliĢkisi ele alınmıĢtır. Birinci bölümde model ve modelleme kavramları ile biyolojiye 

katkı sağlamıĢ bazı matematiksel çalıĢmalar üzerinde durulmuĢtur. Ġkinci bölümde, 

günümüzde uygulanan bazı biyolojik modeller incelenmiĢtir. Reaksiyon-difüzyon modeli ve 

hastalık modellerini analiz ederken karmaĢık olan yapıyı anlamak için kullanılan modellerden 

beyin tümörü modeli ve böbrek taĢı modeli ele alınmıĢtır. Son kısımda da sonuç ve öneriler 

verilmiĢtir. 

 

Anahtar Sözcükler: Model, modelleme, biyolojik modeller 

 

2017, 40 sayfa 
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ABSTRACT 

 

MSc. Thesis 

MATHEMATICAL ANALYSIS OF SOME BIOLOGICAL MODELS 

Oğuz ÖZCAN 

Tekirdağ Namık Kemal University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Zehra PINAR 

 

 This thesis consists of four parts. In the introduction, the relation of mathematics to 

other disciplines is discussed. In the first chapter, some mathematical studies that have 

contributed to biology by model and modeling concepts have been emphasized. In the second 

chapter, some biological models applied today are examined. In analyzing the reaction-

diffusion model and disease models, the brain tumor model and the kidney stone model are 

used to understand what is complex.  In the last part, conclusions and suggestions are given. 

 

Keywords: Models, modeling, biological models 
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    : Popülasyon boyutu 

 x   : x kapı parametresinin ileri yön hız sabiti x=(m, h, n) 
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1. GĠRĠġ  

 

 Sorunlara kesin ve anlamlı çözümler bulmak yıllarca insanoğlunun ortak çabası 

olmuĢtur. Bu sorunlar hayatın her alanında ve tüm disiplinlerde karĢımıza çıkmaktadır. Bu 

nedenle tüm bilimlerde gerçek hayat durumlarını temsil eden modellere ihtiyaç duyulmuĢtur 

ve karĢılaĢılan problemler nicel bir yaklaĢımla ele alınmaya baĢlanmıĢtır. Nicel yaklaĢım, 

sistemdeki olayların analitik olarak matematiksel ifadelerle tanımlanması anlamına 

gelmektedir.  

 

 Kullanılan kavramlar ve terimler soyut olsa da aslında matematik, özellikle modelleme 

ile gerçek dünya olaylarına, problemlere çözüm üreterek fizik, kimya, biyoloji, mühendislik, 

tıp ve diğer bilimlerin anlaĢılmasını ve geliĢmesini sağlamaktadır. Örneğin modelleme ile 

günümüzde bilim ve mühendislik tasarımı uygulamalarının gelecekteki durumları önceden 

tahmin edilebilmekte, tıpta uygun tedavi seçimi yapılabilmekte ve mevcut tedavilerin 

baĢarısızlık nedenleri anlaĢılabilmektedir. Modelleme yapılarak mekanik sorunlar, yapı 

tasarımı, trafik sorunları, ekolojik olaylar, güvenlik ve ulaĢım gibi problemlere de çözüm 

bulunmaktadır (Murray 2003). Yani bir problemin teorik olarak incelenmesi, model ve 

modelleme etrafında toplanır. Modellemede diferansiyel denklemler karmaĢık sistemlerin açık 

bir Ģekilde yorumlanmasına fırsat sunduğu için oldukça önemli bir yere sahiptirler.  

 

 Diferansiyel denklemlere dayalı modellere örnek olarak fizikte soğuma (ısınma) için 

Newton modeli örnek verilebilir. Soğuma (ısınma) iĢlemi hayatımızın çoğu alanında 

kullanılmaktadır. Newton‟un soğuma yasası Ģu Ģekilde ifade edilmektedir:      sıcaklığının   

zamanına göre değiĢiminin oranı,   ve cismi çevreleyen ortamın    sıcaklığı arasındaki farkla 

orantılıdır. Yani   pozitif bir sabit olmak üzere, 

 
  

  
           

 

ile ifade edilmektedir. Buradan hareketle         olması durumunda            olur yani 

sıcaklık azalır ve cisim soğur.         olduğunda ise            olur ve böylece   artar 

(Edwards ve Penney 2008). Yine aynı Ģekilde kimyadan bir örnek verecek olursak 

radyoaktiviteyi ele alabiliriz. Radyoaktif bozunmanın matematiksel ifadesi, bozunma ile 

orantılı olarak ifade edilmektedir ve diferansiyel denklemi  
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Ģeklindedir. Burada  , maddenin keyfi   anındaki radyoaktiflik oranını göstermektedir. 

BaĢlangıçta    tane radyoaktif çekirdeği bulunan bir element   süre bozunduktan sonra kalan 

bozunmamıĢ çekirdek miktarı  

 

             
    

 

bağıntısı ile bulunmaktadır (Ibragimov 2009). Görüldüğü gibi modelleme yöntemiyle birçok 

disipline ait problem sadeleĢerek çözülebilir hale gelmektedir. Bu çalıĢmada öncelikle model 

ve modelleme tanımları verilerek temel modelleme süreçlerinden bahsedilecek ve sonrasında 

modelleme örneklerinden biyolojik modeller ele alınacaktır. 
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2. MODEL ve MODELLEME 

 

 Modeller, karmaĢık sistemleri açıklama, tanımlama ve tahmin etme sürecinde ele 

alınan iĢlemler, iliĢkiler ve kurallar sistemidir (Lesh ve Doerr 2003). Matematiksel dil 

kullanarak gerçek hayat durumunu temsil etmektedirler. Modelleme ise modeli oluĢturma 

sürecidir (Bender 1978). Yani model, süreç sonunda oluĢmuĢ bir ürünü ifade etmektedir. En 

genel anlamıyla modelleme, gerçek hayattan bir objenin veya bir durumun prototipini 

oluĢturma olarak tanımlanabilir (ErbaĢ ve ark. 2014). 

 

 Gerçek hayat durumlarıyla ilgilenmek yerine modellerin tercih edilmesinin birçok 

sebebi vardır. Modeller alternatif bir deneme-yanılma yaklaĢımından çok daha düĢük bir 

maliyetle istenmeyen veya imkansız deneylerin önüne geçerek bir sistemin davranıĢıyla ilgili 

önemli bilgiler sağlamaktadır (Edwards ve Hamson 2001). Uzun zaman alan deneyler göz 

önüne alındığında zamandan da tasarruf söz konusudur. Bilimsel anlayıĢ geliĢtirilerek bir 

sistem nicel olarak ifade edilmekte ve bu sayede sistem bilinenleri göstermekle birlikte, 

modelin tahminlerinin gerçek hayattaki sistem davranıĢından sapma göstermesi durumunda 

bilinmeyenleri de gösterebilir. 

Modelleme süreci üç aĢamaya ayrılabilir: 

1. Problemi tanımlama  

2. Modelin oluĢturulması 

3. Modelin doğrulanması 

 Problemi tanımlama, modellemenin ilk aĢamasıdır. Bu aĢamada, problem 

tanımlanarak sadeleĢtirilir ve baĢlangıç noktaları arasındaki iliĢkiler karakterize edilir. Her 

Ģeyden önce hangi girdi bilgilerinin alakalı olduğuna karar vermek gerekir. Çünkü çıktılar, 

girdilerin bir fonksiyonudur. Burada parametrelerin seçimi önemlidir. Bunun için problemi 

etkileyen etkenler liste halinde yazılır. Her etken belirlenir ve onun hakkında varsayım 

oluĢturulur. Varsayıma göre bu etkenlerin ihmal edilebilir ya da önemli olduğuna karar verilir. 

Model, baĢında açıkça belirtilen belirli bir amaca sahip olmalıdır. 

 

 Bir sonraki aĢama, modelin oluĢturulması, yani kazanılan bilginin birinci aĢamadan 

matematiksel dile dönüĢtürülmesidir. Denklemler ve eĢitsizlikler, fonksiyonlar, grafikler, 

geometrik Ģekiller vb. formlarda çeĢitli matematiksel ifadeler sonuç olarak elde edilmektedir. 
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 Son aĢama, yerleĢik modeli doğrulama aĢamasıdır. Bu aĢamada modelin uygunluğu 

test edilir, diğer bir deyiĢle modelin verilen duruma uygun olup olmadığı doğrulanır. Model, 

gerçek durumla çeliĢkili olmamalıdır. Modeldeki her Ģey matematiksel kurallar çerçevesinde 

tutulmalı ve orijinal durumu yeterince tanımlamalıdır. Model açıklamalarının çözümünde elde 

edilen sonuçların orijinal problemin sunulduğu bilimsel alanda yorumlanması da önemlidir 

(Sekerak 2010). Genellikle bir modelin baĢarısı, modelin ne kadar kolay kullanılabilir 

olduğuna ve tahminlerinin ne kadar doğru olduğuna bağlıdır. Probleme ait tek bir model 

yoktur. Aynı problemi çözmek için farklı modeller geliĢtirilebilir (Edwards ve Hamson 2001). 

 

 Matematik, diğer disiplinlerde çeĢitli yöntem ve uygulamalarıyla, problemlere anlamlı 

cevaplar sunduğu için bir ihtiyaç olarak çalıĢmaların ayrılmaz parçası olmuĢtur. Bu da 

matematik ve diğer disiplinler arasındaki köprünün giderek belirginleĢmesini sağlamıĢtır 

(Murray 2003). Örneğin, matematiğin biyoloji üzerindeki etkisinin giderek artmasıyla biyoloji 

daha nicel bir hale gelmiĢ ve biyolojinin konularını matematiksel yöntemlerle inceleyen 

“Matematiksel Biyoloji” ortaya çıkmıĢtır. Biyolojinin araĢtırma konuları birbirleri ile örtüĢen 

alanlara da sahip olan üç ana baĢlık Ģeklinde gruplandırılabilir: Bir türün çoklu ölçekte 

organizasyonu (atomdan moleküle, hücreye, organizmaya, popülasyona ve son olarak 

ekosisteme), dünyadaki tüm canlı çeĢitliliği ve türlerin evrimleĢme süreci. Biyolojide 

matematiksel yöntemlere ihtiyaç duyulmasının nedenleri arasında biyolojik sistemlerin 

birbirleri ve çevreleri ile karmaĢık Ģekilde ve birden çok ölçekte etkileĢen çok sayıda 

elemandan oluĢması vardır. Matematiksel biyoloji, elemanlar arasındaki etkileĢimleri 

modeller yardımı ile nicel bir Ģekilde tanımlamaya çalıĢır. Biyolojide modellerin konusu 

birbirlerinden farklı ama çeĢitli derecelerde etkileĢmekte olan tüm biyolojik sistemlerdir. 

 

 Günümüzde biyoloji ve tıp araĢtırmaları gittikçe matematik ve hesaplamaya dayalı 

hale gelmiĢtir. Bu durum, ilgili araĢtırmaları önemli sonuçlara ulaĢtırmıĢ, matematiğin her 

türlü veriyi yorumlamaya yardımcı olabileceği fark edilmiĢtir. Biyolojik bilimlerin karmaĢık 

olması sebebiyle sistemleri basitleĢtirmek için biyolojik modeller ele alınmıĢtır ve bu 

modeller çok eskiye dayanmaktadır. 

Jungck (1997) tarafından da ele alınan bazı modeller aĢağıdaki Ģekilde açıklanmıĢtır: 
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2.1. Doğal Seleksiyonun Temel Teoremi 

 Fisher (1930) bu teoremi, “Herhangi bir zamanda herhangi bir canlının evrimsel 

baĢarısındaki artma oranı o andaki evrimsel baĢarıdaki genetik varyansa eĢittir” olarak ifade 

etmiĢtir. Price (1972), bu teoremi aĢağıdaki Ģekilde açıklamıĢtır:  

 , bazı popülasyondaki ortalama uygunluk ve     de    den       'ye  'deki değiĢim 

olmak üzere    değiĢikliğini, biri doğal seleksiyonun etkisi olan      ve diğeri çevresel 

değiĢimden      kaynaklanan iki bileĢenden oluĢtuğunu düĢünebiliriz. 

 

  =     +                                                 (2.1) 

 

Burada  NS  doğal seleksiyon nedeniyle   deki değiĢimi,  EC  çevresel değiĢim 

etkilerinden dolayı   deki değiĢimi temsil eder. Fisher'ın  'Doğal Seleksiyonun Temel 

Teoremi'; 

 

    /  =                                               (2.2) 

 

olur. Burada  , uygunluğun genetik varyansıdır. Teoremi daha açık halde yazmak için 

zamanı belirten alt simgeler eklendiğinde denklem; 

 

     /  =                                               (2.3) 

 

halini almaktadır. Burada alt indis    teoremin temel deyiminde tekrarlanan   zamanındaki 

durumu ifade etmektedir. 

     'nin nasıl tanımlanacağı sorusu, 

 

 =   +∑         
                                              (2.4) 

 

Ģeklinde cevaplanmaktadır (Price 1972). 

Burada   bir gen lokusunu,   belirtilen lokusta belirli bir alleli,    , popülasyon frekansını, 

      popülasyon üyelerinin kısmi doğrusal regresyonunu ve   de sabiti belirtmektedir. 

Denklem (2.4)'ü basitleĢtirmek için,       regresyon katsayıları, sabit  'yi içeren yeni 

regresyon katsayıları       ile değiĢtirildiğinde 

 

 = ∑          
         ∑         

                                            (2.5) 
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olur. Burada  , toplam gen lokusunun karĢılığıdır. Daha da basitleĢtirmek için,       indisleri 

atlanarak, denklem (2.4) basitçe, 

 

 = ∑    

 

Ģeklinde yazılır. Zaman belirtmek için alt simgeler eklediğinde ve              alındığında 

açık olarak, 

 

    ∑     ,          ∑      

            ∑       ∑                                               (2.6) 

 

yazılmıĢ olur.      ve      'yi denklem (2.1) 'de açıklamaya hazırız. Fisher Ģu anki kısmi 

diferansiyel notasyonu ve  ,   ve   sembollerini kullanmasa da,   ile ilgili bakıĢ açısı,   'nin 

doğal seleksiyon ve çevresel değiĢiklik bileĢenleri Ģu Ģekilde ifade edilebilir: 

 

     =  ∑      ∑                                                 (2.7) 

     =  ∑      ∑                                                (2.8) 

 

Denklem (2.7) ve (2.8), denklem (2.6) 'yı vermek üzere bir araya getirilmiĢtir. Denklem (2.7), 

gen frekanslarındaki değiĢikliklerin etkileri nedeniyle  'deki değiĢimi ifade etmektedir. 

Denklem (2.7) ve (2.8), denklem (2.6) 'yı vermek için eklendiğinden, bu nedenle denklem 

(2.8), Fisher'in düĢündüğü ortalama uyum açısından çevresel değiĢiklik oluĢturan diğer tüm 

etkileri ifade eder. Tabii ki çevredeki değiĢiklikler (genetik ortam da dahil),   veya 

  regresyon katsayılarında değiĢikliklere neden olur. Dolayısıyla denklem (2.8) Fisher‟ın 

bakıĢ açısına göre doğal seleksiyon olmadan çevre değiĢiminin etkisini ifade eder ve denklem 

(2.8) sabit gen frekansları için tanımlanmıĢtır. Fisher, gen frekanslarındaki değiĢikliklerin 

doğal seleksiyon nedeniyle olduğu düĢüncesindedir. Dolayısıyla, denklem (2.7) ve (2.8) 'in 

sırasıyla doğal seleksiyon ve çevresel değiĢimin ortalama popülasyon uygunluğuna etkilerini 

tanımladığı düĢünülebilir. 

 

(∑      ∑       /  =                                          (2.9) 

 

Bu sonuç denklem (2.7) ile birleĢtirerek 'temel teorem' elde edilmiĢtir (Price 1972). 

Genetikçiler, çoğu durumda,             iliĢkisinin özel koĢullar altında olduğunu 
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göstermiĢlerdir. Bu koĢullar, tüm çevresel değiĢiklikleri ortadan kaldıran koĢullardır ve  

      olur. Sonuç olarak (2.6) ve (2.7) eĢdeğer hale gelmektedir. 

  

2.2. Lotka-Volterra Denklemleri 

 

 Av-Avcı modeli olarak da bilinen bu denklem sistemi, Lotka (1925) ve Volterra 

(1926)  tarafından yapılan çalıĢmalar sonucunda ortaya çıkmıĢtır ve bu çalıĢmalar 

matematiksel biyolojiye önemli katkılar sağlamıĢtır. Bu modeli, iki popülasyon türü 

arasındaki iliĢkiyi anlayabilmek için gerçek yaĢamın basit bir uyarlaması olarak düĢünebiliriz. 

Lotka-Volterra denklem sistemi ile “avcı” durumunda olan canlı türü ve bu canlının besin 

kaynağı olan “av” arasındaki popülasyon dinamikleri açıklanmaktadır (Murray 2003).  

  ile av,   ile de avcı gösterildiğinde av-avcı modeli 

 
  

  
                 (2.10) 

  

  
                  (2.11) 

 

Ģeklindedir. Burada             hız sabitleridir. 

 

 (2.10) ve (2.11) deki terimleri tanımlarsak     terimi, av nüfusunun    oranı ile 

büyüyeceğini gösterir yani üreme hızı mevcut nüfus büyüklüğüyle orantılı olacaktır.       

terimi,    oranına sahip av hayvanlarının avlanmasıyla azalmasına karĢılık gelir.      terimi, 

avcıların-yırtıcıların yiyecekleri varsa, üreyeceklerini gösterir. Son olarak      terimi de 

avcıların-yırtıcıların yiyecekleri yoksa nüfuslarının azalacağını gösterir. 

 

2.3. Hodgkin-Huxley Denklemleri 

 

 Hodgkin ve Huxley, sinir iletimi modellemesiyle ilgili olarak mürekkep balıklarının 

sinir hücrelerinin uyarılması sonucu nasıl elektriksel tepki ürettiklerini keĢfetmek için 

deneyler yapmıĢlar ve bu deneylerin sonucunda sinirin uyarılması ve impuls iletimi 

durumlarında zardaki elektriksel ve kimyasal değiĢimleri matematiksel olarak tanımlayan 

Hodgkin-Huxley modelini ortaya koymuĢlardır (Hodgkin ve Huxley 1952). Bu model 

canlılardaki diğer uyarılabilir dokulardaki iyonik akımların da tanımlanmasında temel teĢkil 

etmesi açısından önem taĢımaktadır.  
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 Biyofizik araĢtırmalarda kullanılan daha küçük aksonlarda teknik olarak uygulanabilir 

olmayan manipülasyonlara izin verdiği için mürekkep balığının dev aksonu çalıĢmalar için  

tercih edilmiĢtir. Ġyi tasarlanmıĢ bir dizi deneyde Hodgkin ve Huxley, mürekkep balığı dev 

aksonundaki makroskopik iyonik akımların akson zarda Na
+
 (sodyum) ve K

+ 
(potasyum) 

iletkenliklerinde nasıl anlaĢıldığını sistematik bir biçimde göstermiĢtir. Na
+
 ve K

+
 

iletkenliklerinin voltaj bağımlı ve zaman bağımlı özelliklerinin ayrıntılı bir matematiksel 

modelini geliĢtirmiĢlerdir. Bu çalıĢma, aksiyon potansiyelinin temelini tanımlayan bir 

diferansiyel denklemler sisteminin geliĢtirilmesine yol açmıĢtır. Bu sistemle aksiyon 

potansiyelinin tüm önemli biyofiziksel özelliklerini doğru bir Ģekilde üretebildiklerini 

göstermiĢlerdir. Hodgkin-Huxley nöron modelinde sinir membranın bir segmentine ait 

elektriksel özellikler ġekil 2.1‟de verilen eĢdeğer devre ile modellenmiĢtir. 

 

 

 

ġekil 2.1. Hodgkin-Huxley tarafından mürekkep balığı aksonu için önerilen eĢdeğer elektriksel devre             

(Bower ve Beeman 1998, Izhikevic 2007) 

 

 ġekil 2.1.‟de    ,   ,    sırasıyla sodyum, potasyum ve sızıntı iyonik akımlarının 

geçtiği iyon kanallarının iletkenliklerini;    ,    ve     sırasıyla sodyum, potasyum ve sızıntı 

denge potansiyellerini;    ,    ve    ise sırasıyla sodyum, potasyum ve sızıntı akımını 

göstermektedir. Bu elektriksel devrede Kirchhoff akım yasası uygulandığında toplam akım, 

iyonik akımın ve kapasitif akımın toplamı olarak Hodgkin ve Huxley tarafından aĢağıdaki 

Ģekilde tanımlanmıĢtır: 

 

                                             (2.12) 

  

      , toplam iyonik akımı yani sodyum, potasyum ve sızıntı akımının toplamını,    ise 

membran kapasitansı üzerindeki toplam akımı göstermektedir ve hücre zarı kapasitansı 

   olmak üzere, 
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        (2.13) 

 

Ģeklinde tanımlanmaktadır. O halde ġekil 2.1‟deki elektriksel devrenin çözümü bir 

diferansiyel denklem olarak Skaugen ve Walloe (1979) tarafından  

 

     
   

  
    +   +                        (2.14) 

 

Ģeklinde ifade edilmektedir.  Ġyonik akım eĢitliğini biraz daha geniĢletecek olursak iyonik 

akımlar, 

 

                               (2.15a) 

                                    (2.15b) 

                           (2.15c) 

 

olur ve eĢitlik (2.14) biraz daha açılarak  

 

                                                                   (2.16) 

 

halini alır. Burada    ,    ve     sırasıyla sodyum, potasyum ve sızıntı iyonik akımlarının 

geçtiği iyon kanallarının iletkenlik değerleridir (Gerstner ve Kistler 2002).     ve 

   değerleri değiĢkenlik gösterirken    sabittir.     ve    aĢağıdaki gibi tanımlanmaktadır 

(Hodgkin ve Huxley 1952): 

 

       
                                     (2.17a) 

     
                              

                  (2.17b) 

 

   
    ve    

     iyon kanallarının tümünün açık olması durumunda makroskopik iletkenlik 

değerlerini göstermektedir ve maksimum iletkenliği belirleyen normalleĢtirme sabitleridir.   

ve  , sodyum iyon kapılarının,   de potasyum iyon kapılarının açık olma olasılığını gösterir. 

(2.17a) ve (2.17b) denklemlerinde sodyum için üç özdeĢ hızlı aktivasyon ve bir yavaĢ 

inaktivasyon kapısı, potasyum için ise özdeĢ dört aktivasyon kapısı tanımlanmıĢtır. Bu 

durumda potasyum ve sodyum iyonik akımları tekrar ifade edilirse 

 

        
                                               (2.18a) 

      
                        (2.18b) 
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olur. Membran geriliminin değiĢimini görmek için elde edilen iyonik akımlar denklem 

(2.12)‟de yerine yazılırsa  

 

   
   

  
       

                     
                                  (2.19)      

                     

halini alır.  ,   ve   parametreleri olasılık değerleri olması sebebiyle     aralığında değer 

almakta ve zamana bağlı dinamikleri diferansiyel denklemlerle Ģu Ģekilde tanımlanmaktadır:  

 
  

  
                                     (2.20a) 

  

  
                                          (2.20b) 

  

  
                                       (2.20c) 

 

Buradaki        ve       ,           için değerleri sırasıyla bir kanalın açıkken kapalı 

konuma, kapalıyken de açık konuma geçiĢini kontrol eden ve gerilime bağlı olarak değiĢen 

hız fonksiyonlarıdır. Sonuç olarak; (2.19) ve (2.20a), (2.20b), (2.20c) denklemleri ile verilen 

diferansiyel denklemlerden oluĢan sistem Hodgkin-Huxley modelini oluĢturmaktadır. 

 

2.4. Ada Biyocoğrafyası Teoremi 

 

 Adalar, bulundurdukları bitki ve hayvan türleri bakımından biyologların ilgisini çeken 

belirli sınırları olan coğrafi alanlardır. Adalardaki fauna ve flora elemanlarının hangi yolla bu 

adalara ulaĢtığı, statik dengeli bir teoriden bahsedilip bahsedilemeyeceği yıllarca biyologların 

temel soruları olmuĢtur. MacArthur ve Wilson (1967), adalardaki değiĢim sürecinin 

varlığından bahsetmiĢler ve biyocoğrafi temelli bir dengenin olduğunu belirtmiĢlerdir. 

Adalardaki tür çeĢitliliği alan ile doğru orantılıdır. Yapılan araĢtırmalar alan büyüdükçe tür 

sayısının da arttığı yönünde bir sonuca ulaĢtırmıĢtır. Bu artıĢ geometrik bir artıĢtır. Bu 

durumda,  , tür çeĢitliliğini;  , alanı;   de oransal değiĢimi göstermek üzere tür ve alan 

iliĢkisi  

 

       
           (2.21)

        

 

Ģeklinde tanımlanmıĢtır (MacArthur ve Wilson 1967). 
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2.5. Enzim Kinetiği için Michaelis-Menten Denklemi 

 

 Enzimler, yaĢam süreçleri için hayati öneme sahip biyolojik katalizörlerdir. Bu denli 

hayati öneme sahip olan enzimlerin çalıĢma sistemi yıllarca belirlenmeye çalıĢılmıĢtır. 

Michaelis ve Menten (1913) aĢağıdaki reaksiyon dizisini önermiĢtir: 

 

                    

 
 Bu sistemde   enzimi,   substratı ve   oluĢan ürünü simgeler. Yukarıdaki reaksiyon 

dizisinde ilk reaksiyonun hızlı ve tersinir olduğu varsayılır (denge sabiti   ), ikinci reaksiyon 

ise birinci dereceden bir tepkimedir ve hız sabiti      dir. Sistemde enzim miktarının sabit 

olması ikinci varsayımdır. Hız denklemleri aĢağıdaki Ģekilde çözülür: 

Reaksiyon dizisinden, 

 

                            (2.22) 

 

ve 

 
    

  
 =                                        (2.23) 

 
elde edilir.      toplam enzim miktarı,     de serbest enzim olmak üzere, 

 

                                                      (2.24) 

 
iliĢkisi yazılabilir. Böylece, 

 

                                     (2.25) 

 

olur ve ürünün oluĢum hızı     aĢağıdaki denklemle elde edilir: 

 

                                      (2.26) 

 

Klasik Michaelis-Menten mekanizması, büyük enzim molekülleri toplulukları için katalitik 

etkinliklerin oldukça tatmin edici bir tanımını sağlamıĢtır. Enzim kinetiği, enzim 

aktivitelerinin karakterizasyonu için önemli bir rol oynamıĢtır (Fersht 1999). 
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2.6. Luria-Delbrück Dalgalanma Testi 

 

 Luria ve Delbruck (1943) tarafından tanımlanan dalgalanma analizi, mutasyon 

oranlarını hesaplama alanında standart metot haline gelmiĢtir. Klasik Luria ve Delbruck 

dalgalanma analizinde, kültürde tek bir bakteri veya hücre yetiĢtirilmekte ve tekrarlanan 

bölünme ile çok sayıda soy elde edilmektedir. Diğer düĢünce mutasyon oranını tahmin etmek 

için koloni sayılarının kullanılmasıdır (Luria ve Delbrück 1943). Luria ve Delbruck tarafından 

önerilen yöntemler Lea ve Coulson (1949) tarafından geniĢletilmiĢ ve bu yöntemler Ģu anda 

mutasyon oranlarını tahmin etmek için temel oluĢturmuĢtur. 

 

Poisson süreci için Luria-Delbrück dalgalanma testi denklemi,  

 

  =                                    (2.27) 

 

olup burada   mutasyona uğramamıĢ kültürlerin oranı,   mutasyon oranı ve    popülasyon 

boyutudur. 

 

2.7. Genetik Haritalama (Haldane Fonksiyonu) 

 

 Gen haritalaması, genlerin kromozomlar üzerinde bulunduğu yerlerin (lokus) 

gösterilmesidir. Bu haritalama sonucunda genomun anatomisi ortaya çıkar ve bu da genetik 

hastalıkların tedavisi açısından çok önemlidir. Genetik haritalamaya, genlerin kromozomlar 

üzerindeki yerlerinin bulunması aĢamasında uygulanan biyolojik ve istatistiksel analizler 

sebebiyle genomun matematiksel analizi de denilebilir. Kromozomları doğrusal haritalar 

olarak sunan ilk kiĢi Thomas Hunt Morgan‟dır. Haldane (1919), iki lokus arasında "geçiĢ-

crossing over"ın gözlemlenen yüzdesini (rekombinasyon oranı) kromozom üzerindeki iki 

lokus arasındaki fiziksel mesafeyle iliĢkilendiren ilk denklemi yayınlamıĢtır: 

 

    
 

 
                   (2.28) 

 

 Bu denklemde    ,   ve   lokusları arasındaki rekombinasyon oranını ve  ,   ve 

  lokusları arasındaki harita mesafesini ifade etmektedir. 
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3. BĠYOLOJĠK MODELLER 

 

 Matematiksel modelleme, biyolojik problemleri analiz etmek için güçlü bir araçtır ve 

biyolojik sürecin daha iyi anlaĢılmasını sağlayacak hipotezlerin geliĢtirilip test edilmesini 

sağlar. Gerçekçi ve kullanıĢlı bir modelin temelleri Ģunlardır (Murray 2002): 

(i) biyolojik sorunun anlaĢılması; 

(ii) önemli biyolojik olayların gerçekçi bir matematiksel gösterimi; 

(iii) yararlı çözümler bulmak, tercihen niceliksel olmak; 

(iv) matematiksel sonuçların biyolojik bir yorumlanması. 

 Son zamanlarda sistemleri matematiksel dille açıklayan modeller temel soruların 

ötesine geçerek pratik yararlar sağlamıĢtır. Örneğin kanser araĢtırmalarında yaygın olarak 

kullanılan tümörlerin büyüme ve metastaz modellemesi matematiğin soyut dünyadan çıkarak 

insan sağlığına yapmıĢ olduğu etkiyi gösteren en güzel örneklerden biridir. Bu modeller hem 

uygun tedavi seçiminde, hem de mevcut tedavilerin baĢarısız olması durumunda nedenleri 

anlamak için kullanılmaktadır. Matematiksel teknikler uygulanarak kanser araĢtırmalarının üç 

ana alanında önemli ilerleme kaydedilmiĢtir. Birincisi, tümör kaynaklı anjiyogenezin (tümör 

büyüdükçe yeni kan damarlarının oluĢma süreci) modellenmesindeki bir dizi geliĢmedir. 

Ġkinci alan, metastaz sürecini yani vücudun herhangi bir yerindeki dokuların habis tümör 

hücrelerinin yayılmasını ilgilendirir. Kanser araĢtırmalarında matematiksel biyolojinin üçüncü 

önemli uygulaması ise doğrudan terapilerle ilgilidir: radyoterapi rejimlerinin modellenmesi ve 

kanserlerin neden tekrarladığını anlamak için kullanılmaktadır (Hunter 2010).  

Günümüzdeki biyolojik modellerin bazıları aĢağıdaki ele alınmıĢtır: 

 

3.1. Popülasyon Denge Modeli 

 

 Popülasyon denge modeli parçacıklardan oluĢan bir sistemde parçacıklarının 

değiĢimini ve yeni parçacıkların üretilmesini inceler. Bu modelin kullanımı gün geçtikçe 

ilerleme kaydetmekte ve kristal morfolojisi, hücre büyüme ve farklılaĢması gibi çok değiĢik 

alanlarda karĢımıza çıkmaktadır. Bunların yanı sıra mühendislikte, kristalleĢme ve çökelme, 

çözünme, polimerizasyon, multifaz akıĢ ve reaksiyon, fermantasyon, karıĢım, kuruma, hücre 

büyümesi, bölünmesi, farklılaĢması ve ölümü gibi alanlarda kullanılmaktadır (Ramkrishna 

1979, 1985, Ramkrishna ve Mahoney 2002, Ramkrishna 2014). 
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 Popülasyon denge modeli ilk olarak Hulburt ve Katz (1964), Randolph (1964), 

Fredickson ve ark. (1967) tarafından ele alınmıĢ, Jakobsen (2008) tarafından detaylı olarak 

tartıĢılmıĢ ve Ramkrishna (2000) tarafından da uzun süredir incelenmektedir. Popülasyon 

denge modelinin genel formülasyonu, çok geniĢ alanda uygulamasını sağlamıĢtır. Genel 

olarak popülasyon denge denklemi  

 
  

  
                             (3.1) 

 

olup, burada   çok boyutlu yoğunluk dağılım fonksiyonunu tanımlamaktadır. Kısaca, uzayda 

küçük hacim için, yoğunluk değiĢim oranı, parçacık akıĢındaki sapma ve aynı zamanda 

kaynak (doğum-Birth- ) ve kayıp (ölüm-Death- ) ile eĢleĢtirilmektedir. Akı, hız ( ) ve 

yoğunluğun lokal çarpımı olup         dir.  

 

 

 

ġekil 3.1. Popülasyon Denge Modeli Uygulamaları 

 

 Popülasyon denge modeli, parçacıkların sürekli olarak nasıl değiĢtiğini ve yeni 

parçacıkları nasıl ürettiklerini açıklamaktadırlar. Bireysel parçacıkların sürekli değiĢimi adi 

diferansiyel denklemlerle ifade edilebildiği (Ramkrishna 2000)  gibi deterministik veya 

stokastik diferansiyel denklemlerle de ifade edilebilmektedir. Bu değiĢimlerin ifade edildiği 

süreçler: agregasyon (aggregation), parçalanma (breakage), çekirdeklenme (nucleation) ve 

büyüme (growth) dir. 

 
 

  
       

 

  
                                        

(3.2) 

 

olup burada        büyüme fonksiyonudur ve 
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∫                              ∫                        

 

 

 

 

 

       ∫                                  
 

 

 

 

       ,   birim hacim olmak üzere yoğunluk fonksiyonudur.       zamana bağlı 

çekirdeklenme fonksiyonunu ve       Dirac-delta fonksiyonunu tanımlamaktadır.  

          hacime bağlı agregasyon çekirdeği olup   ve    hacimli parçacıkların frekansı ile 

     hacminde bir parçacık oluĢturmasını tanımlar.      hacime bağlı parçalanma 

fonksiyonu,         simetri ve normalizasyon koĢullarını sağlayan stokiyometrik çekirdek 

olmak üzere    hacimli parçacıkların parçalanmasından   hacimli parçacıkların oluĢma 

ihtimali vasıtasıyla ikili parçalanma için ürün boyut dağılımını vermektedir (Kumar 2006). 

i) Agregasyon:  Bir ya da daha fazla parçacığın bir araya gelerek daha büyük parçacık 

oluĢturduğu süreçtir. Bu süreçte toplam parçacık sayısı azaldığı halde kütle korunur. 

ii) Parçalanma: Parçalanma sürecinde, parçacıklar en az iki parçacığa parçalanırlar. 

Parçalanma sürecinin parçacık sayısı üzerinde büyük etkisi vardır. Bundan dolayı 

parçacıkların sayısında artma olmasına rağmen, agregasyonda olduğu gibi kütle korunur. 

iii) Büyüme: Parçacık dıĢındaki bir maddenin bir parçacığın yüzeyine ilave olması büyüme 

süreci olarak isimlendirilir. Büyümenin parçacıkların sayısında etkisi yoktur fakat parçacığın 

toplam hacmi artmaktadır. Ayrıca bu süreçte parçacığın boyutu sürekli olarak artmaktadır. 

iv) Çekirdeklenme: Parçacık dıĢındaki maddenin yoğunlaĢtırılmasıyla yeni bir parçacık 

oluĢumuna çekirdeklenme denir. Çekirdekler genellikle sistemdeki olası en küçük parçacıklar 

olarak kabul edilir. Çekirdeklenme sürecinin toplam parçacık sayısı üzerinde önemli bir etkisi 

vardır fakat parçacıkların toplam hacmi üzerinde etkisi daha azdır. 

Yukarıdaki durumlar ġekil 3.2.‟de Ģematik olarak gösterilmiĢtir (Kumar 2006). 
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ġekil 3.2. Popülasyon denge modelindeki süreçler 

 

 Popülasyon modeli, bir ya da daha fazla özelliğin dağılımının dinamik evrimini 

tanımlar. Bundan dolayı daha çok agregasyon ya da parçalanma problemleri göz önüne alınır 

ki hacim bir boyut olarak kabul edilmektedir. Diğer taraftan sadece büyüme prosesi için lineer 

tabanlı ölçüm yani uzunluk ya da çap tercih edilir. Aksi belirtilmedikçe, parçacıkların katı 

yoğunluğunun sabit olduğu ve bir parçacık kütlesinin parçacık hacmiyle değiĢtirilebileceği 

kabul edilmiĢtir. 

 

 Popülasyon denge modeli mikrobiyal hücrelere 1960‟lardan beri uygulanmaktadır. 

Bunlara ek olarak popülasyon denge modeli için yeni bir uygulama alanı da doku 

mühendisliğidir. Kemik iliğindeki kök hücrelerin büyümesi ve farklılaĢmasının 

modellenmesi, gen düzenlenmesinin modellenmesi, bunlara ek olarak kristalleĢme sürecini 

içeren böbrek taĢının oluĢumu da popülasyon denge modeli ile modellenmektedir 

(Ramkrishna 2000, Ramkrishna ve Mahoney 2002, Ramkrishna 2014).  

 

3.2. Turing’in Reaksiyon-Difüzyon Modeli 

 

 Matematikçi Turing, 1952‟den 1954‟teki ölümüne kadar matematiksel biyoloji üzerine 

derin etkileri olan çalıĢmalar yapmıĢtır. 1952‟de örnek biçimlendirme hipotezini öne sürerek 

„Morfogenezin Kimyasal Temeli‟ adlı bir makale yazmıĢtır (Turing 1952). Canlıların 

yapısındaki Fibonacci numaralarının varlığını anlamaya çalıĢmıĢtır. 1960‟ların sonu ve 

1970‟lerde Turing‟in çalıĢmaları geliĢtirilmiĢtir. Prigogine ve Nicolis (1967) tarafından 

reaksiyon-difüzyon çalıĢmalarına matematiksel olarak daha basit bir model, Gierer ve 

Meinhardt (1972) tarafından da temeli Turing‟in modellemesine dayanan baĢka bir aktivatör-

inhibitör reaksiyon-difüzyon sistemi önerilmiĢtir. 
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 Reaksiyon-Difüzyon denklemleri, birçok bileĢenin etkileĢimiyle oluĢan sistemlerde 

doğal olarak ortaya çıkar ve çeĢitli biyolojik, kimyasal ve fiziksel sistemleri tanımlamak için 

yaygın olarak kullanılmaktadır. 

Bir boyutlu Reaksiyon-Difüzyon denklemleri genel olarak, 

 
  

  
                                                                                                                      (3.3)  

 

Ģeklinde yazılır. 

Bu denklemde            konum ve zaman değiĢkenlerinin bir fonksiyonudur.     
   

   
 

difüzyon terimidir ve  , difüzyon katsayısıdır.      fonksiyonu da sistemin reaksiyonunu 

ifade eder. 

 

3.2.1. Reaksiyon 

  

 Bir reaksiyon genellikle iki veya daha fazla nesne arasındaki bir çeĢit etkileĢimi ifade 

eder. Reaktif terim     ,   konsantrasyonundaki değiĢimi tanımlamaktadır. OluĢma ve 

kaybolma gibi reaksiyon süreçlerini gösterir. Örneğin, 

 
  

  
                  (3.4) 

 

modelinde    reaksiyon terimidir. Birden fazla kimyasal türe ait reaktif terimler, kimyasallar 

arasındaki etkileĢimlere ek olarak her bir kimyasalın üretilmesi ve bozunumundan 

kaynaklanan konsantrasyonlardaki lokal değiĢiklikleri de açıklamaktadır. Bu tür 

reaksiyonların bazı örnekleri, kimyasal reaksiyonlar ve iki veya daha fazla türün kaynaklar 

için yarıĢtıkları popülasyon dinamikleridir. 

  

3.2.2. Difüzyon 

  

 Difüzyon terimi Latince “diffundere” (diffüz)‟den gelmektedir ve yayılmayı, 

dağılmayı tanımlar. Daha geniĢ bir tanımla her bir parçacığın kinetik enerjisinin bir sonucu 

olarak kimyasal kombinasyon olmaksızın yüksek konsantrasyonlu bölgelerden düĢük 

konsantrasyonlara karıĢan ve hareket eden gazların, sıvıların ve katıların parçacıklarının 

dağılımını tanımlamak için kullanılmaktadır. 

Fick (1855), difüzyon denklemini, 
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                 (3.5) 

 

Ģeklinde vermiĢtir, aynı zamanda bu denklem Fick‟in ikinci yasası olarak da bilinmektedir 

(Mehrer ve Stolwijk 2009). 

 

3.2.3. Turing kararsızlığı ve desen OluĢturma 

 

 Turing modeli bir yüzey üzerinde yayılırken birbirleriyle etkileĢen, iki tür morfojeni 

ele almaktadır. u ve v iki farklı morfojen olmak üzere difüzyon katsayıları sırasıyla Du ve Dv 

olarak kabul edilmektedir.         olduğunda morfojenler doğrusal olarak kararlı 

düzgün sabit bir duruma yaklaĢmaktadır,       olduğunda ise difüzyon terimlerinin 

sisteme girmesi, belirli koĢullar altında, konumsal olarak homojen olmayan desenlerin 

oluĢmasına neden olur. Bu durum difüzyonun neden olduğu kararsızlık ya da Turing 

kararsızlığı olarak adlandırılır. Bir sistemde difüzyon, genellikle bir düzgünleĢtirme ve 

kararlılık süreci olarak bilindiğinden Turing kararsızlığı olarak adlandırılan bu olgu, 

alıĢılmıĢın dıĢında bir durum olarak karĢımıza çıkmaktadır. Hipotetik olsa da difüzyon 

teriminin bir sistemi nasıl kararsız hale getirdiğini açıklayan bir örnek Murray‟in 2003 

yılındaki çalıĢmasında Ģu Ģekilde verilmiĢtir: 

 

 “Çok sayıda çekirgenin yaĢadığı bir kuru ot tarlası olduğunu ve çekirgelerin sıcaklığa 

bağlı olarak terleme yoluyla fazlaca nem ürettiğini varsayalım. Bu kuru ot tarlasının 

yakılmaya baĢlandığını ve alevlerin yayıldığını düĢünürsek bu durumda çekirgeleri ateĢi 

engelleyici (inhibitör), ateĢi de reaksiyon oluĢumunu kolaylaĢtıran uyarıcı (aktivatör) olarak 

düĢünebiliriz. Alevleri söndürmek için nem yoksa yangın bütün alana yayılacak ve bu da 

kömürleĢmiĢ bir alana neden olacaktır. Bununla birlikte mevcut sıcaklıkta terleme yoluyla 

nem üreten çekirgeler otları nemlendirecek ve böylece yeterince nemli olan bu bölgelere ateĢ 

ulaĢtığında bu ıslaklık otların yanmasını engelleyecektir. Konumsal desen oluĢumu 

bakımından senaryo Ģöyledir:    difüzyon katsayısına sahip olan ateĢ (aktivatör) yayılmaya 

baĢlar.    difüzyon katsayısına sahip olan çekirgeler (inhibitör) kendilerine doğru yayılmaya 

baĢlayan ateĢten daha hızlı hareket ederek uzaklaĢırlar. Yani    difüzyon katsayısı    

difüzyon katsayısından çok daha büyüktür. Daha sonra nem üreten çekirgeler bulundukları 

bölgeyi ıslatırlar ve kömürleĢmiĢ alan sınırlanmıĢ olur. Bu yanma süreci sonucunda 

kömürleĢmiĢ ve kömürleĢmemiĢ olan bölgelerin heterojen dağılımı görülebilir. Ġnhibitör ve 
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aktivatörün eĢit difüzyon katsayısıyla yayılması durumunda desen dağılımı görülmeyecektir” 

(Murray 2003). Desen oluĢum örneklerinden bazıları ġekil 3.3.‟te gösterilmiĢtir (Murray 

2012). 

 

 
ġekil 3.3. Desen oluĢum örnekleri (Murray 2012) 

 

3.3. Tümör Modeli 

 

3.3.1. Tümör büyümesinin modellenmesi 

  

 Kanser araĢtırmaları, sabit bir oranda iki katına çıkan (1 hücre, 2 hücre, 4 hücre, 8 

hücre…) katı (genellikle iyi huylu) tümörlerin basit üstel büyümesinin belirtilmesiyle 

modelleme için elveriĢli bir zemin oluĢturmuĢtur (Collins ve ark. 1956). Kusama ve ark. 

(1972) meme kanserlerinin radikal rezeksiyonunu (bir organ veya vücut kısmının bir 

bölümünün veya tamamının çıkarılması) takiben sağ kalım süresini üstel büyüme oranı ile 

iliĢkilendirmiĢtirler. Lojistik (gompertzian) büyümenin baĢlaması, tümör hücrelerinin kan 

akıĢını arttırması ve merkezi nekroz üretmesi nedeniyle sonraki aĢamalarda büyümenin 

yavaĢlamasına sebep olur. Belirli bir fare sarkomunda bulunan modelin nihai sadeleĢtirmesi 

matematiksel olarak lineer hale gelmiĢtir (Mayneord 1932). Bu, basit epidermoid kistlerde 

(deri üzerinde meydana gelen kistler) de geçerli olmuĢtur (Alvord 1977). 

 



20 
 

 Tümör hücrelerinin yayılması ve bu hücrelerin tümünün ölümsüz olmaması nedeniyle 

matematiksel kavramlar zorunlu olarak solid (sert ve dayanıklı) tümörlerin asıl basit modelleri 

tarafından sağlanandan daha karmaĢık hale gelmiĢtir. 

 

 Deisboeck (2001), beyin tümörlerinin karmaĢık, dinamik ve kendinden organizasyonlu 

biyosistemler gibi davrandıklarını ileri sürmüĢ ve görüntü iĢleme tekniklerini içeren bilgisayar 

ile görselleĢtirme ve benzetimleri kullanmıĢtır. 

 

3.3.2. Matematiksel model: göç ve net çoğalmanın etkileĢimi 

 

 Sızıntı yapan bir gliomanın büyümesinin nasıl ölçüleceği sorusunun ilk cevabı Murray 

tarafından 1990'lı yılların baĢında verilmiĢtir. Murray, problemi bir korunum denklemi olarak 

formüle edip yazmıĢtır: 

 
Tümör Hücre Popülasyonunun Değişme Oranı = Tümör Hücrelerinin Difüzyonu + Tümör 

Hücrelerinin Net Çoğalması                     (3.6) 

 

Denklem (3.6) matematiksel olarak, tedavi edilmemiĢ gliomlar için tek bir kısmi diferansiyel 

denklem ile gösterilebilir: 

 
  

  
                                                                                                                             (3.6) 

 

burada          konumunda ve   zamanındaki tümör hücre yoğunluğunu,  , net çoğalma 

hızını, ve   gradient operatörünü tanımlar. Klasik eğime bağlı Fick difüzyon varsayımı 

altında          alınarak model Ģu Ģekilde yazılmaktadır: 

 

 
  

  
           

 
                              (3.7) 

            

 

burada   glioma hücrelerinin aktif hareketliliğini temsil eden difüzyon katsayısıdır.     , 

habis (kötü huylu) hücrelerin baĢlangıçtaki uzamsal dağılımını tanımlamak üzere model 

formülasyonu, beyin sınırının ve baĢlangıç koĢullarının ötesine geçmeyen sınır koĢulları ile 

tamamlanmaktadır. 
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 Modelin baĢlangıçtaki orijinal analizlerinde beyin dokusunun homojen olduğu 

varsayılmıĢtır. Böylece glioma hücrelerinin rastgele hareketliliğini tanımlayan difüzyon 

katsayısı  , sabit ve beyinde tekdüze olmuĢtur (Tracqui ve ark. 1995, Burgess ve ark. 1997). 

Tümör büyümesinin üstel olduğu varsayıldığı için hücre büyümesi denklemindeki terim      

sabittir.  

 

 Temel model varsayımlarının bir sonucu olarak tümör hücrelerinin yoğunluk profili, 

büyüme hızı ve difüzyon katsayısı oranına bağlı olarak bulunmuĢtur. Yani,       sabitken   

ve   değiĢtirildiğinde tümör büyümesinin geometrisi ve istilası aynı kalır, yalnızca büyüme 

ve istilanın gerçekleĢtiği zaman ölçeği değiĢir. Spesifik olarak,       sabitlenmiĢ iki farklı 

tümör, tek bir gözlem zaman noktasında tam olarak aynı görünebilir, fakat ölümcül 

boyutlarına çok farklı zamanlarda ulaĢabilir. ġekil 3.4'te, katı tümör için       oranına göre 

durumlar verilmiĢtir. ġekle göre yavaĢ büyüyen tümörler çok yayılmacı (invaziv) olabilir 

(örneğin gliomatosis cerebri) ve çok hızlı büyüyen tümörler katı-solid olabilir. Büyüme hızı 

  ile hareketlilik katsayısı   arasındaki etkileĢim, tümör yayılmasının özelliklerini 

belirlemede kritik önem taĢır. ġekil 3.4‟e göre       büyük olduğunda, tümör ağırlıklı olarak 

büyür ve böylece hücre yoğunluğu profili dik olur ve tümörün çoğu görüntüleme tekniği ile 

saptanabilir.       düĢtükçe hücre yoğunluğu profilini yayarak artar. Daha dağınık tümörün, 

tıbbi imgeler üzerinde doğru olarak tanımlanması daha az olası bir durumdur (Swanson ve 

ark. 2002). 

         

ġekil 3.4. Difüzyon katsayısı D'ye çoğalma hızı ρ oranının farklı değerleriyle tanımlanan diffüz tümörler için 

hücre yoğunluğu profilleri (Swanson ve ark. 2002) 
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 Burgess ve ark. (1997), bu modeli küresel simetri ile üç mekansal boyutta incelemiĢler 

ve beyin sınırının etkilerini göz ardı edip yüksek veya düĢük dereceli gliomalara karĢın orta 

dereceli gliomaların çeĢitli davranıĢlarını araĢtırmıĢlardır. Sürekli değiĢkenler (  ve  ) farklı 

Ģekillerde birleĢtiği için matematiksel bir sürpriz veya süreksizlik bulunmadığını 

keĢfetmiĢlerdir.  Belirli hastalara modelleme yaklaĢımını uygulamak için beyin geometrisine 

ve yapısına daha gerçekçi bir bakıĢ gerekmiĢtir. Swanson ve ark.nın son modeli (Swanson 

1999 , Swanson ve ark. 2002) beynin kompleks geometrisini sunmuĢ ve difüzyonun (veya 

hücre hareketliliğinin)   konum değiĢkeninin bir fonksiyonu olmasına izin vermiĢ ve glioma 

hücrelerinin beyaz cevherde gri cevherden daha yüksek hareketlilik sergilediğini 

gözlemlemiĢtir (Giese ve ark 1996). Orijinal korunum denklemi (3.6) halen geçerlidir, ancak 

Ģu anda yazılan modelin matematiksel formülü, değiĢken difüzyon katsayısı      ile birlikte, 

 
  

  
                                                       (3.8) 

 

Ģeklindedir. Gri cevherde difüzyon katsayısı   , beyaz cevherde difüzyon katsayısı     

olarak alınırsa, beyaz cevherde gri cevherden daha yüksek hareketlilik olduğu için          

sonucuna ulaĢılır. Gri cevherdeki ve beyaz cevherdeki difüzyon katsayılarındaki farkın 

tahminleri 2-100 kat arasında değiĢmektedir (Swanson 1999, Swanson ve ark. 2000). 

 

 Ġnsan beyninin heterojen yapısının etkisi altında bu modelin dinamiklerini doğru bir 

Ģekilde analiz etmek için beyindeki gri ve beyaz cevher dağılımının ayrıntılı bir tarifi 

gereklidir. Bu, insan beyinindeki gri ve beyaz cevherin mekansal dağılımını       voksel 

çözünürlüğünde tanımlayan BrainWeb veritabanında bulunan nöro-anatomik atlas ile 

mümkün kılınmıĢtır (Kwan ve ark. 1996, Collins ve ark. 1998). 

 

 Saptanabilir tümör marjının hızını, net çoğalma hızı   ve rastgele difüzyon katsayısı   

ile iliĢkilendirmek için, Fisher yaklaĢımı kullanılarak (Murray 2002, Burgess ve ark. 1997):  

                                              (3.9) 

ifade edilmiĢtir. Bu yaklaĢım, yalnızca büyüme ve difüzyon ile yönetilen bir popülasyonun 

büyük bir zaman için    √   hızıyla geniĢlediği ve verilen bir   ve   için doğrusal 

olduğu gözleminden gelir. Orijinal matematiksel modelin geliĢtirilmesinde kullanılan seri BT 

(Bilgisayarlı Tomografi ) taramaları sırasıyla gri ve beyaz cevherdeki tümör marjının ilerleme 

hızını (   ve   )  tanımlamak için yeniden incelenmiĢtir. Tümörlü sağ hemisferde 
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(yarımküre) saptanabilir tümörün marjı, 180 gün içinde yaklaĢık         hareket etmiĢ ve 

ortalama                   hızı vermiĢtir (Tracqui ve ark.1995, Woodward ve ark. 1996). 

Büyüme hızı               için, Fisher yaklaĢımı ile ortalama difüzyon katsayısı    

                             olarak bulunmaktadır. Bu istila, derin serebral çekirdeklere 

(çoğunlukla sağ hemisferdeki gri cevher) yakınlığı nedeniyle, gri cevher difüzyonuyla 

iliĢkilendirilebilir:   ,       cm/gün (Tracqui ve ark. 1995) ve   ,        cm
2
/gün. BT 

taramalarında beyaz cevher tümör marjının ilerleme hızı, (çoğunlukla) gri cevherinkinden 2-3 

kat daha hızlıdır; Bu nedenle,                  cm/gün,                  cm
2
/gün 

olarak hesaplanabilir. 

 

 3.3.3. Hayatta kalma süresinin modellenmesi 

 

 Pratik klinik önlemler ile karĢılaĢtırmak ve tedavinin etkinliğini ölçmek için hayatta 

kalma süresi kavramını modellemek gerekmiĢtir. YaĢayan (Blankenberg ve ark. 1995, Shrieve 

ve ark. 1995, Kelly ve ark. 1987) ve ölülerin (Burger ve ark. 1988, Concannon ve ark 1960) 

gözlemlerinin analizi yapılmıĢtır. Belirli bir sanal hasta için model parametrelerinin tahminleri 

göz önüne alındığında, beklenen sağkalım süresi, tümör ortalama çapının 3-6 cm arasında 

büyümesi için geçen süre olarak hesaplanabilir. 

 

3.3.4. Algılama eĢiği 

 

 Özel hastaların gliomaları ile ilgili bilgilerin çoğu çeĢitli türden tıbbi görüntülerden 

geldiği için bulgularına göre model sonuçlarının tercüme edilmesi gereklidir. Her 

görüntüleme tekniği ile iliĢkili olarak, tümörün saptanabilir olduğu ve altında olmadığı 

algılama eĢiği bulunur. Bu nedenle, halihazırda mevcut olan bir tıbbi görüntü, tek tek hücreler 

de dahil olmak üzere tüm tümörü gösterecektir, çünkü sadece tümörün algılama eĢiğinin 

üzerindeki kısmı imgede görünecektir. Örneğin, yaklaĢık 1 mm
3
'lük bir iğne baĢlığı 

kütlesindeki bir 10 µm tümör hücresi, in vitro kültürlenebilir, ancak mikroskopik olarak 

görülmesi için her biri 10    kalınlığında 100 seri kısma ihtiyaç duyabilir (Swanson ve ark. 

2002).  
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 3.3.5. Sanal glioma model simülasyonları 

 

 Denklem (3.8) ile tanımlanan sanal glioma simülasyonları ġekil 3.5'te üç farklı 

düzlemde (sagittal, koronal ve lateral) verilmiĢtir. Simülasyonlar, tümör hücre yoğunluğunun 

kontur çizimleri olarak sunulmaktadır: Yüksek yoğunluk için parlak kırmızı, düĢük için mavi.  

Görüntülerin sol tarafı tanıdaki zamana karĢılık gelir ve geliĢmiĢ MRG (Manyetik Rezonans 

Görünteleme) ile saptanan alan 3 cm çapında bir küreye eĢdeğerdir. Görüntülerin sağ tarafı ise 

ölüm zamanına karĢılık gelir ve geliĢmiĢ MRG ile saptanan alan, 6 cm çapında bir küreye 

eĢdeğerdir. Kalın siyah eğri, geliĢtirilmiĢ MRG'de (400 hücre / mm
2
) saptanabilen tümör 

bölümünü iĢaretler. Koyu mavi kontur ise geliĢtirilmiĢ MRG‟ye göre 80 kat daha hassas 

algılama eĢiğine sahip teorik bir görüntüleme tekniği ile saptanabilen tümör bölümüne 

karĢılık gelir (5 hücre / mm
2
).  

 

 Bu model formülasyonu ile gerçek hasta verileri (BT, MRG, brüt ve mikroskobik) 

arasında daha ayrıntılı bir karĢılaĢtırma mümkündür. Yani, tümörün tıbbi görüntüleri göz 

önüne alındığında bu model, tümörün algılanamayan kısmının nerede ve hangi 

konsantrasyonda istila edilebileceğini önerebilir. Bu fikir, belirli bir hasta için en iyi tedavi 

sürecini tanımlamada yardımcı olabilir (Swanson ve ark. 2002). 

 

 

 

ġekil 3.5. Sanal bir insan beyninin, üst frontal bölümünden kaynaklanan bir gliom alanında  (*) ile iĢaretlenmiĢ 

bölge ile kesiĢen sagittal, koronal ve lateral düzlemlerdeki kesitleri. (Swanson ve ark. 2002) 
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 ġekil 3.5‟te beyin bölümlerinin sol sütunu, teĢhis aĢamasındaki tümöre (ortalama 3 cm 

çapta) karĢılık gelirken sağ sütun ölümde aynı tümörü temsil eder (ortalama 6 cm çapta). 

Kırmızı, yüksek yoğunlukta mavi ise düĢük yoğunlukta tümör hücrelerini göstermektedir. 

Kalın siyah kontur, geliĢmiĢ MR ile saptanabilen tümör kenarını tanımlar. Bu sanal glioma 

için tanı ile ölüm arasında geçen süre yaklaĢık 158 gündür yani toplam tümör öyküsünün 

yaklaĢık dörtte birine karĢılık gelmektedir (Swanson ve ark. 2002). 

 

3.3.6. Kemoterapi modeli 

 

 Cruywagen ve ark. (1995) ve Tracqui ve ark. (1995) bir kayıp dönemi olarak homojen 

modele yani denklem (3.6)‟ya kemoterapiyi ekleyerek denklem (3.10) ile ifade etmiĢlerdir:  

Tümör Hücre Popülasyonunun Değişim Oranı=Tümör Hücrelerinin Difüzyonu (hareketlilik) + Tümör 

Hücrelerinin Net Çoğalması-Kemoterapiye Bağlı Olarak Tümör Hücrelerinin Kaybı                   (3.10) 

    , kemoterapi tedavilerinin zamansal profilini tanımlamak üzere, belirli bir zamanda 

kuvvetin veya terapinin miktarı ile orantılı bir kayıp varsayıldığında, denklem modeli 

matematiksel olarak 

  

  
                 

 
                            (3.11) 

Ģeklinde ifade edilmiĢtir. Matematiksel modelde, kemoterapi uygulandığında          sabit 

olup tedavinin etkililiğinin bir ölçüsüdür. Kemoterapi sırasında bir tümörün boyutunun 

azalması için  , hücre popülasyonunun   büyüme hızından daha büyük olmalıdır. 

 

3.4. Böbrek TaĢı Modeli 

 

 Böbrekler, vücut sıvısı bileĢiminin bakımında temel önemdedirler. Koeppen ve Santon 

(2007) korteksin ve medullanın iki ana bölgesinin tanımlandığı böbreğin kesitsel bir 

görünümünü ve organ üzerindeki toplam kütle dengesini gösteren aĢağıdaki Ģekilleri 

vermiĢtir.  
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ġekil 3.6. Ġnsan böbreğinin kesit alanı (Koeppen ve Santon 2007) 

 

 
ġekil 3.7. Böbrek üzerindeki toplam kütle dengesi (Koeppen ve Santon 2007) 

 

 Ġdrar, böbrekler tarafından herhangi bir zamanda vücudun iç koĢullarının 

dengelenmesi için ayarlanmıĢ iyonların ve proteinlerin karmaĢık bir karıĢımını içeren atık 

üründür. Böbrek içinde sıvı düzenlemesini yapan fonksiyonel birimlere nefronlar denir. Her 

nefron ġekil 3.8.‟de gösterildiği gibi bölümlere ayrılabilir: 
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ġekil 3.8. Nefron bölümleri (Campbell ve Reece 2002) 

 

 Glomerulus - Ġlk süzüntünün kan plazmasından geçirildiği yerdir. 

 Proksimal tüp - FiltrelenmiĢ suyun ve iyonik maddelerin % 67'sine kadar geri 

emildikleri yerlerdir (Koeppen ve Stanton 2007). 

 Henle Kulbu - Ġdrar yoğunlaĢtırma mekanizması olarak birlikte çalıĢan üç parçadan 

oluĢur. 

 Distal Tübül - Nihai düzeni ayarlamak için boru Ģeklindeki sıvının ayarlanmasının 

yapıldığı yerdir. 

 Kanal toplama - Burada iç medullanın çekirdeğine doğru aktığı sıvı 

yoğunlaĢmaktadır. 

 

3.4.1. Böbrek taĢı oluĢumu 

  

 Üriner taĢların en sık oluĢturduğu bileĢen, kalsiyum oksalat (CaOx) olup, tüm 

vakaların yaklaĢık % 70'inde bulunmaktadır (Linder ve Little 1986). Kalsiyum oksalatın farklı 

morfolojileri ile kristalleĢen üç hidrat formu vardır ki bu formların farklı adsorptif yetenekleri 

vardır. Kalsiyum Ozalat Monohidrat (COM), en yüksek adsorptif kapasiteye sahip olup bu 

formdaki kristaller, nefronda makromoleküllere ve epitel hücre yüzeylerine bağlanma için 

yüksek afiniteye sahiptirler. 

Kesin taĢ Ģekillendirme süreci karmaĢıktır, ancak üç temel aĢama tanımlanabilir: 

 

Çökelme baĢlangıcı   Kristal büyümesi        Agregasyon 
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 Ġdrarların çoğunluğu metastabil bölgede aĢırı doymuĢ durumdadır ve genelde 

çökelmenin  baĢlangıcından sorumlu bir düzenleyici oldukları kabul edilmektedir (Tiselius ve 

ark. 2002). Ġdrardaki taĢ-tuz çekirdekleĢmelerinin neredeyse tamamı heterojendir.  

 

 Kristalizasyonun baĢlangıç yeri kesin olarak tanımlanamaz, ancak genel taĢ 

Ģekillendirme teorisi, baĢlangıç kristalleĢmesinin distal tübülde veya Henle kulbunda 

baĢladığını varsaymaktadır (Tiselius ve ark. 2002). GeliĢtirilen kristalleĢtirme modeli 

nefronun distal tübül bölümüne odaklanır. Bu baĢlangıçtaki çökelti daha sonra anormal 

büyüme ve toplanma proseslerine tabidir ve bu durum bir 'taĢ' oluĢmasına izin verebilen 

baĢlangıçtaki kristallerin karıĢmasına neden olabilir. CaOx kristalleĢmesinde yer alan 

olayların Ģematik bir formu ġekil 3.9 ile gösterilmiĢtir.  

 

 

 
ġekil 3.9. KristalleĢme sürecinin Ģeması (Kottler ve ark. 1999) 

 

 ġekil 3.10. su taĢımacılığında yer alan mekanizmayı gösterir. Ġlk distal tüp, sodyumu 

hormon duyarlı taĢıyıcılar vasıtasıyla emer ve su geçirgenliği düĢüktür. Son distal tüp sodyum 

kanalları açısından zengindir ve bu da su geçirgenliğini arttırır (Chang ve Fujita 1999). 

Oksalat kristalleĢmesinin arkasındaki itici güç progresif su döngüsü iĢlemidir. Modelin su 

permeabilitesindeki (geçirgenlik) belirgin farkın distal tübül boyunca etkisi araĢtırılmıĢtır. 
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ġekil 3.10. Nefron su taĢımacılığında mekanizmalar (Koeppen ve Stanton 2010) 

 

3.4.2. Bir süreç mühendisliği yaklaĢımı 

  

 Bu modelleme süreci için iki yaklaĢım söz konusudur. Ġlki toplam kristal kütlesine 

dayalıdır. Distal tüp,   parçaya ayrılmıĢtır, her biri ideal bir KarıĢmıĢ Süspansiyon KarıĢmıĢ 

Ürün Ayırma (KSKÜA) kristalleĢtiricisi olarak modellenmiĢtir (Zauner ve Jones 2000). Sıvı, 

boru Ģeklindeki tüp içerisinde ilerledikçe su uyarlanabilir geçirgen lümen membrandan 

çıkarılır. Su uzaklaĢtırma, kalsiyum oksalatın aĢırı doyumunu oluĢturur ve kristalleĢtirme için 

itici güç olarak görev yapar. ġekil 3.11. modelin bir Ģemasını gösterir. 

 

 

 
ġekil 3.11. Distal tübül kristalleĢtirici modelinin Ģematik yapısı (Kottler ve ark. 1999) 
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 KristalleĢtirici, ġekil 3.11'de gösterildiği gibi    uzunluğundaki alt aralığa bölünen, 

uzunluğu   olan sert bir silindir olarak modellenmiĢtir. Her bölümde çıkan suyun miktarı 

   dir, kalsiyum oksalatın kütle transferi, yalnızca çözeltiden katı faza ait faz değiĢikliği ile 

meydana gelir. Sistemdeki toplam kütle dengesinin yanı sıra kalsiyum oksalat ve su kütlesi 

dengesi ile baĢlanarak değiĢime bağlı denklemler Zauner ve Jones (2000) tarafından 

bulunmuĢtur. 

 'de toplam kütle    olarak tanımlanmak üzere toplam kütle dengesi Ģu Ģekilde yazılır: 

 

                                    (3.12) 

 

Kalsiyum oksalat için kütle dengesi aĢağıdaki Ģekilde verilir: 

 

  
        

          
                                    (3.13) 

 

  
    ,  'deki kalsiyum oksalat kütlesine eĢittir. Benzer Ģekilde su için, 

 

  
     

       
                               (3.14) 

 

yazılır.   
 ,  'deki su kütlesine eĢittir. Kalsiyum oksalatın kütle transferi, çözeltiden kristal 

faza kadar olan faz değiĢiminden kaynaklanır ve uzunluğa göre kristalleĢme oranı ile temsil 

edilir: 

 
      

  
                                        (2.15) 

 

EĢitlik, kristalleĢme oranını (      ), nefron boyunca uzunluğa göre kalsiyum oksalat 

kütlesinin değiĢim oranı olarak tanımlar. Parçanın uzunluğu boyunca suyun kütle transferi 

karmaĢıktır. Kristalizasyon modelinin geliĢtirilmesi amacıyla, eksenel uzunluk  'ye göre su 

kaybının oranı     olup denklem (3.16) ile ifade edilmiĢtir: 

 
   

  
                          (3.16) 

 

KristalleĢme oranı için bir ifade formüle edilecek olursa toplam kristal kütlesi  

 

                                                             (3.17) 
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verilmiĢtir. Burada        kristal yoğunluğunu,        kristal sayısını ve        de kristal 

hacmini temsil etmektedir. Tüm uzunluklardaki yoğunluk dengesi denkleminin integrali, 

toplam kristal sayısını verir: 

       ∫         
    

 
                   (3.18) 

 

                   ∫               
    

 
                  (3.19) 

 

Kristal hacmi:        =    
  ile verilmektedir, burada    hacimsel Ģekil faktörünü temsil eder. 

Denklem aĢağıdaki Ģekilde yazılmıĢtır: 

 

                     ∫           
    

 
                             (3.20) 

 

Nefronun uzunluğu boyunca kristalleĢme oranı Ģöyledir: 

 

       
             

  
         ∫       

     

  
  

    

 
                 (3.21) 

 

Ancak doğrusal büyüme oranı,   konsantrasyonu ve    çözünürlüğü ifade etmek üzere aĢırı 

doyum (  ) tarafından yönlendirilmektedir: 

 

     
  

  
                                               (3.22) 

 

Burada    karakteristik boyutu,    üstel faktörü ve   de mertebeyi ifade eder. Denklem (3.22) 

ile denklem (3.21)‟i birlikte kullanarak, 

                 ∫               
    

 
                 (3.23) 

 

sonucuna ulaĢılır.  

  

 Modelleme süreci için ikinci yaklaĢım ise popülasyon denge denkleminin bir 

uygulamasıdır. Finlayson (1972), böbrek kanallarını sürekli bir süreç için kristalleĢtirici 

sistem olarak ele almıĢtır. ÇekirdekleĢen ve büyüyen kristal popülasyonu için boyut 

dağılımlarını kimya mühendisliğinde yoğun olarak kullanılan KarıĢmıĢ Süspansiyon-KarıĢmıĢ 

Ürün Ayırma (KSKÜA) kristalleĢtiricileriyle açıklayan ilk kiĢidir. Sürekli bir süreç için 
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(KSKÜA) olarak bilinen ideal kristalleĢtiriciler için popülasyon dengesinin genel formu 

aĢağıdaki gibi verilmiĢtir:  

 
  

  
 

  

  
                                  (3.24) 

 

 Finlayson ve Reid (1978), Kavanagh (1992) sonrasında taĢların bir tıkanmaya neden 

olacak kadar büyümüĢ olması için bir çeĢit parçacık sabitleme veya tutma gerçekleĢmesi 

gerektiği sonucuna varmıĢtırlar. Bu durum sabit parçacık kavramını ortaya çıkarmıĢtır. 

Bununla birlikte, Finlayson'un analizi, yalnızca çekirdeklenme ve büyümeyi düĢünmüĢ, 

agregasyonun önemli etkilerini ihmal etmiĢtir. Kristalizasyon modelinde büyümenin ve 

çekirdeklenmenin kinetik süreçlerini ve bu mekanizmaların nasıl hesaplanabileceğini göz 

önüne almak önemlidir. 

Kassemi ve Thompson (2016) tarafından verilen idrar akıĢı ile taĢınan böbrek taĢı için 

popülasyon yoğunluk dağılımı       popülasyon denge denklemi ile aĢağıdaki gibidir: 

 
    

 
  

     

  
 ∫                     ∫         

 

 

   

 
                                         (3.25) 

 

 Yukarıdaki denklemde  , kristal çapı              ile verilen böbrek boyunca idrar 

yolu geçiĢinin zaman sabitidir, burada   etkili kanal hacmi,   hacimsel idrar akıĢ hızı ve   

sabit ve bağımsız çap olarak kabul edilen agregasyon çekirdeğidir. Doğrusal büyüme oranı 

 'nin sabit ve çaptan bağımsız olduğu varsayılmıĢtır (Kassemi ve Thompson 2016). 
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4. SONUÇ ve ÖNERĠLER  

 

 Bu tezde ilkin modelleme ve modellemenin aĢamaları akademik olarak incelenmiĢ ve 

farklı disiplinlerdeki gerekliliğine yer verilmiĢtir. 

 Bu bağlamda literatürde yer alan bazı biyolojik modellere matematiksel olarak 

yakından bakılmıĢtır. Her bir modelin temsil ettiği biyolojik süreçler, olgulara dayalı olarak 

incelenmiĢtir. Farklı yapı ve boyutlara sahip bu modellerin temsil ettiği biyofiziksel olguların 

bilgisayarların geliĢimiyle daha da önem kazandığı incelenen literatürden anlaĢılmıĢtır. 

 Ġleriki çalıĢmalarda, incelenen bu modellerin tepkilerinin hem nano hem de makro 

düzeyde incelenmesi kayda değer sonuçlar ortaya çıkarabilir. 
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