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Bu ¢alisma ii¢ boliim halinde diizenlendi.

Birinci boliimde, Minkowski uzayinin tarihgesi ve bu uzayda yapilan ¢alismalar 6zet
halinde ifade edildi.

Ikinci béliimde, calismada kullanilacak olan temel kavram ve teoremler verildi.

Ugiincii boliimde, E; Minkowski 3-uzayinda time-like ve space-like sabit agil1 yiizeyler
incelenerek bu uzayda sabit acili yiizeylerin siniflandirilmasiyla ilgili tanimlar, teoremler,
sonuglar ve oOrnekler arastirildi. Bu boliimiin son kismi ¢alismanin orijinal kismini
olusturmaktadir.
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ABSTRACT
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CONSTANT ANGLE SURFACES IN MINKOWSKI 3-SPACE
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Supervisor: Prof. Dr. Mahmut ERGUT

This study is organized in three sections.

In the first section, the history of Minkowski Space and some studies on this space
are presented.

In the second section, the fundamental concepts and theorems which will be used in
this study are given.

In the third section, time-like and space-like constant angle surfaces in E3 Minkowski
space are investigated. The definitions, theorems, results and examples regarding
classification of constant angle surfaces in Minkowski space are studied in this section.
Also, the last part in this section includes the original part at this study.
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1.GIRIS

Minkowski Uzayi, Alman matematik¢i Hermann Minkowski tarafindan, 1907 yilinda
ifade edilmistir. Gerek matematik ve gerekse fizikte Minkowski uzayi, Einstein'in izafiyet
teorisini formiile etmek icin kullamlir. Minkowski uzayi, Oklidyen uzaya kiyasla daha
karmasik ve daha zengin bir geometrik yapiya sahiptir. Ornegin, Minkowski 3-uzayinda
verilen bir vektor ti¢ farkli sekilde olup space-like, time-like ve light-like (null) vektordiir.
Ayrica, Minkowski uzayinda yiizeylerin normal vektorlerinin konumlaria gore de space-
like, time-like ve light-like yiizeyler olarak isimlendirildigini biliyoruz. Eger yiizeyin normal
vektorii space-like (sirasiyla, time-like, light-like) ise, 0 zaman yiizey timelike (sirasiyla,

space-like, light-like) yiizey olarak adlandirilir.

E3, Oklid 3-uzayinda bir yiizey M olsun. Eger, M deki sabit bir vektdr ile M nin
normal vektorii arasindaki agi sabit ise, o zaman M yiizeyi sabit agili bir ylizey olarak
adlandirilir. Tanimdan yola c¢ikilarak, bu yiizeyler helis kavraminin genellestirilmesi olup,
sarmal 6zellikteki biitlin vida, civata ve bununla birlikte dislilerin ayirt edici 6zelligidir. Bu
nedenle, makine ve insaat mithendisligi ¢caligsmalarinda 6nemlidir. Ayrica, DNA helise benzer
¢ift sarmal bir molekiildiir. Son zamanlarda, 6nemli uygulama alanlarinda sabit a¢il1 yiizeyler
sikca kullanilmaktadir. Ornegin, Cermelli ve Di Scala (2007) calismasinda, E3, Oklid 3-
uzaymda sabit agili ylizeylerin simiflandirilmasi yapildi ve fiziksel olarak bazi 6nemli
uygulamalar elde edildi. Ayrica, bagimsiz olarak yine Munteanu ve Nistor (2008)
¢alismasinda E3, Oklid 3-uzayinda geometrik olarak bu yiizeyler i¢in simiflandirma yapildi
ve bazi onemli karakterizasyonlar elde edildi. Giiler, Saffak, Kasap (2011) ve Lopez,
Munteanu (2011) ¢alismalarinda Minkowski 3-uzayinda sabit a¢ili yiizeyler incelenmis ve bu

yiizeylerin bir siniflandirilmasi verilmistir.

Ayrica, sabit acili yiizeyler Dillen, Fastenakels, Van der Veken, Munteanu, Fu ve
Nistor tarafindan M? X R, §2 X R, H? X R, Sols ve Heisenberg grup gibi farkli uzaylarda
calisilmistir. Burada S? ve H2, sirasiyla, birim 2-kiire ve hiperbolik diizlem olarak ifade

edilir.

Bu caligmada, Minkowski uzaymdaki sabit acili yiizeyler kavrami ele alindi. E3,
Minkowski uzayinda bir vektoriin causal karakterinin cesitliliginden dolayr keyfi iki vektor

arasinda Giiler, Saffak ve Kasap (2011) c¢alismasindaki gibi tanimlanan a¢1 kavramlar1 g6z



oniinde bulundurularak, yiizey tizerindeki space-like sabit dogrultu ile iliskili olan sabit a¢ili
space-like yiizeylerin smiflandirilmas: verilip, boylece, Lopez (2009) makalesinde elde

edilen kismi smiflandirma bir 6l¢iide tamamlanmis olacaktir.



2. TEMEL KAVRAM VE TEOREMLER
2.1 Temel Tanim ve Kavramlar
2.1.1 Tamim

M, bir topolojik uzay olsun. M igin asagidaki onermeler dogru ise, M ye n-boyutlu
topolojik manifold denir.
I. M bir Hausdorff uzayidir,
ii. M nin her bir agik alt ciimlesi E™ e veya E™ in bir agik alt ciimlesine
homeomorftur,

iii. M sayilabilir goklukta agik ciimlelerle 6rtiilebilirdir (Hacisalihoglu 1983).
2.1.2 Tanim

V vektor uzay ile birlesen bir afin uzay A olsun. p € A ve ¥ € V igin (p, V) sirali

ikilisine A afin uzayinin p noktasindaki bir tanjant vektorii denir (Hacisalihoglu 1983).
2.1.3 Tanim

VEM fizerindeki bir vektor alan1 operatorti,

X:V—>UTpV

pPEV
bi¢iminde bir fonksiyondur, dyle ki
moX=1V—>oV

doniistimii bir 6zdeslik fonksiyonudur.

Yukaridaki tanima gére M manifoldu yerine, E™, n-boyutlu Oklid uzayin1 alarak, E™
de bir X vektdr alanmni, Vp € E™ noktasmna bir X, tanjant vektoriinii karsilik getiren
fonksiyon olarak diisiinebiliriz. Ayrica E™ deki tim vektér alanlarmin ve teget vektor

alanlarmnin ciimleleri, sirastyla, y (M) ve T,,M ile gosterilir (Hacisalihoglu 1983).
2.1.4 Tanim

M, bir topolojik n—manifold olsun. M iizerinde C* sinifindan bir diferensiyellenebilir
yap1 tanimlanabiliyorsa, M ye C* smifindan diferensiyellenebilir manifold denir
(Hacisalihoglu 1983).



2.1.5 Tamim

M ve M, sirasiyla, m ve n boyutlu diferensiyellenebilir manifold olsun. vp €
M noktasinda d, : TyM — Ty)M doniisimii 1-1 ise, @:M — M diferensiyellenebilir

doniistimiine immersiyon denir (Chen 1973, Do Carmo 1976).
2.1.6 Tanim

U, E2 2-boyutlu Oklid uzayinin irtibatl bir agik alt ciimlesi olmak iizere,

x:Uc E? - E™,
doniisiimii diizgiin ve regiiler bir doniisiim olsun. Eger x: U ¢ E? - x(U)  déniisiimii bir
homeomorfizm ise, x(U) ciimlesine E3 uzayinda bir basit yiizey olarak adlandirilir.

Ayrica M, E3 uzaymn bir alt ciimlesi olsun. M nin her bir p noktas1 i¢in p € x(U) ve
x(U) € M olacak bigimde bir x(U) basit yiizeyi bulunabiliyorsa M ciimlesine , E® uzaymda
bir yiizey denir. x(U), M yiizeyi iginde bir basit yiizey ise x1: x(U) - U déniisiimiine bir
koordinat sistemi (ylizey yamasi) denir (Do Carmo 1976).

2.1.7 Tamm

X : U - E3 bir yiizey yamasi olsun. Eger, x diizgiin ve V (u,v) € U igin x, ve x,,
vektorleri lineer bagimsiz ise x e diizenlidir denir. Benzer sekilde, x in diizgiin olmasi
demek, x, X x, vektorel ¢arpimimnin U nun her noktasinda sifirdan farkli olmasidir (Do

Carmo 1976).
2.1.8 Tanim

M yiizeyi x : U € E? — E™ parametrizasyonu ile verilsin. M nin p € x(u, v)
noktasindaki teget uzayr T,M, x,, Ve x, ile gerilen bir vektor uzayidir. Boylece M nin birinci
ve ikinci temel formlari, sirasiyla,

I = Edu? + 2Fdudv + Gdv?,
ve

o = edu® + 2fdudv + gdv?
esitlikleri ile hesaplanir.

Burada, N birim normali olmak {izere, birinci ve ikinci temel formlariin katsayilari,
sirasiyla,

E= (xu' xu)’ F= (xw xv)t G = <xv'xv>’ (21)



ve

e = Xy, N), f= (Xuw,N), g = (xyy, N) (2.2)
seklindedir.

Bir M c E3 yiizeyinin ortalama egrilik vektdrii H = HN olarak tamimlanir. (2.1)
esitliklerinden,

llxy Ax,ll? = EG — F?
bulunur. Eger |[x, A x,|| # 0 ise, x(u, v) parametrizasyonu regiilerdir denir (Hacisalihoglu
1994, Neill 1983, Pressley 2015).

2.1.1 Onerme

M vyiizeyi, X : U c E? — E™ parametrizasyonu ile verilsin. (2.1) ve (2.2)

esitliklerinden, M ylizeyinin Gauss, ortalama ve asli egrilikleri, sirasiyla,

i, k=L

) EG-F2'

.. __ Eg-2Ff+Ge
n. H= “ropz
iii. H+VH? — K

seklindedir (Pressley 2015).
2.1.9 Tanim

Ikinci dereceden bir yiizey,
viAv+btv+c =0
denklemiyle tanimlanan E3 iin bir alt ciimlesidir. Burada v = (x, y, z) seklinde bir vektor,
A; 3x3 tipinde sabit bir simetrik matris, b € E?3 bir sabit vektor ve ¢ € R sabit bir sayidir.
Ayrica,
a; Az Qe
A= <a4 a; as>, b = (by, by, b3)
g Aas Az

olmak tizere yukarida ifade edilen ikinci dereceden yiizeyin denklemi:
a,x? + ayy? + azz? + 2a,xy + 2asyz + 2a¢xz + byx + b,y + b3z +c¢c =0 (2.3)
seklindedir.

Dikkat etmek gerekirse, ikinci dereceden verilen her ifadenin bir yilizey belirtmesi

gerekmez. Ornegin, x? + y2 4+ z2 = 0 ikinci derece ifadesi bir noktadir ve x2 +y2 =0

10



denklemi ise bir dogrudur. Bir diger ilging bir 6rnek de, xy = 0 ikinci derece denklemidir. Bu
denklem ise, kesisen iki X = 0, y = 0 diizlemlerinin birlesimidir ve yine bir yiizey degildir

(Pressley 2015).
2.1.1 Teorem

E3 iin bir direk izometrisini uygulayarak, katsayilarinin hepsi birden sifir olmayan
bos climleden farkli her (2.3) ikinci derece denklemi, asagidaki kartezyen denklemlerden

birine doniistiiriilebilir:

i.  Elipsoid : Z—2+z—2+i—2=1,
2 yZ 2

ii.  Tek kanatl hiperboloid:

iii.  Iki kanatli hiperboloid : ;— — Z— -5=1
. 2 2 2
iv.  Ikinci dereceden koni : x—z + y—z — Z—z =0,
14 q r
2 2 2
v.  Tek nokta C Z+ L+ =,
p q r
2
vi.  Eliptik paraboloid = :— =z,
2 2
vii.  Hiperbolik paraboloid : ;— — Z—z =z
2 2
viii.  Kesisen iki diizlem : Z— — Z—z =0,
2 2
iX. Dogru : —+L =,
p q
2
X.  Parabolik silindir ;j— =y,
xi.  Diizlem : x =0,
Xii.  Paralel iki diizlem  : x% =p?

Buradaki denklemlerin her birinde p, q ve r degerleri sifirdan farkli sabitlerdir (Pressley
2015).

2.1.10 Tanim

S c E3 yiizeyi verilsin. V p € S noktasinda, E3 iin S de kalan bir dogrusu var ise, S
ye bir regle yiizey denir. Ayrica, p € S noktasindan gegen ve S de kalan dogruya da S nin bir
dogrultmani denir (Hacisalihoglu 1983).
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2.1.2 Teorem

S © E3 bir regle yiizey olsun. O zaman, S nin dogrultmanlari, S de hem asimptotik

ve hem de geodezik ¢izgilerdir (Hacisalihoglu 1983).
2.1.3 Teorem

S c E3 bir regle yiizey ve S nin Gauss egrilik fonksiyonu K olsun. O zamanVp € S
icin K(p) < 0 dir (Hacisalihoglu 1983).

2.1.4 Teorem

Bir regle yiizeyin, bir dogrultmani boyunca teget diizlemleri aymidir & ¢ =0,

¢ € C”(S,R) (Hacisalihoglu 1983).
2.1.11 Tamim

Regle ylizeyin komsu iki ana dogrusu arasindaki en kisa uzakligin bu iki komsu ana
dogru arasindaki agiya oranina regle ylizeyinin dagilma parametresi (drali) denir
(Hacisalihoglu 1983).

2.1.12 Tanim

Bir regle yiizeyin ana dogrular1 boyunca teget diizlemleri ayni ise regle yiizeye

acilabilirdir denir (Hacisalihoglu 1983).
2.2. Yari-Riemann Altmanifoldlar1
2.2.1 Tamim

V sonlu boyutlu reel vektér uzayi, V iizerinde simetrik bilineer form g:V XV — R
olsun. Bu durumda V u € V ve u# 0 igin
I. g, u) > 0 [< 0] pozitif [negatif] tanimli,
ii. g(u,u) = 0 [< 0] yar pozitif [yar1 negatif] tanimli,
iii. Bir v € V igin g(u, v) = 0 sart1 sadece v = 0 i¢in saglaniyorsa non-dejenere,

iv. Bir v € V igin g(u, v) = 0 sart1 sadece v # 0 i¢in saglaniyorsa dejenere

12



denir. Eger V iizerinde tanimli g:V X V — R doniisiimii bilineer, simetrik ve non-dejenere

ise g ye V lizerinde bir i¢ ¢carpim ve buradaki V vektor uzayma da bir i¢ ¢arpim uzay1 denir

(Neill 1983).
2.2.2 Tamim

V reel vektor uzay1 lizerinde bir simetrik bilineer form g olsun.
VueV veu=#0 igin,
.  g(u,v)>0][< 0] pozitif [negatif] tanimli,
.  g(u,v) =0[< 0] yar pozitif [yar1 negatif] tanimli denir (Neill 1983).

2.2.3 Tanim

U c E3 bir vektor alt uzayi, U iizerinde bir indirgenmis metrik g(u, v)|y ;
gwv)ly =g v), wv€eU
seklinde tanimhidir (Neill 1983).

2.2.4 Tanmim

Bir V vektor uzayr lizerindeki g simetrik bilineer formunun v indeksi, g|wxw)

negatif tanimli olacak sekilde verilen en biiyiik boyutlu WCV alt uzayinin boyutudur. g i¢
carpiminin indeksi v ise 0 < v < boyV dir. Ayrica V i¢ garpim uzaymin indeksi tizerinde

taniml1 g, i¢ carpim indeksi olarak tanimlanir (Neill 1983).
2.2.5 Tanim

M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M iizerinde simetrik, Dbilineer,
nondejenere ve sabit indeksli (0,2)-tipinden (, ) tensor alanina bir metrik tensér denir (Neill
1983).

2.2.6 Tamim

M diferensiyellenebilir bir manifold ve {izerindeki diferensiyellenebilir vektor

alanlarmin ctimlesi y (M) olsun. Bu durumda,

g: x(M) X x(M) — C* (M)

seklinde tanimli g bilineer formu simetrik ve pozitif tanimli ise, yani, V X, Y € y(M) i¢in,

13



i. gX,)Y)=g(,X),
ii. g(X,X) >0vevXicin, g(X,X) =0 X=0

sartlar1 saglaniyorsa, g, bilineer formuna Riemann metrigi veya metrik tensor denir. Bu

durumda (M, g) ikilisine de Riemann manifoldu denir (Neill 1983).
2.2.7 Tanim

(M,g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda M iizerinde torsiyonsuz ve g
metrigi ile uyumlu (Dg = 0),yani vV X,Y,Z € y(M) igin,

[X,Y] = DyY — DyX

Xg(Y,Z) =<DxY,Z > +<Y,DyZ >
sartlarin1 saglayan bir tek D konneksiyonu vardir.

Bu konneksiyona, M manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu denir ve bu
konneksiyon

29(DyY,2) = Xg(Y,Z) + Yg(Z,X) — Zg(X,Y) + g([X, Y], 2) — g([Y,Z], X)

+9(Z,X],Y)

seklindeki Kozsul 6zdesligi ile karakterize edilir (Neill 1983, Pressley 2015).

2.2.8 Tanim

M bir Riemann manifoldu ve iizerindeki Levi-Civita konneksiyonu da D ile

gosterilsin. M iizerinde

R:x(M) x x(M) x x(M) — x(M)
(X,Y,Z) > R(X,Y,Z) =R(X,Y)Z = RyyZ
= DxDyZ — DyDxZ — Dixy1Z
seklinde tanimli R, (3,1)-tipinde tensor alanina D konneksiyonunun egrilik tensorii denir.

Eger, R = 0 ise, M manifoldu flattir (diizlemsel) denir (Neill 1983, Pressley 2015).
Tamm 2.2.9

M bir k-manifold ve M de bir n-manifold ve n > k olsun. Vp € M noktas1 i¢in, M de
bir U ve M de bir U koordinat komsulugu mevcut ve

U={me€U: Xy, (m) =+ = %, (m) = 0}

14



ise, M ye M nin bir altmanifoldu denir. Burada {x,---,%,} koordinat sistemi U de
{x1|y, -+, X |y} da U daki koordinat sistemidir (Chen 1973, Hacisalihoglu 1983).

2.2.10 Tanim

M bir Riemann manifold ve M de M manifoldunun bir altmanifoldu olsun. M ve M
iizerindeki Levi-Civita konneksiyonlar, sirastyla, D ve D olmak iizere,

Ay x(M) — x(M)
ile tanmimli operatore Weingarten temel tensorii veya sekil operatorii denir. Ayrica
X, Y ex(M)veV € y*(M) icin,

(DyY)' = DyY = —A,X
dir (Neill 1983, Pressley 2015).

2.2.11 Tanim

M bir Riemann manifold ve M de M manifoldunun bir altmanifoldu olsun. M ve M
lizerindeki konneksiyonlar, sirasiyla, D ve D olmak iizere V X,Y € y( M) ve V € y*(M)
i¢in,

DyY = DyY + (4,(X),Y)N

DyV = —AyX + D1,V
ile tanimli denklemlere, sirasiyla, Gauss ve Weingarten formiilii denir. Burada Dt

konneksiyonu normal demet iizerindedir ve normal konneksiyon olarak adlandirilir (Neill

1983, Pressley 2015).
2.2.12 Tamim

M, m boyutlu Riemann manifold ve M de M nin n boyutlu altmanifoldu olsun. Eger,
m-n boyutu 1 ise M manifolduna hiperyiizey denir.

Diger taraftan, y*(M) 1-boyutlu oldugundan, y1(M) uzaymi geren birim normal
vektor alan1 N olmak iizere X, Y € y(M) igin,

o(X,Y) = AN, AER
yazilabilir. Dolayisiyla, M hiperyiizeyinin birim normal vektdr alan1 N olmak iizere,

g(DxN,N) = g(DxN,N) = 0

olur ve boylece Weingarten formiilii

15



haline gelir (Neill 1983, Pressley 2015).
2.2.13 Tamim

M bir Riemann manifoldu ve M de bir hiperyiizey S olsun. S yiizeyinin sekil
operatorii A olmak iizere, S ylizeyinin bir p noktasina karsilik gelen A(p) nin karakteristik
degerleri S ylizeyinin bu noktadaki asli egrilikleri olarak adlandirilir. Asli egriliklere karsilik
gelen karakteristik vektorlerin belirttigi dogrulara da S yiizeyinin bu p noktasindaki asli

egrilik dogrultular1 denir ( Hacisalihoglu 1994, Pressley 2015).
2.2.14 Tamm

Tanim 2.2.6 da verilen g; Riemann metrigi pozitif tanimlilik aksiyomu yerine, non-
dejenere aksiyomunu saglhiyorsa (M , g) ikilisine bir yari-Riemann manifoldu denir, [9].

M bir yari-Riemann manifoldu olsun. g nin sabit indeksine, M yari-Riemann
manifoldunun indeksi denir (Neill 1983, Pressley 2015)

Bundan sonraki kullammlarda (M,g) yari-Riemann manifoldunu, kisaca M ile

gosterecegiz.
2.2.15 Tamim

M, bir diferensiyellenebilir bir manifold olsun. U € M agik ciimlesi iizerinde vektor
alanlar1 X ve Y olmak iizere, f € C* (U, R) fonksiyonu i¢in,

L1:x(M) X x(M) — x(M)

[X,Y1f = X(Yf) = Y(Xf)
ile tanimlanan doniisiime X ve Y vektor alanlarinin Lie (parantez) operatorii denir. Burada
X(f), f fonksiyonunun X vektor alan1 yontindeki tiirevidir (Hacisalihoglu 1983, Neill 1983,
Pressley 2015)

2.2.16 Tanim

M bir yari-Riemann manifoldu ve M, M nin bir altmanifoldu olsun. j:M — M
inclusion (i¢ine) déniisiimii olmak iizere V p € M igin,

G@)® =g(i®)
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seklinde tanimli j(g) déniisimii M iizerinde bir metrik tensor ise M ye M nin bir yari-

Riemann altmanifoldu denir (Neill 1983, Pressley 2015).

Bundan sonraki gosterimlerde M ve M iizerindeki metrik tensorii g ile gosterecegiz.
2.2.17 Tamim

M , M nin bir yar1-Riemann altmanifoldu ve M iizerindeki Levi-Civita konneksiyonu
D olmak iizere V X, Y € y(M) i¢in

DyY = tanDyY
seklinde taniml1 D fonksiyonuna M iizerinde bir Levi-Civita konneksiyonu denir (Neill 1983,
Pressley 2015).

2.2.18 Tanim

M, M nin bir yari-Riemann altmanifoldu olsun.

o: x(M) x x(M) — x*(M)
seklinde tanimli )(l(l\~/[) degerli, bilineer ve simetrik fonksiyonuna M nin ikinci temel form
tensorii denir ve V X, Y € y(M) ve V € y1(M) igin

(DyV)t =DV =0(X,Y)
seklindedir (Pressley 2015).

2.2.19 Tanim

M yari-Riemann altmanifoldunun, p € M noktasindaki tanjant uzay T, M ve p
noktasindaki normal uzay ise T, M ile gosterilir. Normal uzayin meydana getirdigi T+M
tanjant demete de normal demet denir. Béylece T,M uzayi i¢in,

T,M =T, M ®T; M veya TM =TM & T*M
yazilabilir. V € Tle vektoriine normal vektér ve birim normal vektére de normal kesit

denir. Normal vektor alanlarmin ciimlesi y* (M) ile gosterilir (Chen 1973, Pressley 2015).
2.2.20 Tamm

M nin bir yari-Riemann hiperyiizeyi S ve S yiizeyinin birim normal vektor alam N

olsun. Her V, W € (M) igin,
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gAWV), W) = g(a(V,W),N)

seklindeki (1,1)-tipinden tensor alan1 A ya S nin N normalinden elde edilen sekil operatorii
denir.

Diger bir ifadeyle, A sekil operatorii S nin bir p noktasinda,

A: x(S) = x(8)
bir lineer operatordiir (Chen 1973, Pressley 2015).

2.2.1 Teorem

M nin bir yari-Riemann hiperyiizeyi S ve A da S nin normali olan N den elde edilen
sekil operatorii olsun. Bu durumda Vey (M) igin,

A(V) = —DyN
seklinde olup A sekil operatorii ayn1 zamanda self-adjointtir. Her V, Wey (M) igin,

o(V, W) = eg(A(V),W)N (2.5)

yazilir. Burada & = (N,N) dir. Yari-Riemann hiperyiizeyler i¢in Gauss denklemi, her
V,Wey(M) olmak iizere,

DyW = DyW + £g(A(V), W)N (2.6)

seklinde verilir (Chen 1973, Pressley 2015).
2.3 E3 Minkowski 3-Uzay1
2.3.1 Tanim

E™, n-boyutlu standart reel vektdr uzayi iizerinde V p € R™ ve v,,w, € T,E™ olmak

uzere

v-1 n
(vpr Wp) = z Uy Wiy — Z viw;
i=1 i=v
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esitligi ile verilen v-indeksli metrik tensérle birlikte elde edilen uzaya yar1-Oklidyen uzay
denir ve E}} ile gosterilir.
Burada 1 < i < n olmak {izere, sirasiyla, v; ve w; ler, v, ve w, tanjant vektdrlerinin

bilesenidir (Neill 1983).
2.3.2 Tamim

n-boyutlu, v-indeksli E?* yar1-Oklidyen uzayinda, v = 1 ve n > 2 i¢in, EJ* yar1-Oklid
uzayina Minkowski (Lorentz) n-uzayi denir.

Eger, EI yar1-Oklidyen uzayinin boyutu 3 ve indeksi 1 olarak aliirsa, elde edilen E
uzayina Minkowski (Lorentz) 3-uzay1 denir (Neill 1983).

2.3.3 Tamim

E3 Minkowski 3-uzaymda iki vektér @ve¥ olsun. u = (uj,uyus) ve v=

(v4, v, v3) olmak tlizere,
U XV = (UzVy — UpV3, UsVy — UgV3, UV — UpVy)

vektoriine U ve v nin vektorel ¢arpimi (veya dis ¢arpimi) denir. u X v yerine bazen, u A v
seklinde de gosterilir.
1, i=j .
Pi=N0, i=j %
e; = (pi1, Piz> Piz), 1 =1,2,3 olmak iizere,

61 _ez _83
uNv=—det|U1 Uy Us
v VU3

ya da

—81 62 33
uANv=det| U Uy U3
Vy VYV, V3

olarak hesaplanabilir.
Burada e; Ae, = —e3, e, ANe3 = —e; ez Ae; = e, dir. Saat yoniiniin tersi pozitif

yonii olarak alinmistir (Neill 1983, Lopez 2008).
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2.3.1 Teorem

E3, Minowski 3-uzayinda iki vektor U ve v olsun. Asagidaki ifadeler gecerlidir:
I. u ve v space-like vektor ise u X v bir time-like vektordiir,
ii. u space-like ve v time-like vektor ise u X v space-like vektordiir,
iii. u space-like ve v light-like vektér olmak tizere (u,v) = 0 ise u X v light-like

vektor, eger (u, v) # 0 ise u X v space-like vektordiir,

iv. u ve v light-like vektor ise u X v spacelike vektordiir,

V. u time-like v light-like vektor ise u X v space-like vektordiir,

Vi. u ve v time-like vektor ise u X v space-like vektordiir (Neill 1983, Lopez 2008).
2.3.4 Tanmim

E3, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey S olsun. Eger V p € S ve Vp, Wy € Tp,S

i¢in,
(vpwp)=0=>v, =0

onermesi saglaniyorsa, S ye E3 uzayinda bir Lorentz yiizey denir (Neill 1983, Lopez 2008).
2.3.5 Tanim

E? yari- Oklidyen uzay ve g, yari-Oklidyen metrik olmak iizere,
i Ly ={v e (E} —{0}) : (v,v) = 0} seklinde taniml1 Ly ciimlesine E;} nin light-

like (null) konisi,

ii. Ls ={v € E}l: (v,v) = 0} seklinde tanimli Lg ciimlesine, EJ' nin space-like
konisi,

iii. Ly ={veE}—-{0}): (v,v) < 0} seklinde tanimli L, climlesine E}} nin time-
like konisi

Denir (Neill 1983, Lopez 2008).

2.3.6 Tamim

E3 bir Minkowski 3-uzay1 ve W, E3 nin bir altuzay1 olsun. Bu durumda
i, {, Ylw pozitif taniml ise, W ya space-like altuzay,

. {, )lw nondejenere ve indeksi 1 ise, W ya time-like altuzay,
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iii. (, Ylw dejenere ise, W ya light-like altuzay
denir (Chen 1973, Fu ve Nistor 2013).

2.3.7 Tamim

M bir yari-Riemann manifoldu olsun boyM > 2 ve M nin indeksi 1 ise M ye bir
Lorentz manifoldu denir ve 6zel olarak L ile gosterilir. Bu tanima gore bir L Lorentz

manifoldu igin,

n

<vp'Wp>p = z Vi|PWi|p - v1|PW1|p' pE M, Vp, Wy € TpL
i=2

dir (Neill 1983, Lopez 2008).
2.3.8 Tanim

L bir Lorentz manifoldu ve a: I ¢ R — L bir egri olsun. a egrisinin teget vektor alan1 T
olmak iizere
I (T, T) > 0 ise a egrisine space-like egri,
ii. (T, T) < 0 ise a egrisine time-like egri,
iii. (T, T) = 0ve T+ 0 ise a egrisine light-like egri
denir.
Egrinin bir 6zel hali olan dogruyu goz Oniine alalim. Dogrunun dogrultman vektorii
space-like ise, space-like dogru; dogrultman vektorii time-like ise, time-like dogru;

dogrultman vektorii light-like ise, light-like dogru adin1 alir (Neill 1983, Lopez 2008).
2.3.9 Tanim

E3, 3-boyutlu Minkowski uzayinda time-like alt vektdr uzay: tarafindan gerilen u ve

w space-like vektorleri igin,

[(u, w)| = llullllwlich &

olacak sekilde bir ve yalniz bir 8 € [O, g] reel sayist mevcuttur. Bu 6 sayisina, U ve w

vektorleri arasindaki Lorentz space-like ag¢1 denir (Neill 1983 ve Giiler, Saffak, Kasap 2011).
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2.3.10 Tanim

E3, 3-boyutlu Minkowski uzayinda space-like alt vektdr uzay: tarafindan gerilen u ve

w space-like vektorleri i¢in,

[(u, w)| = lullllwllcos

olacak sekilde bir ve yalniz bir 8 € [O, g] reel sayist mevcuttur. Bu 6 sayisina, U ve w

vektorleri arasindaki Lorentz space-like ac1 denir (Neill 1983 ve Giiler, Saffak, Kasap 2011).
2.3.11 Tamim

E3, 3-boyutlu Minkowski uzayimnda u ve w pozitif (negatif) time-like vektorleri igin,
[{u, w)| = llullllwllch 6

olacak sekilde bir ve yalniz bir 8 > 0 reel sayis1 mevcuttur. Bu 6 sayisina, u ve w vektorleri

arasindaki Lorentz time-like ag¢1 denir (Neill 1983 ve Giiler, Saffak, Kasap 2011).
2.3.12 Tamim

E3, 3-boyutlu Minkowski uzayimda u bir space-like vektdr ve w pozitif (negatif) time-

like vektdrleri igin,
[(u, w)| = llullllwlish 6

olacak sekilde bir ve yalniz bir 8 > 0 reel sayis1 mevcuttur. Bu 6 sayisina, u ve w vektorleri

arasindaki Lorentz time-like ag¢1 denir (Neill 1983 ve Giiler, Saffak, Kasap 2011).
2.3.13 Tamim

E3, 3-boyutlu Minkowski uzayimda bir yiizey S olsun. S yiizeyi iizerine indirgenmis
metrik pozitif tanmimli, yani Riemann metrigi ise S ye E; uzayinda bir space-like yiizey denir
(Neill 1983 ve Giiler, Saffak, Kasap 2011).
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2.3.2 Teorem

E3, 3-boyutlu Minkowski uzayimnda (U, x) parametrizasyonu ile verilen,

x:UcCE? > E}

(u,v) = x(u,v) = (21 (u,v), %2 (u, v), x3(u, )
x(U) yiizeyinin space-like yiizey olmasi i¢in gerek ve yeter sart yiizeyin normalinin time-like
bir vektor alan1 olmasidir, yani

(N,N)<O0
dir. Burada N, x(U) yiizeyinin birim normalidir (Neill 1983).

2.3.14 Tanim

E3, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir yiizey S olsun. S yiizeyi iizerine indirgenmis
metrik Lorentz metrigi ise S ye time-like yiizey denir (Neill 1983 ve Giiler, Saffak, Kasap
2011)

.2.3.3 Teorem

E3, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir S yiizeyinin time-like yiizey olmas igin gerek
ve yeter sart yiizeyin normalinin space-like bir vektor alani, yani

(N,N) >0
olmasidir (Neill 1983).
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3. E3 MINKOWSKI 3-UZAYINDA SABIT ACILI YUZEYLERIN

SINIFLANDIRILMASI

E3, Minkowski 3-uzayr ve X = (x1,%5,%3), Y = (¥1,¥2,V3) € E3 olmak iizere,

Lorentz metrigini;

(X,Y) = x1y1 + X2, — X3Y3 (3.1)

seklinde goz oniine alalim (Beem ve Ehrlich 1981).
M, E3 de bir yiizey ve M nin birim normali N olmak iizere, her X,Y € y(M) igin,

Gauss ve Weingarten formiilleri, sirasiyla,

DyY = DyY + (A(X),Y)N (3.2)
DyN = —A(X) (3.3)

seklindedir. Burada, € = (N, N) = +1 dir. Ayrica, (2.5) esitliginden, i,j = 1,2 olmak {izere

Vi, Vj € TpM i@il’l,

Evi'l]j = Dvin - O-ijN (34)

v N = 01101 + 0320, (3.5)

)

yazilabilir. Burada D ve D, sirastyla, E3 ve M iizerinde Levi-Civita konneksiyonlaridir.
3.1 Tanim

x: M — E3 doniisiimii bir izometrik immersiyon ve M de birim normal vektdr alan1 N
olsun. N vektorii ile sabit ag1 yapacak sekilde bir U sabit vektorii varsa M ye sabit agili yiizey
denir (Lopez 2009).

Sabit agili yiizeyler Oklid uzayinda ve baska uzaylarda c¢alistlmistir (Dillen,
Munteanu 2009 ve Munteanu, Nistor 2008). Bu béliimde, sabit agil1 yiizeyler iki alt kisimda
incelenecektir. Ilk kisimda, Giiler, Saffak ve Kasap (2011) makalesinde incelenen sabit acili

time-like yiizeyler verilecek, ikinci kisimda ise Lopez (2009) makalesinde incelenen sabit
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acili space-like yiizeyler incelenecek ve orijinal kisim olan sabit space-like vektor ile iliskili

olan sabit a¢il1 yiizeyler siniflandirilacaktir.
3.1 E3 Minkowski 3-Uzaymda Sabit A¢ih Time-like Yiizeyler

Bu kisimda, Giiler, Saffak ve Kasap (2011) makalesinde incelenen sabit vektor ile iliskili

time-like sabit a¢il1 yiizeyler i¢in elde edilen sonuglar ayrintili bir sekilde verilecektir.
3.1.1 Sabit Space-Like Vektor ile Tliskili Sabit Acili Time-Like Yiizeyler

M bir time-like yilizey olmak {izere, sabit space-like vektorii k ile birim normal
vektori N = (nq,n,, ng) arasidaki sabit ag1 6 olsun.
0 agisi icin iki durum vardir:
a. |ny| < 1ise, Tamim 2.3.9 dan, (N, k) = ch 6,
b. |n;| = 1ise, Tanim 2.3.10 dan, (N, k) = cos 6.

Bu durumlari, sirastyla, inceleyelim:

a. |ni| <1 olsun. M de bir e; time-like vektorii i¢in k sabit space-like birim
vektord,
k =sh6@e; +chON (3.6)
seklinde yazilabilir.

3.1.1.1 Teorem

M yiizeyinde e; vektoriine ortogonal olan bir vektor alani e, olsun. O zaman, y (M)

nin {e,, e} ortonormal bazi,

D, N = Ae;, D,,e; = —Acothfe,, 1 = A(u,v),

D, N =D, e; =D, e; =0
seklindedir (Giiler, Saffak ve Kasap 2011).
Ispat:

(3.6) ifadesinin e, ye gore tilirevi alinirsa,
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D,k = sh6D,,e; + ch6D,,N
elde edilir. k vektorii sabit bir vektor oldugundan, son denklem

0 = sh 6D,,e; + ch6D,,N (3.7)
haline gelir. e;[(N, e;)] = 0 oldugundan,

(De,N, e1) +(N,D,,e1) = 0 (3.8)
olur. Ayrica, e;[(N, N)] = 0 oldugundan, IZZN € x(M) oldugu agiktir. Boylece,

D, N = Aye; + Ae, (3.9)
seklinde ifade edilebilir. (3.7) ve (3.9) esitliklerinden,

D,,e; = —coth 8(A.e; + Aey) (3.10)

elde edilir. Bu denklem, (3.8) de gbz Oniine alinirsa, kolayca goriilebilir ki A, = 0,
D,,N = Ae, ve D,,e; = —Acoth 8 e, seklinde bulunur.

Benzer sekilde, (3.6) da e; e gore tiirevi alinir ve k vektoriiniin sabit bir vektor

oldugu goz Oniine alinirsa, (3.6) ifadesi

0 =sh 6D, e, +ch6D, N (3.11)
olur. e;[(N, N)] = 0 oldugundan, y, 4, € R olmak lizere

EelN = pie t ey (3.12)

seklinde yazilir. (3.11) ve (3.12) esitlikleri ve e;[{e;,e;)] = 0 oldugu birlikte géz Oniine

alinirsa,

D, e; = —u,coth fe, (3.13)

1
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Elde edilir. (A(e,), e,) = (A(e,), e;) oldugundan, A; = u, = 0 olur. Boylece,
EelN = 5e191 = 0 elde edilir. Son olarak, l_)elez =0 oldugu da direkt hesaplama ile

gosterilebilir.

3.1.1.1 Sonu¢

M nin bir Riemann konneksiyonu D, M de ortonormal baz {e;,e,}, A ikinci temel

form ve 6 da iki vektor arasinda ag1 olmak tizere;

D, e, = D, e, =0, Dg,e; =—Acothbe,, D, e, =—Acoth Oe;
dir.

Kabul edelim ki M bir time-like regle yiizeyi
r=ruv) = xv),ywv),z(uv))

seklinde verilsin. Diger taraftan, f: M — R bir diferensiyellenebilir fonksiyon olmak {izere,

1, = e, Vern, = B(u,v)e, olsun. Sonug 3.1.1.1 den,

Ty = (3.14)
oy = %rv (3.19)
Ty = —Acoth 0, (3.16)
1oy = —AB2coth 1, + %rv — AB?N (3.17)
esitlikleri bulunur. Ayrica, 1, = 17,,, Ve N, = N,,,, oldugundan, sirasiyla,
B, + ABcoth® =0 ve A, — A%coth§ =0 (3.18)
denklemleri yazilir. Bu denklemler ¢oziiliirse,

tanh 6
Alu,v) = — wrat) V€ Bw,v) =) (u+ a(v)) (3.19)
ya da
Au,v) =0 ve f(u,v)=pBWw) (3.20)
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elde edilir.

M yiizeyini siniflandirmak igin, kabul edelim ki (3.19) esitlikleri saglansin. (3.6)
denkleminden, (r, k) = —sh 6 ve (r,,, k) = 0 yazilir. Béylece h(u,v) € R;? olmak iizere,
yiizeyin parametrizasyonu

r(u,v) = (—ush6,h(u,v))
olur. Ayrica, (r,, ;) = —1 oldugundan,

<hu1 hu) = yuz - Zuz = —Ch29
seklindedir. Boylece, f(v) = (f,(v), L, (1)) € Ry* ve ||[f ()|l = 1 olmak iizere,

b = (ch 8,(v), ch B8, (v))
elde edilir. Boylece yiizeyin parametrizasyonu,

r(u,v) = (—ushB,uch8fy(v) +y,(v),uch 6f,(v) +y,(v))

seklinde yazilir. Diger taraftan, r,,,, = 1, oldugundan,gdsterilebilir ki

dy, _ d_fl !
—, = cho— a(v) (3.20)

2 — ch @ %a(v)
dv dv

olur. Genelligi bozmaksizin, f(v) = [chv, shv] olarak alinirsa,
r(u,v) = (—ush6,uchbchv+y,(v),uchlshv+y,(v)) (3.21)

elde edilir. Burada,

Y@ = (y1(v),y,(v)) = ch H(fov sh ra(t)dr, fov ch ta(t)dr)

28



olup bu ifade (3.20)' esitliginden elde edilen r(u, v) yiizeyi lizerinde bir egridir.

Simdi, kabul edelim ki (3.20) ¢oziimleri saglansin. Buradan, f,, = 0 oldugu (3.15)
de goz oniinde bulundurulursa, 7, = 0 olur. 7, = 0 ve 1, = 0 oldugundan, h,,, = 0 ve
h,, = 0 elde edilir. Bu da gosterir ki, h,, vektorii, R? de sabit bir vektdrdiir. O zaman bir u

sabiti i¢in,

h, = (ch 8ch u,—ch 8sh p)
olarak alalim. Boylece u ya gore integral alinirsa;

h(u,v) = (uchOchu+y,(v),—uch8shu+y,(v))
olur. {r,, 1,) = 0 oldugundan,

y(@) = (y1(0),7.()) = (sh pa(r), —ch pa (o))
yazilir. Son denklemden,

r(u,v) = (—ush8,uch6cosh u + sin ua(t), —u ch 6sh u — ch ua(r)) (3.22)

elde edilir (Giler, Saffak ve Kasap 2011).
3.1.1.1 Ozel Durum

6 = 0 ise, 0 zaman k = N dir. Buradan M yiizeyinin birim normalinin sabit oldugu
sOylenebilir. Ayrica k vektorii space-like sabit bir vektor , yani, k = (1,0, 0) oldugundan M
yiizeyi (y,z)-diizlemine paralel olan Lorentz diizlemidir (Gtiler, Saffak ve Kasap 2011).

Bu da 3.1.1 de ifade edilen |n;| < 1 oldugunu gosterir.

Simdi yine 3.1.1 de ifade edilen |n;| = 1 olma durumunu inceleyelim.

b. |n;| = 1 olsun. k space-like birim vektor oldugundan M de e; space-like vektor

alani i¢in,
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k = sin e, + cos 6N (3.23)

yazilir.
3.1.1.2 Teorem

M de e; vektorine ortogonal olan vektor alani e, olsun. y(M) nin {e;, e,}

ortonormal bazi i¢in,

yazilabilir (Giiler, Saffak ve Kasap 2011).
Ispat:

Bu teoremin ispati bir Onceki (3.1.1.1) teoremin ispatina benzer sekilde

ispatlanabilir.

Bu teoremden asagidaki sonug verilebilir:

3.1.1.2 Sonu¢

D, M nin bir Riemann konneksiyonu, {e;,e,} M de ortonormal baz, A ikinci temel

form ve 6 da iki vektor arasinda ag1 olmak tizere;

D, e; =D, e, =0, Dgey = —AcotBe,, De,e, =—Acot Oeq

dir (Kuhnel 2006).

Simdi kabul edelim ki M yiizeyi,

r= T(u, V) = (rl (u, 7.7), 3 (u, 7.7), T3 (u' 17))

seklinde verilsin. Bu yiizey i¢in r;, = e, 1, = e, alinip (a) dakine benzer islemler yapilirsa;
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T,y = —AB%cot 01, — %rv + AB2N

elde edilir. n,, =1, ve Ny, = N,, oldugundan, sirasiyla,
Bu + ABcot 8 =0, ve (1), — (A)%cotd =0 (3.24)

diferensiyel denklemleri bulunur. (3.24) denklemleri ¢oziiliirse

Alw,v) = _tanb e B, v) =) (u+ a(v)) (3.25)

u+a(v)
veya

Auw,v) =0 ve Bu,v) = B)
bulunur. Béylece M yiizeyinin paremetrizasyonu (a) sikkindakine benzer islemlerle
r(u,v) = (usin 6,u cos 6cos v+y,(v),u cos Osin v + y,(v)) (3.26)

seklinde elde edilir. Burada

y@) = (y1(v),y.(v)) = cos B(fov a(v)sh vdv, fova(v)ch vdv)

olup bu ifade (3.20)" esitliginden elde edilen r(u,v) yiizeyi lizerinde bir egridir (Giiler,
Saffak ve Kasap 2011).

3.1.1.2 Ozel Durumlar

1. 6 =0 ise, 0 zaman k = N dir. Boylece M yiizeyi, (y,z)-dliizlemine paralel bir
Lorentz diizlemidir.

2. 6= g ise, 0 zaman k sabit vektorii, M yiizeyine tegettir. Bu ise, yiizeyin

r(u, 'U) = (u, V1 (U), Y2 (U))
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seklinde oldugunu gosterir. Bu durumda M yiizeyi, silindir ylizeyinin bir pargasidir (Giiler,
Saffak ve Kasap 2011).

Boylece, asagidaki teoremi verebiliriz:
3.1.1.3 Teorem

Sabit bir space-like dogrultu ile iliskili her sabit agili time-like yiizey, asagidaki
yiizeylerden birine denktir:
i. r(u,v) = (—ush08,uchbchv+y,(v),uchlshv+y,(v)),

Y@ = (y1(v),y.(v)) = ch B(fov sh ta(7)dr, f(;; ch ta(t)dr)

dir. Burada y(v) fonksiyonu (3.20)" esitliginden elde edilen r(u,v) ylizeyi iizerinde bir
egridir.
ii. r(u,v) = (usin 6, u cos Ocos v + y,(v), u cos Osin v + y,(v)),

y@) = (y1(v),y,(v)) = cos B(fov a(v)sh vdv, fov a(v)ch vdv).

ii. shfx +chf8z=0veyasinOx —cos0z=0
denklemli bir Lorentz diizlemdir.

v, (y,z) — diizlemine paralel olan bir Lorentz diizlemdir.

V. Silindirik yiizeyin bir pargasidir (Giiler, Saffak ve Kasap 2011).
3.1.1.1 Ornek

1. (3.21) ifadesinde a(v) = v+ 1ve 8 = 2 alinirsa M i¢in,
1 1
r(u,v) = (—u sh2,ch?2 (u shv+ Esh2v>,ch2 (u shv—1+ ESh 2V + v)),

paremetrizasyonu bulunur.

2. (3.26) ifadesinde a(v) = 1ve 8 = %ahmrsa M igin,
r(u,v) = (é—iu,\/z—i((u + 1)chv — 1),\/2—5(11 + 1)sh v)

paremetrizasyonu bulunur (Giiler, Saffak ve Kasap 2011).
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3.1.2 Sabit Time-Like Vektor ile Iliskili Sabit Acih Time-Like Yiizeyler

M bir time-like ylizey olsun. k sabit time-like vektorii ile N = (nq,n,, ng) birim

normal vektorii arasindaki sabit ag1 6 olsun.

O zaman e;, M iizerinde birim time-like vektor olmak iizere, k sabit time-like birim

vektorin,

k =ch@e; +shON (3.27)

seklinde yazabiliriz (Giiler, Saffak ve Kasap 2011).
3.1.2.1 Teorem

M yiizeyinde e; vektoriine ortogonal olan bir space-like vektor alanin1 e, olarak

secelim. O zaman, y(M) nin {e,, e,} ortonormal bazi,

D,,N = Ae;, D,,e; = —Atanh fe,, A = A(u,v),

seklindedir (Giiler, Saffak ve Kasap 2011).
Ispat:
Teorem 3.1.1.1 deki benzer hesaplamalar ile ispat edilebilir.
3.1.2.1 Sonug¢

M nin bir Riemann konneksiyonu D, M de ortonormal baz {e;,e,}, A ikinci temel

form ve 6 da iki vektor arasinda a¢1 olmak {izere;

D, e; =D, e, =0, D.e; =—Atanh6e;, D.,e, = —Atanh e,
dir.

Kabul edelim ki, M bir time-like regle yiizeyi,
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r=ruv) = xv),ywv), z(uv))

seklinde verilsin. Ayrica, r;, = e; ve 1, = B(u, v)e, olsun. Sonug 3.1.2.1 den,

Tw =
B
u = #rv
Ty = —Atanh 0,

1y = —AB%tanh 01, + %r,, — AB2N

ifadeleri elde edilir. Ayrica, 1y, = 13,,, V€ Ny, = N, oldugundan, sirasiyla,
B, + ABtanh 6 = 0 ve A, — A*tanh 6 = 0
diferensiyel denklemleri elde edilir. Bu denklemler ¢oziiliirse,

coth 6

Ay, v) = T araw V€ PV) = 9@+ av))
veya

Alw,v) =0 ve Bu,v)=pLWw)
elde edilir.

(3.28)
(3.29)

(3.30)
(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

Simdi M yiizeyini siniflandirmak i¢in, kabul edelim ki (3.33) esitlikleri saglansin.

(3.27) denkleminden, (r,, k) = —ch 0 ve (r,, k) = 0 oldugunu biliyoruz. Béylece h(u,v) €

R, ? olmak iizere, yiizeyin parametrizasyonu

r(u,v) = (h(u,v),uch@)

olacaktir. Ayrica, (1, 1,,) = —1 oldugundan,

(hur hu> = xuz + yuz = sh?6

seklindedir. Boylece, f(v) = (f,(v), L, (1)) € R;* ve ||[f ()|l = 1 olmak iizere,
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hy, = (sh 0f1(v), sh 6f,(v))
seklinde bulunur. Dolayisiyla yiizeyin parametrizasyonu,
r(w,v) = (ush0f;(v) + y;(v),ush 0f,(v) + y,(v),u ch 9)

seklinde olur. Benzer sekilde 7, = 1,,,, oldugundan, gosterilebilir Ki

dy; _ d_fl r
s =sh8—ta) (3.34)

22 — sh Hd—fza(v)
dv dv

dir. Genelligi bozmaksizin, f(v) = [cos v, sin v] alinirsa,

r(u,v) = (ushb cosv + y;(v),u sh 8sinv + y,(v),u ch 6) (3.35)

elde edilir. Burada, y(v) = (y1(v),y.(v)) = sho(— fov sin ta(t)dr, fov cos ta(t)dr)
dir.
Kabul edelim ki (3.34) c¢oziimleri saglansin. Benzer olarak, ylizeyin

parametrizasyonu
r(u,v) = (ushOcos u+ y,(v),—u sh 8sin u + y,(v),u ch 6) (3.36)

seklindedir. Burada

y(@) = (11(0),72(v)) = (sh pa(r), —ch pa (o))

olup bu ifade (3.34)" esitliginden elde edilen r(u, v) ylizeyi lizerinde bir egridir (Giiler,
Saffak ve Kasap 2011).

3.1.2.1 Ozel Durum

Kabul edelim ki, & = 0 olsun. Bu durumda, k sabit time-like vektorii, M ye tegettir.

Buradan
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r(w,v) = (W, Y1 (v), P2 (v))
sonucu ¢ikar. Bu durumda M ylizeyi, yine silindir yiizeyinin bir pargasidir (Giiler, Saffak ve

Kasap 2011).

Buradan asagidaki teorem verilebilir:
3.1.2.2 Teorem

Sabit bir time-like dogrultu ile iliskili her sabit acili time-like yiizey, asagidaki
yiizeylerden birine denktir:
i. r(u,v) = (ushOcos v+ y;(v),ushbsinv+y,(v),uchb),

y@) = (y1(),y, () = sh 6(— f; sin ta(t)dr, fov cos ta(t)dr)

dir. Burada y(v) fonksiyonu (3.34)" esitliginden elde edilen r(u, v) yiizeyi lizerinde bir
egridir.

ii. ch 6x — sh 8z = 0 denklemli bir Lorentz diizlemdir.

iii. Silindirik ytlizeyin bir pargasidir (Giiler, Saffak ve Kasap 2011).
3.1.2.2 Ornek

(3.35) ifadesinde a(v) = v ve 6 = 2 alinirsa M igin,

r(u,v) = [sh 2((u + v)cos v — sin v), sh 2((u + v)sinv — 1+ cos v), uch 2]

paremetrizasyonu elde edilir (Giiler, Saffak ve Kasap 2011).
3.2 E3 Minkowski 3-Uzayinda Sabit A¢ih Space-like Yiizeyler

Bu boliimiin, birinci kisminda Lopez (2009) makalesinde incelenen sabit time-like
vektor ile iliskili space-like sabit acili yiizeyler i¢in elde edilen sonuglar ayrintili bir sekilde
verildi. Ikinci kisminda ise, tezin orijinal kismi olan, sabit space-like vektor ile iliskili space-
like sabit acili ylizeyler i¢in smiflandirma elde edilip yeni sonuglar verildi. Bdylece,
Minkowski 3-uzayindaki space-like sabit agili yiizeylerin smiflandirilmasi bir olgilide

tamamlanmis olacaktir.
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3.2.1 Sabit Time-Like Vektor ile Tliskili Sabit Acii Space-Like Yiizeyler

E3 de x: M — E3} bir space-like immersiyon ve N, M yiizeyinin birim normal vektor
alani olsun. Ayrica, M yiizeyinde sabit bir time-like vektor k olsun. Genelligi bozmaksizin, k
vektori, E; = (0,0,1) seklinde alinabilir. N ve k vektorleri arasindaki hiperbolik agiy1 6
olarak tanimlayalim. Buda 6 agisinin Tanim 2.3.11 deki gibi olmas1 anlamina gelir. Eger M
tizerinde 6 = 0 ise, 0 zaman N = k olur. Bu demektir ki x, paralel bir afin diizlemden
Ox'x? ye bir immersiyon tanimlar. Bu calisma boyunca, 8 = 0 asikar durumunu goz

ontinde bulundurmayacagiz. Tanim 2.3.11 goz oniine alinirsa, K vektori
k=k"+ch6N
seklinde yazilabilir. Burada k' ye, k vektdriiniin M yiizeyinin teget diizlemi iizerine izdiisiimii

denir. Kabul edelim ki
kT

e ==

k7|
olacak  sekilde M  iizerinde Dbirim teget vektor alan1  olsun. O  halde,
M yiizeyinin her bir noktas1 i¢in yonlendirilmis bir {el, e, N }; ortonormal bazi tanimlanacak
sekilde, M tizerinde e; vektoriine ortogonal olan birim vektdr alani e, yi géz Oniine alalim.

Boylece k vektorti,
k = sh 6e; + chON (3.37)

seklinde ayristirilabilir. k sabit bir vektor alani oldugundan, D, k = 0 dir. Béylece, bu esitlik

(3.37) ifadesinde g6z oniinde bulundurulursa,

sh6D,,e; +ch6D,,N =0 (3.38)
elde edilir. (3.38) ifadesinin normal bileseni alinirsa ve
— 0N (3.39)

ifadesi kullanilirsa,
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sh6(D,,e;,N) = —shB oy =0
olur. & # 0 oldugundan, ¢,; = g, = 0 sonucu elde edilir. (3.38) esitligi ve

D,.N = 0;,v1 + 0,1, (3.40)
ifadeleri birlikte diisiiniiliirse

D,,e; = —coth fo,,e, (3.41)
elde edilir. Benzer sekilde, ﬁelk = 0 ifadesi (3.37) de goz Oniine alinirsa

sh6 D, e; + ch6 D, N=0 (3.42)
elde edilir. Yukaridaki ifadenin normal bileseni, (3.39) ifadesi ile birlikte g6z Oniinde

bulundurulursa, o;;sh 8 = 0 olur, yani, g;; = 0 dur.

Boylece asagidaki teoremi verebiliriz.
3.2.1.1 Teorem

E3 de, M sabit acil1 space-like yiizeyinin D, Levi-civita konneksiyonu

Delel = O,
Delez = O, Dezel = —COth90'2262
Dez e, = — COth9 0,264

seklinde verilir. Ayrica, {e;, e,} bazina gére Weingarten doniisimi

(0 o)
0 —07p

seklindedir (Lopez 2009).
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3.2.1.1 Sonug

E3 de, M yiizeyi sabit agili space-like bir yiizey icin, M iizerindeki metrik
(,) = du® + pdv? ile tammli, yani, birinci temel formun katsayilar1 E=1, F=0 ve G=2
olacak sekilde, u ve v lokal koordinatlar1 vardir. Burada B = f(u,v), M iizerinde

diferensiyellenebilir bir fonksiyondur.

Simdi yukaridaki sonugta verilen r(u,v) parametrizasyonunu goéz Oniine alalim.

A(r,) =0 ve o0y, =07, =0 oldugunu biliniyor. Teorem 3.2.1.1 den;

Nw =Y,
B
Tw = ?urvy
.Bv 2
Tow = —BByuTy + Frv + B0, N

elde edilir. Diger taraftan,

I
=

N, = ruN =0
N, = 0,285 = 027,

Ty

olur. N, = N,,, = 0 oldugundan, Eru(Uzva) =0 sonucu bulunur. Teorem 3.2.1.1 de,

o1, = 0ve Erurv = ﬁrvru oldugu g6z Oniine alinirsa,

0 = (022)uly + 022Dr, 1y = (022)uy — cOth 8051,
elde edilir. Boylece,

(022)y — cOth 8%, =0 (3.43)
dir. Ayrica, 1, ifadesini kullanilarak

Bu
(022)y + 022 5 0
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sonucunu elde edilir. Dolayisiyla (f0,,),, = 0 olur. Boylece, yalnizca v ye bagli olan

diferensiyellenebilir ¢ = ¢ (v) fonksiyonu bulunur. Oyle ki

Boy, = @(v) (3.44)

dir. Ayrica, (3.4) ve (3.5) ifadeleri birlikte diistintiliirse,

% = —coth(0) oy,

elde edilir (Lopez 2009).
3.2.1.1 Onerme

E3 de, bir sabit agili space-like r = r(u, v) yiizeyini gdz 6niine alalim. Burada (u, v)
Sonug 3.2.1.1 de verilen koordinatlardir. Eger M tizerinde o,, = 0 ise, 0 zaman r bir afin

diizlem tanimlar (Lopez 2009).
Ispat:

M fizerinde B, = 0 oldugu biliniyor. Bdylece 7, = 0 ve dolayisiyla 7, sabit bir
vektordir. (3.37) den N, M boyunca sabit bir vektor alanidir ve dolayisiyla r bir (Space-like)
diizlemdir.

Burada ve calismanin geri kalaninda o,, # 0 oldugunu kabul edilecektir. (3.43)

denklemi ¢oziiliirse,

1

022 (W, V) = —u coth8+a(v)

elde edilir. Burada, @ = a(v) seklinde bir fonksiyondur. fa,, = ¢ (v) esitliginden,
Bu,v) = p(w)(—ucoth 6 + a(v))

yazilir. Sonug olarak,
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Fo = 0, (3.45)

coth 6

T nemealy (3.46)
Ty = @2 coth @ (—ucoth 6 + a)r, (3.47)
o d -
+ (qo + —ucoth9+a) 1, + @*(—ucoth + a)N

elde edilir. Diger taraftan, (3.37) ayrisimindan,

(rn, k) =shO, (r, k) =0,

veya bu ifadeye esit olarak

(r, k), =sh0, (r,k),=0

yazilabilir. O zaman,

(r,k)=ush@+u, ueRrR

bulunur. Boylece, r ylizeyinin parametrizasyonu

r(u,v) = (x;(u, v), x,(u, v), — sinh(6) u)

seklinde olur. E=1 oldugundan,

1, = (ch 6 cos¢(u,v),ch b sinp(u,v),—sh@)

olacak sekilde bir ¢: M — R fonksiyonu vardir. 7,,,, = 0 oldugundan, ¢, = 0 elde ederiz.

Yani ¢ = ¢(v) olur ve dolayisiyla

1, = (ch@cos p(v),ch@sinp(v),—shb)
=ch0 (cos p(v),sin¢(v),0) —sh6 (0,0,1)
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seklinde yazilir. Genelligi bozmaksizin, f(v) = [cos ¢(v),sinp(v)] olsun. Boylece m,
ifadesi,
1, =ch8 (f(v),0) —sh6(0,0,1)

olur. Buradan
Tuw = ch 6 (f'(v),0) (3.48)

bulunur. Son esitlikte, u ya gore integral alinirsa
1, =ch0 (uf'(v) + h(v),0) (3.49)

elde edilir. Burada h = h(v), R? de diferensiyellenebilir bir egridir. (3.46) ve (3.49)

ifadelerinden

B 1 ch?6
Tw = coth6 — a(v) sh 6

(uf'(v) + h(v), 0)
bulunur. Bu esitlik (3.48) ile birlikte g6z 6niine alindiginda
h =—tanh 0 a(v)f'(v)
elde edilir ve boylece
1, = ch8 (u—tanh 0 a())(f'(v),0)
seklinde yazabiliriz. O zaman,
Ty, = chO (u—tanh 0 a)(f" (v),0) —sh B a'(f'(v),0) (3.50)

seklinde bulunur. (3.47) ve (3.50) deki 1, ifadeleri r, ile i¢ ¢arpima tabi tutulursa,

¢' (W) = — o)
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elde edilir. Burada, v nin uygun bir degisimi ile ¢’ = 1 alinabilir. Boylece, ¢(v) = v dir.
Kolayca gosterilir ki, bu se¢im (3.45), (3.46) ve (3.47) denklemlerindeki x in ikinci tiirevlerini

degistirmez. Bu durumda

1, = ch8 (cosv,sinv,0) —sh6(0,0,1),
r, = (u ch —sh@ a(v))(— sinv,cosv,0)
olur.

Yukaridaki sonuglar asagidaki gibi ifade edilebilir.
3.2.1.2 Teorem

M yiizeyi, E7 Minkowski uzayinda total olarak geodezik olmayan sabit acil1 bir space-

like yiizey olsun. M yiizeyinin lokal koordinatlari (u,v) olmak {izere paremetrizasyonu

asagidaki gibidir:
r(u,v) = (uchbcosv+y,(v), uch@sinv+y,(v),—ush8), (3.52)
y(@) =sh 0(f a(w) sinv,— [ a(v)cos v) (3.52)

dir. Burada (3.52) ifadesi (3.20)' esitligindekine benzer islemler yapilarak elde edilen r(u, v)
tizerinde bir egridir. Ayrica a, I belirli aralig: tizerinde bir diferensiyellenebilir fonksiyondur.
Ayrica, 8 degeri k = (0,0,1) sabit bir dogrultu ve M ylizeyinin birim normal vektor
arasindaki hiperbolik agidir (Lopez 2009).

3.2.1.2 Onerme
Sabit acili bir space-like yiizey flat (diiz) dir (Lopez 2009).
Ispat:

Her bir p € M noktasinda Weingarten endomorfizminin 6z vektorlerinin, bir
{v;(p),v,(p)} bazin1 goz oniine alalim. Ozel olarak A;(p) = —o;;(p) almmis olsun. (N, k)
fonksiyonu, sabit oldugundan v;(p) boyunca tiirevi (D, )N, k) = 0,i = 1, 2, ifadesini saglar.
(3.5) ifadesi kullanilarak

2 (@)(v1(p), k) = 2,(p){v.(p). k) =0
elde edilir. Simdi, p noktasinda A;(p)A,(p) # 0 oldugunu kabul edelim. Esas egrilik

fonksiyonlarinin siirekliligini kullanarak, p noktasinin bir N,, komsulugundaki her g noktasi
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i¢in, (v1(q), k) = (v,(q), k) =0 bulunur. Bu demektir ki, N,, deki normal vektor k vektoriidiir
ve boylece 8 = 0 geliskisi elde edilir. O halde, V p i¢in A,(p) A,(p)=0 dir, yani M iizerinde
K = 0 dir. Gergekten, Oklid uzayindaki gibi, tiim flat yiizeyler; diizlem, koni, silindir ya da
teget acilabilir yiizeylerine lokal izometrik olarak karakterize edilirler.

Boylece asagidaki sonucu verebiliriz:
3.2.1.2 Sonug¢
Her bir sabit acili space-like ylizey bir diizlem, bir koni, bir silindir ya da teget

acilabilir ylizeylere izometriktir.

Teorem 3.2.1.2 de verilen sabit acili space-like bir yilizeyi bir regle yiizeyidir.

Gergekten, (3.51) parametrizasyonu ile verilen yiizey
r(u,v) = (y(v),0) + u(ch6 cosv,ch 8 sinv,—sh0)

olarak yazilabilir ki bu yiizey ayn1 zamanda bir regle yilizeyidir, [14].
3.2.1.1 Ornek

(3.51) esitligi ile verilen y(x) fonksiyonu a nin farkli degerlerine gore incelenecek
olursa,

1. a(v) = 0 olsun. Bu durumda, y(v) = (0,0) olur ve buradan,

r(u,v) = u(chBcosv,chfsinv,—shb)
elde edilir. Bu yiizey dayanak egrisi yatay diizlemde bir cember olan ve tepe noktasi orijinde
bulunan bir konidir.
2. a(v) = 1 olsun. Bu durumda y(v) = —sh 8(cos v, sinv) olur ve

boylece,
r(u,v) = —sh8 (cosv,sinv,o0) + u(ch @ (cosv,sinv),—sh8)

bulunur. Bu yiizeyde tabani1 ¢cember bir konidir.
3. a(v) = ﬁ olsun. Bu durumda y(v) = sinh(8) (v, —log(|sin(v)|)) olur ve

buradan,
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r(u,v) = sh8(v,—log(|sinv|),0) + (uch@ cosv,uchfsinv,—sh8)

elde edilir (Lopez 2009).
3.2.2 Sabit Space-Like Vektor ile Tliskili Sabit Acili Space-Like Yiizeyler

3.2 de belirttigimiz gibi, bu alt kisim tezin orijinal kism1 olup, sabit space-like vektor
ile iligkili space-like sabit acili yiizeyler incelendi.

E3 de x: M — E3} bir space-like immersiyon ve N, M yiizeyinin birim normal vektdr
alani olsun. Ayrica, M yiizeyinde sabit bir space-like vektor k olsun. Genelligi bozmaksizin,
k vektoriinii, E; = (1,0,0) olarak diisiinebiliriz. N ve k vektorleri arasindaki hiperbolik agiy1
0 olarak tanimlayalim. Bdylece, 8 acis1t Tanim 2.3.12 deki gibi tanimli olur. Bu tanim goz

oniinde bulundurularak, k vektorini

k =k'+ shON

seklinde yazabiliriz. Burada k' ye, k vektoriiniin M yiizeyinin teget diizlemi {izerine izdiisiimii
denir. Kabul edelim ki
KT
e = ]
olacak sekilde M {izerinde birim teget vektdor alam1 olsun. Bu durumda,
M yiizeyinin her bir noktasi i¢in yonlendirilmis bir {el, e, N }; ortonormal bazi tanimlayarak
M iizerinde e; vektoriine ortogonal olan, birim vektor alani e, yi goz Oniine alalim. Boylece k

vektorin,
k =chBe; +shON (3.53)

seklinde ayristirabiliriz. k sabit bir vektor alan1 oldugundan, (3.53) ifadesinde e, vektorii

yoniinde tiirev alinirsa,
sh6D,,e; + ch6D,,N =0 (3.54)

elde edilir. Bu ifadenin normal bilesen alimir ve (3.4) Gauss denklemi g6z Oniinde

bulundurulursa,
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sh6(D,,e;,N) = —shB oy =0 (3.55)
olur. 6 # 0 oldugundan, o¢,; = gy, = 0 sonucunu elde ederiz. (3.54) ve (3.5) ifadeleri

birlikte diisiiniiliirse

D,,e; = —coth 0 o,,e, (3.56)
elde edilir. Benzer sekilde, D, k = 0 ifadesi (3.53) ifadesinde goz Gniine alinirsa

sh6 D, e; + ch6 D, N=0 (3.57)
bulunur. (3.57) ifadesinin normal bileseni, (3.4) ifadesi ile birlikte diisiniiliirse, 8 # 0

oldugundan, o;; = 0 elde edilir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir:
3.2.2.1 Teorem

E3 de, M sabit ac1li space-like yiizeyinin D, Levi-civita konneksiyonu

Delel = O,
Delez = O, Dezel = _tanh 90-2262,
D,,e, = —tanh 6 g,,e,

seklinde verilir. Ayrica, {e;, e,} bazina gére Weingarten doniisimi

(0 —o)
0 _0-22

seklindedir.
3.2.2.1 Sonuc¢

E3 de, M bir sabit agili space-like bir yiizey olmak iizere, M iizerindeki metrik
(,) = du? 4+ fdv? ile tanimh olacak sekilde, u ve v lokal koordinatlari vardir.Burada

B = B(u,v), M iizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyondur.
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Simdi bu sonugta verilen r(u, v) parametrizasyonunu géz oniine alalim. A(r;,) = 0 ve

011 = 01, = 0 oldugu biliniyor. Teorem 3.2.2.1 den;

Tyu = 0,
By
Tuwy = ?Tv,

B
Tow = —BBuTu + erv + BZGZZN

bulunur. Diger taraftan,

0,

N, =D, N =
N, =D, N =

T, P0y26; = 0337,

elde edilir. Boylece yukaridaki esitliklerden, Eru(azzr,,) = 0 sonucu bulunur. Teorem 3.2.2.1

den, g;, =0 ve D1, = ﬁrvru oldugu g6z 6niinde bulundurulursa,

0 = (022)uty + O-ZZErurv

= (033)yT, — 05 tanh 6,

olur. Boylece,

(022)y — tanh 802, = 0 (3.58)
dir. Burada, r;,,, ifadesini kullanilirsa,
(022)y + 022 % =0
olur ki buradan (So,,), = 0 dir. Boylece, ¢ = @ (v) diferensiyellenebilir fonksiyonu
(3.59)

Boz, = @(v)

seklinde yazilabilir. Ayrica, (3.4) ve (3.5) ifadeleri birlikte diisiiniiliirse,
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Bu
B

elde edilir.

= —tanh 00,

3.2.2.1 Onerme

E3 de, bir sabit acil1 space-like r = r(u, v) yiizeyini géz oniine alalim. Burada (u, v)
Sonug 3.2.2.1 de verilen koordinatlardir. Eger M iizerinde a,, = 0 ise, 0 zaman r bir afin

diizlem tanimlar.
Ispat:

Bu 6nermenin ispat1 Onerme 3.2.1.1 deki benzer olarak yapilabilir.

Bu ¢alismanin geri kalaninda o,, # 0 oldugunu kabul edilecektir. (3.58) denklemi

¢Oziiliirse,

—coth 6
u+a(v)

o (u,v) =

elde edilir. Burada, a = a(v) seklinde v ye bagimhi bir fonksiyondur. fo,, = @(v)

esitliginden,

Bu,v) = —tanh 8p(v)(u + a(v))

olur. Sonug olarak,

Tw = 0, (3.60)

Typ = Ty (3.61)

uta(v

! r’
Ty = —tanh?0¢% (W) (u + a(v))r, + (% t e

)r,, —tanh 0 p*(u+ a(v))N (3.62)
elde edilir. (3.53) ayrisimindan,
(r, k) =ch@, (rn, k) =0,

bulunur. Boylece,
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(r,k) =ush6+u peR

seklindedir. k = (1,0,0) oldugundan, r yiizeyinin parametrizasyonu;
r(u,v) = (u ch 6, x,(u,v), x;(u, v))

olur. Diger taraftan (r;,, ;,) = 1 oldugundan,
1, = (ch6,shOsh¢(u,v),shbchp(u,v))

olacak sekilde bir ¢: M — R fonksiyonu vardir. Boylece, 1, = 0 oldugundan, ¢ = ¢(v)

olur ve dolayisiyla

1, = (ch@,shOsh¢(v),s hOch p(v))
= ch6(1,0,0) + sh 6 (0,sh ¢(v),ch ¢p(v))

seklinde olur. Kabul edelim ki, f(v) = [sh ¢(v), ch ¢(v)] olsun. Bu kabul r,, ifadesinde goz

oniinde bulundurulur ve bulunan ifadenin v ye gore tlirev alinirsa,
Ty = sh 6 (0, f'(v)) (3.63)

olur. (3.63) de u ya gore integrallenirse, h = h(v), R? de diferensiyellenebilir bir egri olmak

luzere

1, = sh0 (0,uf'(v) + h(v)) (3.64)
elde edilir. Boylece (3.61) ve (3.64) ifadelerinden

sh@

Ty = aren (0,ua’(v) + h(v))

bulunur. Bu esitlik (3.63) ile karsilastirilirsa,

h=a@)f'(v)
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elde edilir. Boylece (3.64) denklemi
1, =sh0 (0, (u+a)f'(v))

haline gelir. Buradan,

T = sh0(0,a'W)f' (W) + (u+ a@)f" (v)) (3.65)

bulunur. (3.62) ve (3.65) deki 1, ifadeleri r, ile i¢ ¢carpima tabi tutulur ve kiyaslanirsa,

¢' (W) =—— (V)

elde edilir. Son denklemde, v nin uygun bir degisimi ile ¢'(v) = 1 alinabilir. Boylece,
¢(v) = v bulunur. Boylece

1, =ch6(1,0,0) +sh 0 (0,shv,chv),

r, = (u sh@ +sh@ a(v))(O, chv,shv)

olur. Boylece asagidaki ifadeler verilebilinir.
3.2.2.2 Teorem

M yiizeyi, E3 Minkowski Uzayinda sabit space-like vektor ile iliskili sabit ag1l1 space-

like bir ylizey olsun. M yiizeyinin lokal koordinatlari (u,v) olmak iizere paremetrizasyonu

asagidaki gibidir:
r(u,v) = (uch8,ushshv+y;(v),shlchv+y,(v)), (3.66)
y() = sh6(f a(w)ch vdv, [ a(v)sh vdv). (3.67)

Burada (3.67) ifadesi (3.20)" esitligindekine benzer islemler yapilarak elde edilen r(u, v)

tizerinde bir egridir.
3.2.2.2 Sonug¢

Her sabit agili space-like ylizey bir diizlem, bir koni, bir silindir ya da teget agilabilir

yiizeylere izometriktir.
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Ayrica bir sabit agili space-like yiizeyin Teorem 3.2.2.2 den regle yiizey oldugu
goriilebilir.

Gergekten (3.66) parametrizasyonu

r(u,v) = (0,y(v)) + u(ch 6, sh 6sh v,sh 6ch v)

olarak yazilabilir. Bu da bir regle yiizeyi ifade eder.

Bu konuyla ilgili asagidaki 6nermeleri verelim:
3.2.2.1 Ornek

(3.67) esitligi ile verilen y(x) fonksiyonu a nin farkli degerlerini incelenecek olursa,

1. a(v) = 0 olsun. Bu durumda, y(v) = (0,0) olur ve buradan,

r(u,v) = u(ch 8, sh8sh v,sh Och v)
elde edilir.
2. a(v) = 1 olsun. Bu durumda y(v) = sh8(sh v, ch v) olur ve

boylece,

r(u,v) = u(ch6,sh@shv,sh6chv)
+sh 6 (0, shv,chv)

bulunur.
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