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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
DOGRUSAL OLMAYAN GORELI TUREVSEL ETKILESIMLERIN
40Cq CEKIRDEGINE UYGULANMASI

Cagr1 AKMAN
Tekirdag Namik Kemal Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Fizik Anabilim Dal1

Danigsman: Prof. Dr. Serbiilent YILDIRIM

Bu tezde; biitiin mertebelerde non-lineer tiirevsel etkilesmeleri igeren Ortalama
Alan Modeli, Thomas-Fermi yaklasiminda atom cekirdegine uygulanmigtir. Liter-
atiirde niikleer madde icin uygulanan bu model tez kapsaminda kiiresel simetrik *°Ca
cekirdegine uygulanarak mezon alanlarinin, baryon alanlarinin yaricapa gore degisimi
ve niikleon bagina baglanma enerjileri hesaplanmistir. Ayrica ele alinan ¢ekirdegin
etkin yarigapi, yiizey enerjisi ve spin-orbit etkilesim potansiyeli yarigcapin fonksiyonu
olarak hesaplanmigtir. ~ Sonuclar lineer Walecka modeli ile karsilagtirilmistir.
Hesaplama sonucunda non-lineer tiirevsel modelin kesme parametresi A enerji ve
baryon sayist sinirlar1 dahilinde 896 MeV bulunmustur. Bu deger niikleer madde i¢in
bulunan kesme degerinden (770 MeV) daha biiyiiktiir.

Anahtar Kelimeler: Goreli kuantum hidrodinamik modeller, Walecka modeli,
Non-lineer goreli niikleer modeller, niikleer madde,
sonlu ¢ekirdekler
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ABSTRACT

MSec. Thesis
Application of
Relativistic Non-linear Derivative
Interactions in *°Ca Finite Nuclei

Cagr1 AKMAN
Tekirdag Namik Kemal University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Physics

Supervisor:Prof. Dr. Serbiilent YILDIRIM

In this thesis; the relativistic Mean Field Theory, which includes non-linear
derivative interactions in all orders, was applied to atomic nucleus in the
Thomas-Fermi approach. In the literature this model was applied for nuclear matter
calculations where in this thesis the model is applied to the spherical symmetrical
40Ca nucleus for the calculation of the meson fields, the baryon fields as a function of
nuclear radius and the nuclear energies per nucleon. Additionally we also calculated
effective nuclear radius, surface energy and the spin-orbit interaction potential as a
function of radius. The results were compared with the linear Walecka model. As a
result of the calculations, the cut-off parameter of the non-linear derivative model A
was found to be 896 MeV within the limits of energy and baryon number. This value
is found to be greater than the cut-off value (770 MeV) for nuclear matter.

Keywords: Relativistic quantum hydrodynamic models, Walecka model,
Non-linear relativistic nuclear models, nuclear matter,
finite nuclei
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1. Giris

Evrendeki goriiniir kiitlenin yiizde 99’u niikleer yap1 icindedir. Bizi ve diinyamizi
cevreleyen yakin evrenimizdeki elementlerin (periyodik tablo) cekirdekleri basta
olmak iizere yildizlarin ve yildiz evreleri sirasinda ortaya ¢ikan kozmik yapilarin

tamaminda niikleer yap1 s6z konusudur.

Niikleer yapinin temel yapi tasi protonlar ve notronlardir (niikleonlar). Her ne
kadar standart model cercevesinde niikleonlarin bir kuark i¢ yapisi oldugu bilinse de
atom cekirdekleri ve yildiz yapilart agisindan bu i¢sel hareket serbestisi kendini belirli

bir enerji rejimine kadar belli etmez.

1911 yilinda Rutherford’un atom cekirdegini kesfinden giiniimiize hem
deneysel hem de kuramsal anlamda ¢ok yogun olarak ¢aligilan niikleer yapilarin tek
bir formiilasyon altinda ifadesi miimkiin olamamaistir. Bu durum niikleer etkilesmelerin
dogasinin zenginliginden ve yapinin az sayida pargaciktan cok sayida parcaciga dogru

cesitli seviyede yapilar icermesinden kaynaklidir.

Ancak, goreli fizik, kuantum mekanigi ve alan teorilerinin birlesimi sonucu,
50’11 yillardan sonra tutarli ve gelistirilebilir modeller 6ne siiriilmiigtiir. 70’11 yillardan
sonra bilgisayar kullanimiyla birlikte sayisal hesaplamalar modellerin 6ngordiigii
sonuclarin hesaplanmasini saglamig ve modeller sonraki yillarda daha da cesitlenerek

geligmistir.

Bu tezin amac1 goreli kuantum hidrodinamik (Relativistic Quantum Hydrody-
namic RHD) ad1 verilen ve 1973 yilinda Walecka tarafindan gelistirilen teorinin zaman
icerisinde daha da gelistirilerek non-lineer formdaki son hallerinden birisinin simetrik

sonlu sistemlere (**Ca atom ¢ekirdegine) uygulanmasidr.

Tez ana hatlartyla ii¢ boliimden olugmaktadir. Ilk boliimde konunun kisa
bir tarihi gesmisi ile literatiir Ozeti verilecektir. Daha sonra materyal metod
kisminda Walecka modeli ve onun non-lineer etkilesimleri iceren formlarinin

matematiksel formiilasyonu belirli bir detayda sunulacak, son kisimda ise bu teze



konu olan non-lineer tiirevsel model (non-linear derivative model NLD) detayli olarak
verilecektir. Tezin bu kisminda hesaplamalar ve bulunan sonuglar yer alacaktir. Burada
kullanilan model i¢in elde edilen hareket denklemleri ve bunlarin atom ¢ekirdegi i¢in

niimerik ¢oziimii tartisilacaktir. Hesaplama ayrintilar1 eklerde verilmistir.

1.1 Tarihi Temeller ve Literatiir Ozeti

Teorik alt yapiy1 Paul Dirac’1n relativistik kuantum mekanigi i¢in formiile ettigi
Dirac denklemine kadar gotiirebiliriz. Tarihi derinligi izlemek bu ¢alismanin konusu
degildir; ama yine de tarihi onemi olan bazi gelismelere deginmek gelistirilen goreli
teoriyi anlamak agisindan yardimci olacaktir. Paul Dirac’in elektron icin yazdigi ve
kuantum mekanigi ile 6zel goreliligi birlestirdigi Dirac denkleminin ¢dziimlerinde
antiparcaciklarin varligin1 kuramsal olarak ortaya koymasi tek pargacik i¢in yazilmis
bir teorinin dziinde cok parcacikli bir problemi igerdigini ortaya koymustur (Dirac

1928).

Kiitlesiz fotonun, sonsuz erimli elektromanyetik etkilesimlerin tastyici
parcacigi olmasina istinaden Yukawa (1935) nin sonlu niikleer etkilesmeler icin kiitleli
bir ara parcaci81 olabilecegi 6ngoriisii, "mezon" denilen niikleer kuvvet tasiyicilarinin
temeli olarak kabul edilir.  Yukawa’nmin nétr bir skaler alanla etkilesime giren
niikleonlarin {izerindeki ¢calismasina ek olarak Proca (1936) tarafsiz bir vektor alanim

ve Kemmer (1938) diger alanlar1 tanimlamiglardir.

Baryonlar1 ve notr skaler mezon alanlari iceren niikleer ¢cok parcacikli sistemin
kuantum alan teorisi ilk olarak 1951°de Schiff (1951) tarafindan incelemistir ve
niikleer doygunlugun skaler alanin dogrusal olmayan kendi kendine etkilesimlerinden
kaynaklanabilecegini 6ne siirmiistiir. Schiff’in klasik bir skaler mezon alanina dayanan
niikleer teorik fikrini, onemli 6lciide ilerleten Johnson ve Teller (1955), klasik yogun
skaler bir alanin yarattig1 potansiyelde niikleonun hareketini ve ¢ekirdek yapisinin
ampirik Ozelliklerinin ¢ogunu agiklayabilecegine dikkat cekmislerdir.  Johnson
ve Teller modellerini niikleer 6zellikleri agiklamak i¢in hiza baglh bir potansiyel
tanimlamiglardir ve fenomonolojik modeli; niikleer kuvvetlerin, yogunlugun ve
enerjinin doygunluguna yol agtigi, yiikten bagimsiz oldugu diisiinceleri iizerine
kurmuglardir. Cekirdek kabuk yapisini elde etmek icin giiclii bir spin-orbit ¢iftlenimi

var saymuslardir. Schiff’in non-lineer teorisinin aksine lineer bir teori kullanmislardir
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ve niikleonlarin skaler alanla etkilesiminde kuvvetli bir hiz bagimhiligi ekleyerek

niikleer doygunlugu elde etmislerdir.

Duerr (1956), Johnson-Teller modelini daha da gelistirmistir ve spin-orbit
etkilesimi ve niikleon optik potansiyelinin reel kisminin enerji bagimlilig1 dahil
olmak iizere sonlu ¢ekirdeklerin 6zelliklerini, vektor ve skaler mezon alanlar ile elde
edilebilecegini gostermistir. Niikleer doygunlugun dogal olarak boyle bir modelde
ortaya ciktigin1 da gozlemlemistir. Relativistik alan teorisi iizerinden ¢alismasini
yiirlitmesine ragmen, niikleer yapi tartismasinda relativistik olmayan ve non-lineer

skaler ciftlenimi kullanmisgtir.

Bu caligsma iizerinde biraz durmak gerekiyor. Duerr, niikleer kuvvetlerin rela-
tivistik etkileri tizerine ¢alismasinda, Johson ve Teller’in yazdig: yiikten bagimsiz bir
niikleer yap1 olusturmak i¢in proton ve nétronun arasindaki farklarin 6zdegliklerinden
(Fermi istatistiklerinden) ve farkli yiik durumlarindan kaynaklanmadigini varsaymaisti.
Niikleer yapiy1 agiklamak icin skaler mezon alan ve vektdér mezon alan igceren
kendi Lagrange ve Hamilton fonksiyonlarini olusturmus, etkilesim terimlerini (skaler,
mezon, tensor...) tamimlamig ve baryon yogunlugunun normalizasyon kosulunun

yazmisgtir.

Marx (1956); sifir etkilesim erimde klasik bir skaler alanla etkilesime
giren baryon sorununu incelemistir ve eger relativistik olarak ele alinirsa, yalnizca
bu etkilesimin niikleer doygunluga yol acabilecegini belirtmistir.  Daha sonra
Kalman (1974) skaler alan teorisini astrofizik problemlerini ¢cozmek i¢in kullanmustir.
Klasik bir vektdor mezon alaniyla etkilesime giren duragan baryon problemi ilk
kez Ze L’Dovich (1962) tarafindan incelenmistir ve boyle bir sistemin, yiiksek
yogunluklarda sikistirilma altinda kati (stiff) bir hal denklemine sahip olabilecegini

gozlemlemistir.

Sonraki yillarda relativistik niikleer sistemlerde cok parcacik kuantum alan
teorisi bircok kisi tarafindan da gelistirilmistir. Moravcsik ve Noyes (1961) mezon
aligverisi fikrini iki niikleon etkilesimi ¢ercevesinde incelemislerdir. Dover ve Lemmer
(1968) iki parcacik etkilesimini bir adim daha ileri gotiirerek ¢oklu parcaciklar

izerine tartismay1 gelistirmislerdir ve etkilesimlerin biiyiik parcaciklarin degisiminden



kaynaklandig1 Fermi sistemlerini incelemislerdir, tartismalarina degisik mezonlari

dahil etmislerdir.

Niikleer yapinin formiilasyonunda relativistik modellerin yan1 sira relativistik
olmayan niikleer modeller de calisilmistir. Bu calismalar ve gelisimleri hakkinda
kisaca soz etmek gerekirse; geleneksel niikleer yap: teorisi, relativistik olmayan cok
parcacikli Schrodinger denklemine dayanmaktadir ve durgun haldeki niikleon-niikleon
potansiyeli (iki parcacik sacilma) verileri ve doteronun baglanma oOzellikleriyle
belirlenir. Daha sonra iiglii niikleon sistemleri ve Faddeev (Payne ve ark. 1980)

denklemleri kullanilir.

Niikleer madde, Coulomb etkilesiminin ihmal edilmesi ve elde edilen ve toplam
niikleonlarinin sayisinin (A=N+Z) sonsuza gitmesine izin verilerek esit sayida ndtron
ve protonlu hipotetik tekdiize sistemin, yalnizca toplu baglanma enerjisi ve doyma

yogunlugunun karakterize edilmesiyle ifade edilir.

Hartree-Fock teorisi (Negele 1982, Svenne 1979), relativistik olmayan ¢ok
parcacik probleminin hesaplanmasinin temelini olusturmustur. Bu model; kabuk
yapisint ve niikleonlarin diger niikleonlarla etkileserek kendinden tutarli (self
consistent) tek parcacik potansiyeli ile cekirdek icinde hareketini temel alarak
relativistik olmayan c¢ok parcacik problemini inceler.  Sistemin taban durumu,
degisken olarak belirlenen tek niikleon dalga fonksiyonlarinin antisimetrik bir Slatter
determinanti olarak kabul edilirse sonug, her parcaci@in kendi kendine tutarli
Hartree-Fock potansiyelinde hareket ettigi bir tek parcacik dalga denklemleri setine
doniigiir. Bu sonucun fiziksel sadeligine ragmen denklemler; karmasik, ciftlenimli,

non-lineer ve integrodiferansiyeldir.

Sonlu niikleer sistemler i¢cin bu Hartree-Fock hesaplamalar1 dikkate alinarak
relativistik olmayan niikleer teoride biiyiik bir ilerleme kaydedilmistir. Bu yaklasimda
ya niikleer maddenin ozelliklerini dogru vermek iizere ayarlanan fenomenolojik
iki parcacik potansiyeli ya da uygun yogunlukta niikleer madde hesaplamalarina
(G-matris elemanlar1) dayanan daha gergek¢i bir etkilesim kullanilir. Bu etkilesim,
sonlu cekirdeklerin hesaplanmasi i¢in temel bir kisitlama olan gozlenen niikleer
madde oOzelliklerini vermek i¢in de ayarlanmalidir. Tipik olarak, bu etkilesimler

niikleer yogunluga acik bir bagimlilik icerir.  Yogunluga baghh Hartree-Fock



(YBHF) modellerinde periyodik tablodaki ¢ekirdeklerin yiik ve kiitle yogunluklarinin
hesaplanmasi oldukg¢a basarilidir (Harada 2005).

Niikleer yapinin tek parcacik modelde aciklanmasi, niikleon sagiliminin optik
bir potansiyel yaklasiminda analiz edilmesine dayanir. Diisiik enerjili niikleonlar i¢in,
bu potansiyelin reel kismi temelde Fermi yiizeyine yakin Hartree-Fock sonucudur.
Bununla birlikte, bu reel kisimda giiclii bir enerji bagimlilig1 vardir ve birkag yiiz MeV
enerjilerinde itici olur. Relativistik olmayan ¢ok parcacik probleminde bu, iki parcacik
etkilesimindeki yerellik dig1 bir iligkidir (Serot ve Walecka 1986). Polarize protonlarin
sacilma deneyleri, optik potansiyelde giiclii bir spin bagimlilig1 ortaya koymaktadir ve
ayni sekilde bagil durum spin-orbit etkilesimi gibi relativistik olmayan yaklagim da

spin-orbit etkilerin dngoriilmesinde zorluklarla karsilagmaktadir.

Relativistik olmayan c¢ok parcacik formalizmin niikleer yapiyr statik iki
niikleon potansiyeli acisindan agiklamadaki basarisina ragmen, bu yaklagim tam bir

cekirdek anlayisi icin yetersizdir.



2. Materyal ve Yontem

2.1 Relativistik Olan ve Relativistik Olmayan Modeller

En temel niikleer teori diisiik enerjilerde relativistik olmayan iki parcacik
etkilesmeleri altinda Fermiyonlarin olusturdugu kuantum mekaniksel bir cok parcacik
problemi iizerine kuruludur. Bu iki parcacik etkilesmesinin izole niikleonlar arasindaki
mezon aligverisine dayandigi anlagilmistir. Dolayisiyla matematiksel formiilasyon
olarak noktasal niikleonlarin farkli tiir mezonlarla etkilesimlerini iceren relativistik
bir Lagrange yogunluu yazilmasi ile teori formiile edilir.  Yazilan Lagrange
yogunlugunun parametreleri yapilan niikleon-niikleon sag¢ilma hesaplamalarinin var
olan deneysel verilere uydurulmasi ile teori parametreleri tamamlanir (Nagels ve ark.

1978, Lacombe ve ark. 1980, Civitarese ve ark. 1987, Machleidt 1989).

Bu yaklagimla elde edilen niikleon-niikleon etkilesmesi yakin mesafede ¢ok
itici oldugundan perturbasyon teknikleri ya da ortalama alan yaklasimlariyla ele
alimamaz. Boylesi durumlar icin Brueckner tipi bir hesaplama ile niikleer ortami da

hesaba katan bir etkin etkilesim (G-matris) formiilasyonu gereklidir (Negele 1970).

Relativistik olmayan niikleer modellerde Brueckner teorisi etkin ii¢-parcacik
kuvvetleri dahil edilmeden yeteri derecede tatmin edici ¢oziimler vermezken (Carlson
ve ark. 1983, Wiringa 1993) relativistik durumlarda Brueckner teorisi; ancak niikleer
madde i¢in uygulanabilmistir (Anastasio ve ark. 1983, Horowitz ve Serot 1987,
Miither ve ark. 1988, Brockmann ve Machleidt 1990). Dolayisiyla relativistik
olmayan yaklasimda c¢ogunlukla yogunluk bagimli enerji fonksiyoneli igeren
varyasyonel hesaplamalara dayanan Hartree-Fock (HF) yaklasimlar1 yapilmaktadir.
Bu yaklasimlarin en iinlii ikisi Vautherin ve Brink (1972) ve Dechargé ve Gogny (1980)

kuvvetlerini igeren modellerdir.

Walecka’nin yetmigli yillarda tekrar ele aldigi orjini ellilerde Schiff (1951)
ve Johnson ve Teller (1955), Duerr ve Teller (1956) dayanan relativistik model

her asamada mezon hareket serbestisini ve relativistik tutarliligi saglanarak tam bir
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kuantum alan teorisi olusturulmustur (Serot ve Walecka 1986, Walecka 1974). Bu
yaklasimda da perturbatik islemler yapilamamakla birlikte ortalama alan yaklagiminda
niikleer madde ve sonlu cekirdeklerde oldukc¢a tutarli sonuglar vermektedir. Bu
yaklasimda Lagrange parametreleri sagilma deneyi sonuglarina degil, niikkleer madde
ve sonlu cekirdek oOzelliklerine fit edilmektedir. Bundan dolayr bu yaklagimda
niikleon-niikleon sag¢ilma sonuglarini tutarl bir sekilde ortalam alan modellerinden

teorinin bu halinde dogrudan tiiretmek pek olas1 degildir.

Yine de relativistik fenemolojik model ile relativistik olmayan fenemolojik

model (HF) kargilastirlldiginda relativistik modellerin istiinliikleri vardir.

1) Yiiksek enerji fizigininde ©ngoérdiigli mezon hareket serbestisini dahil

etmesinden dolay1 daha temel fizik icermektedir.

i1) Formiilasyon relativistik etkileri tam olarak igerdiginden dogal olarak iki
tip potansiyel icerir (skaler ve vektor), giiclii spin-orbit etkilesmesi ve anti parcacik

cOziimlerini barindirir.

111) Hesaplama acisindan relativistik olmayan yogunluk bagimli HF yaklasim-

larina oranla daha yapilabilir olmasidir.

2.2 Lineer Walecka Modeli

Walecka’nin yetmigli yillarda ortaya atti@i kuantum hidrodinamik (KHD),
sonraki yillarda gelistirilen ve bu tezin de konusu olan non-lineer modellere kaynaklik
ettiginden ilk asamada Lineer Walecka Modeli vermek iyi bir baslangic basamagi

olacaktir.

Walecka modelinin kuantum hidrodinamik 1 (KHD-1) ve kuantum hidrodi-
namik 2 (KHD-2) bagliklar1 altinda fizik motivasyonu deneysel veriler ve matematiksel
ayrintilarinin  tamamin iceren bir toparlama makalesi Serot ve Walecka (1986)
tarafindan yayinlanmistir. Biz burada Walecka modelinin niikleer madde ve sonlu

sistemlere uygulandig1 kisimlara yogunlasacagiz.

Relativistik ve nonrelativistik modellerde kullanilan niikleer ortalama alan yak-
lasiminin temeli olan tek parcacik yaklasimi, sacilmanin optik bir potansiyel (Wallace
1981) a¢isindan analiz edildiginde kendini gosteren baglanmamis niikleonlara kadar

uzanmaktadir. Diisiik enerjili niikleonlar icin, bu potansiyelin reel kismi temelde
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Fermi ylizeyine yakin Hartree-Fock sonucuyla uyumludur. Bununla birlikte, gii¢lii bir
enerji bagimlilig1 vardir ve yakin mesafelerde itici olmaktadir. Relativistik olmayan
cok parcacik probleminde bu, iki parcacik etkilesmesindeki yerellik dist bir iligkiye
karsilik gelir. Polarize protonlarla sacilma deneyleri, optik potansiyelde giiclii bir spin
bagimlilig1 ortaya ¢ikarmaktadir ve ayn1 sekilde bagil durum spin-orbit etkilesimi gibi,
relativistik olmayan yaklagim da spin-bagimli etkilerin 6ngoriilmesinde zorluklarla

karsilagmaktadir.

Walecka ve Serot, kendilerinden onceki caligsmalarda yer alan, mezon degisim-
leri agisindan niikleon-niikleon sag¢ilmalarimi ayrintili olarak incelemislerdir(Walecka
1974, Wallace 1981). Burada, relativistik iki-baryon problemin yaklasik bir
cOziimiine dayanan ve birkac¢ farkli mezonun degisiminden kaynaklanan tek bozon
degis-tokus potansiyeli (one boson exchange pontential- OBEP) parametrelerinin elde
edilmesini saglamistir. Bu yaklasimla N-N sa¢ilma faz kaymalarinin 350 MeV’den
diisiik laboratuvar enerjileri icin ¢ok tatmin edici bir agiklamasi elde edilebilecegi
gosterilmistir. En 6nemli katki o, @ ve p mezonlarindan geldigi gosterilmigtir. Diger

mezonlar da analizlere dahil edildiginde daha az katkilar1 oldugu gozlemlenmistir.

Cekirdeklerin daha eksiksiz ve tutarli bir teorik calismasi i¢in niikleer
sistemdeki baryonlarin (N, A, ...) ve mezonlarm (7, o, ®, p, ..) serbestlik
derecelerinin daha da arttirilmas: miimkiindiir. Ilk etapta A, baslangi¢ olarak dahil
edilebilir veya pion-niikleon dinamikleri sonucunda iiretilebilir. Kuramin sadeligi

acisindan bu tezde bu tiir etkilesimler dahil edilmemistir.

Niikleer fizigin cesitli uygulamalari, asir1 kosullar altinda (yliksek basing,
yiikksek sicaklik, yiiksek notron proton asimetrisi) niikleer maddenin davranigina
bagldir. Ornegin nétron yildizlarinin dzellikleri, siradan gekirdeklerde gozlemlenenin
aksine daha yiiksek yogunluklarda davranisi notron madde denklemine baghdir. Bu
yiiksek yogunluklularda nétron maddesi durum denklemi, genel goreliligin kiitlesel
cekimi ile niikleer basing arasindaki dengeyi hesaplamak i¢in gereklidir. Durum
denklemi ayn1 zamanda hangi kosullar altinda gravitasyon g¢ekiminin, bir notron
yildizinin bir kara delife ¢okmesine neden olacagini belirler. Yildiz evlerinin son
donemlerinde olusan siipernova patlamalarinda, niikleer denkleminin hem yogunlugun
hem de sicaklifin bir fonksiyonu olarak yazilmasi da gereklidir.  Dolayisiyla

kozmolojik nesneler i¢in niikleer fizikle genel goreliligin birlestirilmesi gerekmektedir
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ve lineer Walecka modeli bu hesaplamalara olanak saglayan ilk modellerdendir (Serot

ve Walecka 1986).

Transport teori acisindan yiiksek enerjili yogunluklu ortamlarda hidrodinamik
akisin 151k hizina yaklasti§1 hizlarda Lineer Walecka modeli Lorentz kovaryantligi
koruyarak enerji momentum iligkisini dogru bir sekilde tanimlar. Ayrica kovaryant bir
teori olarak anti pargaciklar1 ve bunlarin dogru bir sekilde relativstik probleme dahil
edilmesini saglar. Sanal N-N cifti iiretiminin bir sonucu olarak kuantum mekaniksel
vakum, dinamik bir nesne haline gelmektedir ve bu ekler de lineer Walecka modeli

cercevesinde hesaba katilmas1 miimkiindiir.

Lineer Walecka modeli yiiksek yogunluklu niikleer maddenin yani sira
cekirdeklerin relativistik etkilerini incelemesinde de basarilidir. Relativistik kabul
modelleri, kollektif uyarilmalar, niikleer deformasyonlar da Lineer Walecka modeli

cercevesinde ele alinabilir.

Ana motivasyonu kuantum elektro dinamikten (KED) alan, kuantum
hidrodinamik de (KHD) renormalize edilebilir bir teori olmaliydi. Bu, KHD’nin
sinirli bir parametre seti (¢iftlenim sabitleri ve kiitleleri) ile karakterize edilebilecegi
anlamina gelmektedir. Bu parametreler uygun sekilde se¢ilmis bir deneysel veri seti ile
belirlendikten sonra, kalan tiim fiziksel nicelikler icin tahminler; sonlu ve belirsizdir.
Renormalize kisiti, teorik tahminlerin sistematik olarak hesaplanabilmesini ve deneyle
sinirlandirilmasini saglamaktadir. Ayrintilar Walecka ve Serot’un makalesinde (Serot

ve Walecka 1986) verilmistir.

Lineer Walecka modelinde niikleer sistemi model alan teori, ikiye ayirmiglardir.
Birincisi, baryonlara ve notr skaler ve vektor mezonlara dayanan KHD-I modeli.
Vektor mezonlar minimum olarak korunan baryon akisina baglanir. Walecka teorisi,
skaler etkilesim ile KED’e benzer sekilde renormalize edilebilir. Kuramda alanlar;
niikleonlar (n, p), ¢ ve ® mezonlaridir. Walecka Lineer modeline @ mezonu ile
kisa mesafedeki itmeyi ve ¢ mezonu ile biiyiikk mesafelerde ¢cekmek etkilerini dahil
edilerek gozlemlenen niikleer kuvvetin baskin 6zelliklerini teorilerine yansitmiglardir.
Cekirdegin bazi 6zellikleri (6rnegin Fermi yiizeyine yakin iki cekirdekli durumun tayfi
gibi), bir pion degisimi gibi daha ince detaylara bagh olsa da gii¢lii spin ve izospin

etkilesimi nedeniyle niikleer maddede esasen bagimlilig1 sifirdir. Bu 6zelliklerden



dolayr KHD-1, cekirdeklerin toplu ve tek parcacik 6zelliklerinin incelenmesi icin

oldukca iyi bir baglangi¢ noktas1 olusturmustur.

Dogas1 geregi KHD-1 giiclii niikleer ciftlenimler icerir ve yazilan Lagrange
yogunlugundan elde edilen hareket denklemlerinin ¢6zmenin bir yolu olmadigindan
fazla bir ilerle saglanmis olmaz.  Walecka Lineer modelinde yiiksek baryon
yogunlugunda skaler ve vektor alan operatorlerinin beklenen degerleri ile degistir-
ilebildiginde baryonlarin hareket ettigi klasik, yogunlastirilmig alanlar olarak ele
aliabilecegi gosterilmigtir. Bodylece "Ortalama Alan Teorisi" (MFT) ile hareket
denklemleri coziilebilir hale gelmistir.  Relativistik Hartree yaklagimi ile sonlu
cekirdeklere daha gercekci bir yaklasim elde edilmistir  Burada mezon alam
denklemlerindeki alan kaynak terimleri, kuantum seviyeleri doldurulmus baryon tek
parcacik durumlar iistiinden toplamla belirlenmistir. Baryon dalga fonksiyonlar: i¢in

Dirac denkleminin klasik, yogunlagsmis mezon alanlarindan ¢oziilmiistiir.

Klasik relativistik alan teorilerinde sistemleri olusturan alanlar ve etkilesim
terimlerini igeren hareket serbestileri g; olarak tamimlarsak Lagrange yogulugu
2£(q,duq,t) seklinde olan bir sistemin hareket denklemlerini elde etmek igin

varyasyonu asagidaki gibi olacaktir
5 / as = & / d*x 2(q,94q,1) =0. @.1)

Bu varyasyon ilkesinden Euler-Lagrange hareket denklemleri

0% 0¥
d(duqj)) 94,
ve enerji momentum tensorii
A
™ = V¥4 09V, (2.3)
8 (aqj'> J
elde edilir. Metrik olarak (+, —, —, —) kullanilmustir.

Enerji momentum tensorii siireklilik denklemini
T = 0 (2.4)
saglar.

Enerji momentum tensoriinden dort-momentum denklemi

PV = / a>rr’ (2.5)
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olup sifirinci bilesen enerji bilesenidir

P o= E= / BrA(r) 2.6)
ve Hamiltoniyen yogunlugu
d
H = TO= i’ﬂq’j—g (2.7)
qu

seklinde tanimlanir.

Minimal etkilesim igeren relativistik Lagrange yogunluklari niikleon %y,

mezon %), ve etkilesim %, terimleri olarak ii¢ kisma ayrilabilir

L = I+ Lyt Lo (2.8)

Lineer modelde Lagrange yogunlugunda ifade edilen niikleon kismi
N = ‘i’(iy“&u —m)¥ (2.9)

seklindedir ve burada m etkilesimde bulunulmayan, ¢iplak niikleon kiitlesi ve W Dirac

spinoriidiir.

Lagrange yogunlugunda ifade edilen mezon kisimlari en genel haliyle pion (7),

sigma (o), omega (), rho (p), delta (6) mezonlarini ve fotonu igerecek halde

Ls = %(8“6(9”6—1713,02) (2.10)
Sy = %(a#ﬁa“ﬁ—mgﬁ% @.11)
Lo = —% (quﬂ“v—%mﬁ)wﬂw“> (2.12)
& = —% (ﬁ“vﬁﬂv—%mgf)“ﬁ“) (2.13)
L5 = %(auéa“o—mgaz) (2.14)
Loy = —%FWF“V (2.15)

seklinde yazilir. 0 disinda tiim mezonlar Walecka’nin ilk modellerinde yer almigken,
0 mezonu ilk olarak Kubis ve Kutschera (1997) tarafindan 1997 yilinda dahil

edilmigtir. Lagrange yogunlugunda bulunan mg, my, mg, mp, mg; mezonlarin durgun

kiitleleridir.
QY = MY —-9VoH (2.16)
R = oHpY—9VpH (2.17)
FHY = 9HAY —9VAH (2.18)
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sirastyla @, p mezonlar1 ve foton icin izospin uzayinda vektorel form igeren alan

tensorlerdir.

Cizelge 2.1 : KHD Modelde Niikleer Madde Lagrange Yogunlugunda Yer Alan
Alanlar ve Karsilik Gelen Parcaciklar

Alan Tanim Parcacik Kiitlesi Ciftlenim Sabiti
4 Baryon p.n... M

) Notr Skaler Mezon o Mg s

Vi Notr Vektor Mezon w Mg 2o

IT Yiikli psedoskaler Mezon 7w my g

by Yiiklii Vektor Mezon p mp gp

ao (980) Izovektor Skaler Mezon & mg gs

Niikleonlarla mezonlarin etkilesimini iceren .%,,; Lagrange yogunlugu
minimal ciftlenimler tizerinden ifadesi
Lur = —8sVoV¥ —ig:VyTHY
—20 PV 0" ¥ — g, Py TPY + g5 6P TY — Py AMY.  (2.19)
Burada bulunan ge, 8w, &7, 8p, &s Katsayilar; ciftlenim sabitleridir. 7 Pauli izospin

matrisidir. ¥ matrisleri Dirac matrisleridir. > matrisi > = iY’y'y?y seklinde

tanimlidir.

2.3 Ortalama Alan Yaklasimi ve KHD-1

Lineer Walecka yaklagimda basitlik acisindan mezon alanlar1 olarak sadece ¢

ve o tutulmustur.
KHD-1 icin Lagrange yogunlugunun agik hali

L = W[ V)~ (M~ 8,0)] Wt 5 (a9 0 —m20?)

1 1
— 3 FuvF* 4 Em%VuV“ + 8Lk (2.20)

seklindedir.

Flv, @ mezonu alan tensoriidiir
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Euler-Lagrange denklemlerinden (2.2) alanlar i¢in hareket denklemleri

(ud* +m)o = &Py (2.22)
IF*Y +miVvF = gty (2.23)
[Yu(iok —gyVH) = (M —g0)]y = 0 (2.24)

elde edilir. Ayrintilar Ek-1’de verilmistir.

Ik denklem, kaynaginda skaler yogunlugu p; = Wy iceren Klein-Gordon
denklemidir. Ikinci denklem, kaynak teriminde baryon akis1 B¥ = yy* v iceren Proca
denklemidir. Ugiincii denklem, serbest Dirac denklemidir. Dirac denklemi icerisinde
etkin kiitle M*=(M — g,¢) olarak gosterilir. Skaler alan @y boylece baryonlarin

kiitlesine ciftlenirken, vektor alan V) momentuma ciftlenir.

Enerji momentum tensorii 2.3 denkleminden
L 500 Ay, ] Ao 2 A
THV = 5 mS(P —a1¢a ¢+§FlaF -m;V,V guv

PP + IV Fyy + il dvy
(2.25)

seklinde elde edilir. Enerji momentum tensoriiniin 7y elemant enerji yogunluguna ve

T;; elemanlar1 basing yogunlugunu verir.

Klein-Gordon ve Proca denklemlerinin kaynak kisminda ciftlenim sabitleri
gs ve g, terimleri bulunmaktadir. Ciftlenim sabitleri biiylikliik olarak birden cok
biiylik olduklarindan dolay1 pertiirbatif (perturbative) yaklasimlarla bu denklemler
cozillemez. Denklemleri ¢6zmek i¢in ¢esitli yaklasimlarda bulunulabilir. B sayidaki
baryonlarin tek diize sistemde (uniform system) V kutusu hacminde oldugunu goz
Oniine alirsak, niikleer yogunluk arttikca giderek gecerli hale gelen yaklasik bir
cOziim {iretebilir. Baryon yogunlugu arttik¢a, esitliklerin sag tarafindaki terimler de
artar. Kaynak terimler artttkca mezon alan operatorleri beklenen degerleriyle yer
degistirilebilir. Coziim icin yapilan bu yaklasima Ortalama Alan Yaklasimi (MFT)

denir.

¢—(¢) = do (2.26)
V= (Vi) = 8uoVo (2.27)
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Duragan, tekdiize sistemler i¢in @9 ve Vj, uzay zamandan bagimsiz sabit
degerdedir. Rotasyonel simetriden dolay1r V,’ niin uzaysal koordinatlarin ortalama

degeri sifir olur. Mezon alan denklemleri bu kosullar altinda ¢g ve V; i¢in c¢oziilebilir.

¢o ve Vp mezon alanlarinin biiyiikliikleri ortamdaki baryon alani ile dogrudan
ilgilidir. Vp’m kaynagi baryon yogunlugudur (pp = B/V). Burada baryon akisi

(Py*y) korunumludur ve baryon sayisi
B= / BxB" = / Pryty (2.28)
14 v

denklemi ile verilir.

Ayrica skaler ¢p alanin kaynagi Lorentz skaler yogunlugunun beklenen
degeri (Yy) = ps icermektedir. Zaman bagimliligim icermeyen ve ortalama alan

yaklasiminda hareket denklemleri su hale gelir

8 o\ 8s
W = 2 (Yy) = 2P (2.29)
_ & + _ &

Diizgiin niikleer madde (sonsuz niikleer madde) icin sistemin taban durumu,
dalga numarasi1 k ve spin-izospin dejenerasyonu Yy olmak iizere biitiin kuantum
seviyelerinin Fermi seviyesi p;’ye kadar doldurmasiyla elde edilir. Niikleer madde
icin ¥ = 4 (ndtronlar ve protonlar i¢in spin asagi-yukar1 durumdadirlar) olur. Ortalama
Alan yaklasimi ile Hamiltoniyen matrisinin diagonal elemanlar1 kolayca hesaplanir ve

basing, y ve Dirac denklemi sayesinde benzer sekilde hesaplanabilir.
Baryon yogunlugu momentum uzayinda

I A
e

_ ¥V 3
= 2.31)

boyledir ve Enerji ve momentum denklemleri

2m2™F " 2g2 (2m)3 Jo '
2 2 k 2
8 2 MMy w2, LY /F 3 k
P = pg——=(M-M = d’k————>= (2.33

seklinde elde edilir (Serot ve Walecka 1986).
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2.4 Non-lineer Etkilesmeler

Lineer Walecka modeli; icerdigi skaler alan etkilesimi gg, vektor alan etkilesimi
gy ve ilgili mezonlarin kiitleleri mg ve mg i¢in uygun (var olan deneysel limitler
icinde) degerler se¢ilerek simetrik niikleer maddenin baglanma enerjisi ve bu baglanma
enerjisine karsilik gelen Fermi momentumunu dogru sekilde verir. Ancak lineer
model durum denklemi (Equation of State-EoS) sikistirabilirligi (compressibility) K, !
540 MeV gibi yiiksek bir deger vermektedir. Oysa deneysel veriler 210 + 30 MeV
(Blaizot 1980) olmasi gerektigini ortaya koymaktadir. Lineer model simetri enerji
as olmast gerektigi degerden (33.2 MeV) oldukca diisiik (22.1 MeV) vermektedir.
Ayrica sonsuz niikleer maddeden sonlu atom c¢ekirdeklerine dogru gidildikce yiizey
etkilerinin de onemli oldugu agiktir. Walecka modelini bu zorluklar1 da agsacak
sekilde gelistirilmesinin matematiksel yollarindan birisi (fiziksel gerekceleri yeri
geldiginde yapilacaktir) etkilesmelere bir sekilde non-lineerlik katilmasidir. Lineer
Walecka modeli sadece o ve @ mezonunu (izoskaler etkilesmeler) i¢erdiginden modeli
gelistirmede izlenecek ilk yol mezon sayisimin fiziksel gerekgeler dogrultusunda
artttrmaktir, Ornegin izovektor kanalimi (p ve O mezonlarinin) dahil edilmesidir.
Bu iyilestirmenin yetersiz oldugu durumlarda modeli gelistirmenin en basit yolu
cok oOnceden bilindigi iizere skaler etkilesim ¢ mezonunun kendi kendisi ile

(self-interaction) etkilesimini iceren non-lineer etkilesimlerin dahil edilmesidir.

Ik olarak kiibik ve kuartik yaklasimlarla skaler mezonlara basarili bir sekilde
uygulanmistir (Reinhard ve ark. 1986, Reinhard 1989, 1988, Sharma ve Ring 1992,
Sharma ve ark. 1993, Lalazissis ve ark. 1997a).

Boguta ve Bodmer (1977) non-lineer etkilesimi, kuadrik o pontansiyelini

1 1 .l
U(o) = §m§62+§g2631g304 (2.34)

kiitle terimi igerisine ekleyerek Walecka modelini gelistirmistir.

g> ve g3 non-lineer etkilesim parametreleri, lineer modelle agiklanamayan
sonlu ¢ekirdekteki yiizey etkilesimi i¢in eklenmistir. Literatiirde etkilesim sabitleri g4,
gw» &2, &3 icin cok cesitli deger setleri bulunmustur (tablo 2.2, tablo 2.3; NL1 ve NL2
(Lee ve ark. 1986), NL3 (Lalazissis ve ark. 1997b), NLSH (Sharma ve ark. 1993), TM1
ve TM2 (Sugahara ve Toki 1994),, PK1 ve PKIR (Long ve ark. 2004)). Goriildigi

tizere niikleer madde ozellikleri olan py ile E /A biitiin etkilesim modellerinde birbirine
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Cizelge 2.2 : Parametre Setleri 1

Parametreler HS NL1 NL2 NL3 NL-SH
M (MeV) 939.0 938.0 938.0 939.0 939.0
mg (MeV) 520.0 49225 504.89 508.194 526.059
mg (MeV) 783.0 795.359 780.0 782.501 783.0
m, (MeV) 770.0 763.0 763.0 763.0 763.0
g6 10.47 10.138 9.111 10.217  10.444
2o 13.8 13.285 11.493 12.868 12.945
gp 4.035 4.976 5.507 4.474 4.383
2 (fm™1) -12.172  -2.304 -10.431 -6.9099
23 -36.265 13.783 -28.885 -15.8337
po (fm ™) 0.148 0.151 0.146 0.148 0.146
E/A (MeV) -15.731 -16426 -17.018 -16.299 -16.346
Cizelge 2.3 : Parametre Setleri 2
Parametreler NL3-2 TM 1 ™ 2 PK 1 PKI1R
M (MeV) 939.0 938.0 938.0 939.0 939.0
mg (MeV) 507.680 511.198 526.443 514.0891 514.0873
mg (MeV) 781.869 783.0 783.0 784.254  784.222
m, (MeV) 763.0 770.0 770.0 763 763.0
s 10.202  10.0289 11.4694 10.322 10.3219
2o 12.854  12.6139 14.6377 13.0131 13.0134
gp 4.480 446322 4.6783  4.5297 4.55
g (fm™1) -10.391 -7.2325 -4.444  -8.1688 -8.1562
g3 -28.939 0.6183 4.6076 -9.9976 -10.1984
Po (fm—3) 0.149 0.145 0.132 0.148 0.148
E/A (MeV) -16.280 -16.3 -16.2 -16.268 -16.274

yakinken ¢iftlenim sabitleri modelden modele cok degisiklik gostermektedir. Ozellikle

non-lineer etkilesim parametreleri g, ve g3 rakamsal olarak farklilik gosterdigi gibi

isaret farkliliklar1 da gostermektedir. Ozellikle U (o) etkilesimi iceren modellerde o

mezonu hareket denklemi iigiincii dereceden kokler icerdiginden matematiksel olarak

baryon skaler yogunlugunun diisiik degerlerinde (agir iyon carpismalarinda gozlendigi

tizere) kararsiz (instable) olmaktadir. P.G. Reinhard bu sorunu ¢6zmek i¢in bagka bir
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non-lineer form onermistir(Reinhard 1988)
A o2 c—0p)> oy \2
log | 1 ~log 1+ (%)
2 [og<+< AG)) 0g<+ i)
N 1
+0p0 (1 + <&> ) ] .
A O

1
U(o) = 5m§62+Am

(2.35)

Burada Am, ¢ ve o0y; lic parametreyle karakterize edilen bir modeldir. Daha
onceki o alami niikleer yogunluga baglh iken, non-lineer denklem igerisinde ©

potansiyeli, ¢ mezonunun kiitlesine yogunluk bagimli hale gelmistir.

Etkilesim Lagrange’in1 non-lineer hale getirmek icin sadece skaler mezonun
yam sira vektor mezonlarin kullanildigr modeller de vardir (Bodmer ve Price 1989,
Bodmer 1991, Gmuca 1992a,b, Sugahara ve Toki 1994); fakat bu yaklagimlar da

yiiksek yogunluklarda sorun yasamaktadir.

Mezonlara eklenen terimlerle non-lineer yapma diisiincesinden sonra ele alinan
en temel yaklagim yogunluk bagimli modellerdir (Typel ve Wolter 1999). Typel’in bu

cercevede yazdigi non-lineer Lagrange yogunlugu

7 ; T 1+7
z - "’[7” (’a”‘r“f‘&w)‘rpz-“ftp)—e—z W)) _<m—ro¢>] v
1 1
+3 hw% —m3 9% = SFFOMY A A

1

1
LEELEPRY A A Epng(wuv] (2.36)

seklindedir. Burada baryon mezon ciftlenimleri I', I'g, I'p; baryon alanlarinmin

fonksiyonu oldugu var sayilmustir.

Buradaki yogunluk bagimli ciftlenim sabitleri Dirac-Brueckner teorisinde

oldugu gibi 6z enerjilerinden hesaplanmaktadir.

Iz )}

2 = = (2.37)
g p

3= == (2.38)
M p

2 P N

—p _ Lotk (2.39)
mp pi
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Typel’in modelinde sigma ve omega mezonlar1 i¢in yogunluk bagimli ¢iftlenim

sabitleri su sekilde secilmisgtir

Ti(p) = Ti(psar) fi(x) burada i=0, o. (2.40)

Denklemler igerisinde

1 -I-b,-(x+d,~)2

filx) = aim

(2.41)

ve x degiskeni p/ps, fonksiyonudur. Bu fonksiyonun farkli Dirac-Brueckner
simetrik niikleer madde hesaplamalarindan elde edilen normalize edilmis ¢iftlenimleri

basariyla fit ettigi ifade edilmistir (Typel ve Wolter 1999).

Asimetrik ¢ekirdekler i¢in p mezon (de Jong ve Lenske 1998) ¢iftlenimi yiiksek

yogunluklarda cok kiiciik olacagindan ciftlenim su sekilde se¢ilmistir
Lp(p) =Tp(psar)exp [—ap(x—1)]. (2.42)

o ve ® mezonlart icin dort parametre mevcutken burada sadece bir a

parametresi vardir.

2.5 Non-lineer Tiirevsel Model (NLD)

Gaitanos ve ark. (2009) farkl tiirden non-lineer Lagrange terimlerini tek bir
form altinda toplamak i¢in kisaca NLD model adim1 verdikleri yeni bir Lagrange
yogunlugu oOnermiglerdir.  Bu yeni Lagrange yogunlufunda mezon alanlariyla
niikleon alanlarinin etkilesimlerinin tiim non-lineer tiirevsel terimleri dahil etmislerdir.
Bu modelde Lagrange yogunlugu niikleon spindrlerinin kendisine, birinci tiirevine
ve diger tiim iist mertebeden tiirevlerine baghdir. Dolayisiyla teoride Oncelikli
olarak Euler Lagrange hareket denklemlerinin sonsuz tiirev terimler iceren Lagrange

yogunluguna gore genellestirilmeleri yapilmistir.
NLD modelinde Lagrange yogunlugu

1 - - - 1 1
L = Wiy " — (10" F)yu ¥] — F¥m — Em%,cr2 +50u00"o
L) U 1 uv 12~~u 1= GHY L @
+§mwwu(0 —ZFva +§mpp/~ip —ZGqu + Lotk

(2.43)

ile verilir.
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Burada serbest baryon terimi

Lp = %[‘i’in&“‘l’—(z’a“‘i’)yu‘{’]—‘i"I’m. (2.44)

Serbest mezon terimi

1 1 1
Ly = —§m§,62+§8u0'8“6+5mﬁ,wuw”
1 1 5, 4 15 =

Ve £, teriminin agik hali

Lar = ‘%G [@5‘110 + G@B‘P} — ‘%" [‘ifﬁy”‘{'wu + w0, Py DY
—‘%" [\?5}/” WP, + ﬁu‘i‘%y“ﬁ‘{’] (2.46)

seklindedir.

Zi teriminin igerisinde W’in yiiksek dereceden kismi tiirevli niikleon
alanlarini iceren Lagrange yogunlugu etkilesimi bulunmaktadir. Buradaki D operatorii,
kismi tiirevli non-lineer fonksiyon olarak niikleon alanlarma etki eden operatordiir.
NLD modelinde D operatoriiniin nasil bir formda olacagi 6nceden belirli degildir.
Modelde D i¢in olabilecek en basit formlardan birisi olan iistsel form sec¢ilmistir ve

acik halleri
VB3 5 VB
- 1% — 1%
D :=exp (lTﬁ—m) D :=exp (u) (2.47)

seklindedir.

Burada kismi tiirev terimleri boyutsuz bir v# dort vektorii ile carpilmustir.
Carpim vektoriiniin ne oldugu fiziksel olarak belirli degildir. En basit formda dort

boyutta niikleon hizi olarak secilmistir

i
Vh = = \/J]T (2.48)
o
ya da mezonlara ait hiz vektorii
0
v = W (2.49)
o

olabilir.
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Non-lineer tiirev operatorii D igerisindeki A bir kesme (cut-off) parametresidir.
Degeri yaklasik olarak dogal hadronik skalasi olan 1 GeV (Gaitanos ve ark. 2009)

mertebesinde olmasi beklenir.

Olusturulan Lagrange yogunlugu global faz doniisiimleri altinda degismezdir;
dolayisiyla elde edilen baryon sayisit korunumludur ve 6telemeler altinda degismezdir;

dolayisiyla enerji momentum tensorii korunumludur.

Hareket denklemlerinin basit olmasi agisindan lineer Walecka modelinde
oldugu gibi mezon alanlar1 olarak KHD-1 yaklagiminda oldugu gibi skaler (o) ve

vektorel (@) mezon alanlar i¢in tiiretilmistir. Detaylar Ek-2’de verilmistir.

Lagrange yogunlugu; icerdigi D, D operatorlerin acik hallerinin iistel
formda olmalarindan dolay1 bir seri halinde acilabilmektedir. Bilinen varyasyon
analizinde Euler-Lagrange denklemleri sadece degiskenin kendisine ve birinci
mertebeden tiirevine bagli ifade icermektedir (2.2), bu yiizden yazilan yeni Lagrange
yogunlugundan hareket denklemlerini elde etmek icin Euler-Lagrange denklemleri
yiiksek mertebeli tiirevleri icermelidir. Noether teoremi ile Euler-Lagrange
denklemleri yiiksek mertebeden tiirevleri icerecek sekilde genellestirilmistir (Gaitanos

ve ark. 2009)

0.7 0.7 0.7
0 = -0 + 0y dg——0m7Mm— + ...
90 29(0ud) P9 (0e959)
0.7

+(_>n 8a18a2...8an (2.50)

9 (0a1902---Fan)

ve bu formda ele alinmistir. Boylece seri ifadelerin igerisindeki yiiksek mertebeli

tiirevler hesaplamalara katilabilir.

(2.51) Euler-Lagrange denklemlerinden elde edilen hareket denklemleri

[Yu(io* —=TH)—(m—%,) ]y = 0 (2.51)
’ 1 [ 1513 Vﬁ +m vﬁ ié +m
Ft +mo0” = Sgo W T WYy +Q)
) (2.52)
a aa6+m26 B l _ ié_ﬁvarm _ vﬁii +m 253
o o = 280 Ye v+ ye v (2.53)

seklindedir. Ayrintilar Ek-2’de verilmigtir.
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Ik denklem Dirac denklemidir. Igerisinde Lorentz-vektdr ve Lorentz-skaler

ozenerjiler (selfenergies) vardir

—Vﬁié +m
o= gpote 7 XM (2.54)
7\/Bi§ﬁ+m
R (2.55)

Vektor ve skaler 6z enerjilerinin her ikisi de iistel bir fonksiyonla etkilesim
terimleri icerir. Ustel fonksiyonun seri hali diisiiniildiigiinde serinin ilk terimi lineer
Walecka modelindeki lineer terimleri verir. Bu seride yer alan ikinci ve daha iist
kuvvetten terimlerin lineer Walecka modelinde olmayan kendi kendine etkilesimler
(selfinteractions) terimlerine karsilik gelecegi var sayilir. Vektor 0z enerjide ayrica bir
»¥ yeniden diizenleme (rearrangement) terimi bulunur. Oz enerjiler yogunluk bagimli

oldugu gibi dort momentum bagimli hale de getirebilir (Gaitanos ve Kaskulov 2013).

Ikinci denklem Proca denklemidir ve igerisinde KHD-1’de olmayan QV
yeniden diizenleme (rearrangement) terimi gelmistir. Uciincii denklem Klein-Gordon

denklemidir.

Euler-Lagrange denklemlerinden sonsuz madde icin elde edilen enerji
momentum tensorii 7%

T =e= (PPEP)+E (0P T EY) oy - 52 (W T EW) o

8o
A
+3 (07— i)

seklinde elde edilir.

NLD modelinin hareket denklemleri, enerji momentum tensoriiniin elde
edilmesiyle ilgili detaylar Ek-2°de verilmistir. Bu tezin konusu olan NLD modelinin

sonlu cekirdeklere uyarlanmasi bundan sonraki boliimde ele alinacaktir.
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3. Arastirmalar ve Bulgular

3.1 NLD Modelinin Sonlu Cekirdeklere Uyarlanmasi

Bu boliimde niikleer madde i¢in uygulanan NLD modeli, sonlu niikleer
maddeye bagka bir deyisle atom cekirdeklerine uygulanacaktir. Bu amagla ¢ekirdek
ylizeyini, kiitle ve yiikiin uzaysal dagilimini ifade etmek ic¢in hesaplamalar en basit
form olan Thomas Fermi yaklasiminda yapilacaktir. Bu yaklasimda sonlu sistem
baryon sayist sabit kalmak sartiyla enerji minimizasyonu veren mezon alanlarinin
uzaysal dagilimlarinin bulunmasi amaglanir. Simetrik niikleer maddeden hareketle
hesaplama acisindan kolaylik olmasi i¢in izoskaler kanalda kalinacak, bunun i¢in
hesaplamalar “°Ca (p=20, n=20) cekirdegi icin yapilacaktir. Asimetrik ¢ekildeklerin
incelenecegi durumlarda ilk olarak izovektor kanaldan (6rnegin p mezonu) ve daha

sonra 0 mezonu dahil edilmelidir.

Thomas Fermi yaklagimini uygulamak i¢in enerji momentum tensoriinden elde
edilen enerji yogunlugu ifadesindeki mezon alanlarinin konum tiirevli terimleri dahil

edilmelidir

= (PPEY)+ 52 (W e ) o £ (P EY) o
1o 1 2 2
+2(mgo —mwwo)+5 (Vo)™ — (V) ). (3.1
Burada mezon alanlari, spinorler ve dolayisiyla enerji yogunlugu; konumun bir
fonksiyonudur.

Enerji yogunlugu integral formunda yazilirsa

K / 8o Pr 3 _E-m 8o Pr o5 M _Em
= d’E+22 / d’pEe "% —&9 dPpE—e & |o
(27r) / A ( 0 pre @o =5 0 pEpe

1 1
+5 (m2o® —miyad) + 3 ((Vc)z— (Va)0)2> (3.2)

elde edilir.
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Buradaki ifadelerin agik hali

E = E'tgeme & (3.3)

M* = M—ggoe & (3.4)

E* = /p2+M* (3.5)
seklindedir.

Hesaplanacak olan c¢ekirdegin toplam enerjisi, enerji yogunlugunun uzay

tizerinden integre edilmesiyle bulunur
Ecekirdek = / d’x e. (3.6)
Hareket denklemlerinden elde edilen baryon yogunlugu
0 _ I g (0] T _E-m g o - _E-m
P=pp = <‘P)/0‘P>+X<‘Py0e 7 ‘P>a)o—x<‘l’e A ‘P>G (3.7)
olarak elde edilir. Ilgili detaylar Ek-2’de verilmistir. Baryon sayis,

B — / Bx pp (3.8)

baryon yogunlugunun uzay iizerinden integre edilmesiyle bulunur. Cekirdegin niikleon

bagina baglanma enerjisi

Ecekirdek — BM
Ebaglanma = (%) (39)
ile ifade edilir.
Mezon alan denklemleri; vektdr mezon i¢in
oK [Pr _E-m
(VP—mg) o = — (2“7;)3 | d’pe” A O(p—pr)
= —8wPo (3.10)
skaler mezon i¢in
gok [Pr M* Em
(Vz —mgy) c = - (2;)3 /0 d3pﬁe A O(p—pr)
= —8oPs (3.11)

seklindedir. Denklemlerdeki p, ve py sirastyla vektor yogunluk ve skaler yogunlugu

gostermektedir.

23



po yogunlugunun iistel olarak agilimindan elde edilen birinci mertebeden
degeri, lineer Walecka modelinde pp yogunlugu ifadesi (Serot ve Walecka 1986)[3.122

nolu denklem] ile aynidir.

Alan denklemlerinin iistel olarak yogunluklarinin birinci mertebeden degerleri,
lineer Walecka modelindeki (Serot ve Walecka 1986) [3.119 ve 3.120 nolu denklemer]

degerler ile aynidir.

K pf
(V2—m) o = —(2n)3/0 dp=—gwpo [3.119] (3.12)
) 8ok [P 3 M”
(V2—nl)o = _(27:)3/0 Ppe = —gops [3120) (3.13)
Dispersiyon baglantisi
E?—p* = M* (3.14)

_E-m 2 2
(E[p]—gwa)oe A) —p° = (M—gGGe A)

ve py igin yazarsak

_ Elpgl-m 2 ) _ Elpg)-m
Elpfl—gotpe & | —pj=(M—gs0e & (3.15)

olur.

Sistemin taban durumu toplam enerjisi, Ecekirdek 10 yerel Fermi momentumuna
(ps’ye) gore minimizasyonu ile elde edilir. Ancak enerji minimize edilirken sistemin
toplam baryon sayisinin (B’nin) sabit kalmasi icin varyasyona Lagrange carpani u
dahil edilmelidir

OE ekirdek — OB = 0. (3.16)

Bu minimizasyon hesaplarinin detaylar1 Ek-3’te verilmistir. Hesaplama sonucu

u ifadesi

Elpfl-M Elpfl-M M* E[pg]-m
H = (\/p}—i-M*z—'—gw(l)()eA) (l‘i‘gxa)a)()e( A )—%GW€A>

(3.17)

seklinde bulunmustur.

Elde edilen u, hesaplamalar i¢in oldukg¢a kangiktir. (1’yii, ps’ye baglh bir ifade

haline getirmek i¢in burada bir yaklasimda bulunabiliriz. u degerinin igerisindeki
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birden sonra gelen ve 1/A igeren terimler (A’nin 1 GeV civarinda olmasi beklenir)

birden ¢ok cok kiiciik olacagindan u’yii ilk yaklasim olarak

> _Elpgl-M
uo~ [P M2 goame A (3.18)

seklinde olabilir. Bu deger denklem 3.15’den elde edilen E[p| ile aymdir. Bu
denklemde E[p/] yerine u yazilabilir

(11— goone *5) "~ p} = (M~ gooe 7). (3.19)

Formiilasyon geregi NLD modeli A — oo limitinde lineer Walecka modeline

indirgenmelidir. Bu durumu kontrol ettigimizde A — oo limit durumunda u

u = E|py]
= E*[p/]+ g0 (3.20)

olur. Bu sonug lineer Walecka modeli ile aynmidir (Serot ve Walecka 1986) [sayfa 62
denklem 3.121]. Goriildiigii gibi kesme (cut off A) terimi sonsuza yaklastik¢a, modelin

on gordiigii sekilde Walecka denklemleri elde edilmektedir.

Kiiresel simetrik sonlu bir yapiin ¢dziimii i¢in ikinci dereceden diferansiyel
denklemlerdeki integraller kiiresel koordinatlarda agilmalidir. Kiiresel koordinatlarda

mezon alan denklemleri

pf —m
(V2—md)a(r) = —(gz“’n';; /0 &Ppe " (3.21)
pr M* E—m
V2~ m2 - —g"”/ Ppoe R 3.22
(V2 —=mg) a(r) oot b CPEC (322)

seklinde olur. Ayrintilar Ek-4’te verilmistir.

Mezon alan denklemleri ikinci dereceden, ¢iftlenimli, non-lineer diferansiyel
denklem sistemidir. Enerji agik¢a p’nin bir fonksiyonudur ve ps (Fermi momentum)
seviyesinde p degerini almaktadir.  Ayrica mezon alanlar1 aralarindaki iliski
disperysiyon bagintist ve u denklemiyle saglanmaktadir. Bu denklem sistemi

ciftlenimli oldugu icin ayr1 ayri c¢oziilemez. Mezon alan denklemleri, dispersiyon
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bagintisi ve ps’ye bagh u denklem sistemi

Kr Py E—m
Vz—mz w(r = —gw / d3 e A y
( a)) ( ) (27_[)3 0 p
Kr pr M>|< E—m
Vz—mz ol\r = —gG / d3 —g_T7
( G) ( ) (2717)3 0 PE*
> _E[pf]fM
o= \/[pj+M2tgempe A,
_E-m 2 2 _E-m
(E[p]—gwa)oe A > —p° = (M—gGGe A ) (3.23)

ayni anda ¢oziilmelidir.

3.23 denklem sisteminin ¢Oziimiine ge¢meden Once tecrilbbe etmek ve
kargilastirma acisindan ayni denklem sisteminin lineer Walecka modelini ¢ozdiik.

Walecka modelinde mezon alan denklemleri ve pt denklemi

2 2 I Y v M*(r)
(VE=m3)po(r) = 8 an) /0 dk[k2+M*2(r)]1/2 (3.24)
F(r)
(V2= m2)Vo(r) = —gV(Z% /Op Pk (3.25)
u o= gVo(r)+[pr(r)>+M>2(r)"/? (3.26)

seklindedir (Serot ve Walecka 1986). Denklem sisteminde Fermi momentumu pg’de

bilinmemektedir. Ilk olarak pf, ’ niin fonksiyonu olarak

pr(r) = (g 0) ~ M —guo()?] G27)
yazildiktan sonra niimerik olarak segilen bir u i¢in ¢iftlenim denklem sistemi sayisal
olarak c¢oziiliir. Coziim sonucu elde edilen o mezon alan1 ®y(r) ve vektdr mezon
alan1 Vp(r) kullamlarak baryon yogunlugu po(r) elde edilir. Elde edilen baryon
yogunlugundan se¢ilen yaricap kullanilarak toplam baryon sayisi ve niikleon basina
baglanma enerjisi elde edilir (denklem 3.8 ve 3.9). Baryon sayisinin secilen ¢ekirdek
icin baryon sayisint saglamadigr durumlarda p ve yaricap degistirilerek yeni baryon
sayis1 ve niikleon basina baglanma enerjisi elde edilir. Bu islem niimerik olarak tutarli

sonuclar elde edilene kadar tekrarlanir.

Walecka hesabi {izerinden tekrar yaptigimiz hesap sonucu elde edilen mezon

alanlar1 ve baryon yogunlugu dagilimi Sekil 3.1°de verilmistir.
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PB

3

Yogunluk fm

Cekirdek Yaricap: fim
Sekil 3.1 : Lineer Walecka modelinde mezon ve baryon yogunluklarinin yaricapa

gore degisimi

, 4.7 fm ve yarigap r igin 5.2 fm icin baryon sayis1 40.02 bulunmustur. Tlgili
referansta (Serot ve Walecka 1986) p’niin degeri verilmediginden bir karsilagtirma
yapitlamamistir; ancak mezon alanlari ve baryon yogunlugu Walecka sonuglari ile
uyumludur. Lineer model hesabi i¢in kullanilan parametreler; g, = 8.4658, g, =

10.8752, my = 485.884 MeV, m,, = 728.826 MeV dir.

NLD modelinde “°Ca ¢ekirdeginin taban durumu ¢oziimleri Sekil 3.2 ve 3.3’te
verilmigtir. r=5.20 fm icin baryon sayis1 40.01 hassasiyetini u = 4.7 fm saglanmis
ve niikleon basina baglanma enerjisi -8.08 MeV hesaplanmigtir. Bu sonuglar kesme
parametresi A = 896 MeV i¢in gegerli olup bu deger sonsuz niikleer madde degeri

olan 770 Mev’den biiyiiktiir; ayrintilar Ek-5’te verilmistir.

NLD modelinde ciftlenimli denklemlerin 3.23 denklem sistemi ¢oziimiinde
lineer Walecka modelinden farkli olarak integral ifadeleri yer almaktadir. Niimerik
hesaplama sirasinda momentum integrallerinde her bir momentum degeri i¢in
dispersiyon bagintisin1 saglayan enerji degeri integral icerisindeki iistel terimde yerine
yazilarak sayisal integraller alinmistir. Integrallerin niimerik hesab ile ilgili detaylar

Ek-5’te verilmigtir.

NLD modelinin mezon dagilimlart sekil 3.2 gosterildigi gibi c¢ekirdek
merkezine dogru lineer Walecka modeliyle ¢cok benzer sonuclar vermekteyken yiizey

bolgesinde daha yumusak bir inise sahiptir.

NLD modelde cekirdek merkezinde baryon yogunlugu (Sekil 3.3) Walecka
lineer modeline gore biraz daha diisiik merkezi yogunlukla baslamakta olup yiizey

bolgesinde daha yumusak bir inig davranis1 gosterir.
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3

Mezon Yogunluklar: fm

Cekirdek Yarigapt fm

Sekil 3.2 : NLD modelde “°Ca Mezon Yogunluklar

B

3

Baryon Yogunlugu fm

Z(;ekirdek Ya;lgapl fm
Sekil 3.3 : NLD modelde “°Ca Baryon Yogunlugu

NLD modelinin temelde ongoriildiigii tizere A — oo limitinde alanlar lineer
Walecka modeliyle ayn1 sonuca sahip olmalidir. Bu sonucu test etmek icin niimerik
hesaplamalarda A’y1 yapay olarak c¢ok yiiksek bir deger alarak NLD denklemlerinin
niimerik ¢oziimleri Sekil 3.4° de ve lineer Walecka modeliyle kargilagtirilmast Sekil

3.5’da verilmistir.

Gt
==

PB

Yogunluk fm’

Cekirdek Yaricap: fm
Sekil 3.4 : A — o limitinde NLD denklemlerinden elde edilen mezon ve baryon
yogunluklarinin yaricapa gore degisimi
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" Lineer Walecka Modeli Vo
Non-lineer Model wg
Lineer Walecka Modeli o
Non-lineer Modelo
) SR Lineer Walecka Modeli pg
= i Non-lineer Model pg
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= A = S =
= ~
)E[ \\\ \
S) o %
>" \\‘ \\\
b
S
\\\*1:\
Cekirdek Yaricap: fm

Sekil 3.5 : A — o NLD ve Lineer Walecka degerlerinin kargilastirilmasi

Sekil 3.5’te goriildiigu iizere A — oo limitinde NLD modelinin sonuglariyla

lineer Walecka modeli sonuclari birebir ortiismektedir.

40Cq cekirdeginin etkin yaricapi (half-density radius) R, 2= roB'/3 ve yiizey
enerjisi ayB*? = £ — B(938 — 16.95)MeV ifadesinin yarigapin bir fonksiyonu olarak ve
vektor mezonun skaler mezonuna oranina bagli degisimi Cizelge 3.1°de gosterilmistir.
ro ve ap’nin m,/mg oram NLD model sonuglari, lineer Walecka modeli ve deneysel
verilere yakindir. ap/t orani lineer Walecka modelinden biraz daha diisiiktiir; ancak
deneysel veri olan 7.4’ten hala yiiksektir. Lineer Walecka modelindeki degerler Serr
ve Walecka (1978) makalesinden alinmustir.

Cizelge 3.1 : “°Ca cekirdeginin etkin yarigap carpaninin r, yiizey enerjisinin,
spin-orbit etkilesmesinin skaler mezon kiitlesine bagimlilig

my/mg  1o(fm) ap/t MeV/fm) o, ,(MeV) my/M

Lineer Walecka Modeli 1.5 1.03 13.1 1.91 0.518
NLD Model 1.5 0.9 12.62 1.93 0.518
Deneysel Veriler 142 107 74 1.80 0.586

Spin-orbit etkilesmesinin Foldy-Wouthuysen indirgemesine (Barker ve
Chraplyvy 1953) gore tek parcacik Dirac denkleminden elde edilen ve skaler,
vektor potansiyel alanlari cinsinden ifade edilen spin-orbit etkilesiminin yaricapa gore
degisimi Sekil 3.6’a gosterilmistir. Foldy-Wouthuysen indirgemesine gore spin orbit

etkilesim potansiyeli

1 dV, dd
Vs.o(r) (gv 0 0

= a8 g, T8 )S-IE —a(r)S-1 (3.28)

seklinde ifade edilir. o, ile gosterilen spin-orbit potansiyelinin maksimum degeri 1.93

MeV olarak elde edilmis olup lineer Walecka modeli ile uyumludur. Bu maksimum

29



afm
£

Cezkirdekzgfarlgaél fm )
Sekil 3.6 : Spin-orbit potansiyeli, o (r) nin ¢ekirdek yarigapina gore degisimi
deger aym1 zamanda spin-orbit ayrismasinin (splitting) niikleer yiizeydeki degerini

vermektedir.

3.1.1 Sonuc ve Oneriler

Bu tez calismasinda olasin tiim non-lineer tiirevsel etkilesmeleri icermesi
amaciyla gelistirilen NLD modeli atom ¢ekirdeklerinin 6zelliklerini hesaplamak icin
kullanilmustir.  Kolaylik olmasi acisindan kiiresel simetrik *°Ca ¢ekirdegi secilerek
Thomas-Fermi yaklagiminda taban durum enerji minimizasyonu yapilarak baryon
alanlar1 ve mezon alanlar1 hesaplanmistir. Hesaplama sonuncunda niikleon bagina
baglanma enerjisi -8.06 MeV baglanma enerjisi hesaplamasinda protonlarin Coulomb
etkilesmesi thmal edilmigtir, ¢cekirdek yaricapt 5.2 fm bulunmugtur. Ayrica etkin
yarigap, yiizey enerji yogunlugu ve spin-orbit etkilesim pontasiyeli de hesaplanmistir.
Sonucglar NLD’nin limit durumu olan Walecka modeli ile karsilastirildiginda uyumlu
bulunmustur.  Ayrica hesaplama sonucunda non-lineer tiirevsel modelin kesme
parametresi A enerji ve baryon sayisi sinirlari dahilinde 896 MeV bulunmustur. Bu

deger niikleer madde i¢in bulunan kesme degerinden (770 MeV) daha biiyiiktiir.

Bu caligma asimetrik cekirdeklere ve NLD modelinin daha da gelistirilmis hali
olan momentum bagimli NLD modeli (Gaitanos ve Kaskulov 2013) icerecek sekilde

gelistirilebilir.
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Ek 1 Lineer Walecka Modelinde Euler-Lagrange Hareket Denklemlerinin Elde
Edilmesi

Euler- Lagrange hareket denklemlerinin g; = ¢ i¢in ¢oziimii

9 [ 9.7 }_ag o
dxH | d(dd/IxH) ¢
22 30040 ey S020) = 0
IxH |2 g 20

oM +mip— gy = 0
ot ¢ +m§¢ = &Yy
(Quot+m) o = gy (A.1)
seklindedir. Skaler bir kaynak iceren Klein-Gordon denklemi elde edilmistir.

qi =V igin

d 0L 0
{8( } — =0 (A.2)

dxH | d(IV,/IdxH) 29
denklemi ¢oziilmelidir. Icerisinde karmasik terimler oldugu icin ayr1 ayr1 incelemekte
fayda vardir.

Iki elektromanyetik tensoriin ¢arpimi
FuwF*Y = (uVy — V) (VY =9 VH)
QuVyo*vY — 9V, 0"V# — 9,V 0*VY + 9,V 0"V
= 2(uWWoHVY — 9o,V 0" VY)

bu sekildedir.
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Karigiklik olmamasi i¢in her iki tiirev ayr1 alinirsa

? 0.4 2.9 [(QuWarVY =9, VudtvY)
Ixt | D(AV,,/oxH) 4 9xH dudVy
19

- _Eﬁ [28“VV —Z&VV“]

= —% [OHVY —aVVH)

= —ouF" (A3)
0Z J [‘I_/ {}’u(—gvV“)] Y+ %m%VMV“}
oV oVy
0 [V [yu(—gve" V)| w+ smZghV, vy
WV,

_ 1
= ¥(—eve" )] v+ Em%g“”(Vn +Vudun)

1
=V [(_gvgun Yu)} Y+ Em%g“”ZVn
ey RV (A4
elde edilir.

Sonuglart birlestirirsek
— O F* + gy 'y —mivY = 0
WFH +mVY = gy yy'y (A.5)

gi = Vy igin ¢ozlimii elde etmis oluruz. Sonug, korunan baryon akisi ile KED’eye
benziyor. Burada B* = yy* y baryon akisidir.

gi = Y i¢in Lagrange denkleminin ¢6ziimii

0 0L 0.
EI [awwaxw]‘aw -0
_8[q?[y“(i8“—gvV“)—(M—gs¢)} ‘l/} — 0
A%
[y (ot —gyVH) = (M —g¢)|y = 0 (A.6)

seklindedir. Skaler ve vektor alanlari ile Dirac denklemi elde edilir.

Enerji momentum tensoriinii (2.3) elde etmek i¢in her degisken icin ayr1 ayri
tiirevler alinacaktir. Denklem sistemleri karisik oldugu i¢in parca parca ele alinarak
sonradan birlestirilecektir.
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gi = ¢ i¢in ikinci kismun tiirevi

9L 19(3u99"9)

oH¢ 2 oH¢
. lg(guvav(])a“q’)
2 oMo
1
= E(guva“q)‘%i‘f'guvavq))
1
= E(au‘i)‘f‘au(b)
seklindedir. Sonug
29 0¥ B
S aagjany) 9%
elde edilir.
gi = Vy igin
oVy 1< _ oV 1<
dxV 9(dV,/dxy) Y “8"VH

sonug sifirdir.

Ikinci kismun tiirevi

07

seklinde elde edilir. Sonug
aVy <

dxV 9(dVy/dxy)

J _1 FHY
Vv, — ovv, \ 4

a

@@ -2

= é7\/Vué’“)L (aiLVu - auV/l)

= WV'F,
bu sekildedir.
gi = VY i¢in
oy < _ 0
0xV (W /dxy)

sonug sifirdir.
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gi = Y i¢in

oy J0% B Jd
0 oy on OV auy VWiV
iy Yy,
= Yoy (A.13)
bu sekilde elde edilir.

Artik enerji momentum tensorii yazilabilir

N 8q,~ A
Tw = 8?5 5 Pa 9%
_ : 1
= —guv {w [(Vu(i0" — gy VH) = (M — 8s)] W+ 5 (9u "6 — m3¢7)
1

1
—Fu Y 5mfvuv“} + P + AV Fy, + iy,  (Ald)

Lagrange hareket denklemleri elde edilirken A.6 sonucunda ifadenin sifira esit
oldugu gosterilmisti. Ifadeleri biraz daha diizenlenirse

1 1
Tuww = 3 m2$? — 9;,09* ¢ + EFMF’W - m%V/IVA} guv+ v + aVV;LFM
+iP Yoy A-15)

seklinde sadelestirilebilir.
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Ek 2 NLD Modelinde Euler-Lagrange Hareket Denklemlerinin Elde Edilmesi

Ly terimi

@m—zI&ch+wﬂﬂq—3{TDWTQFH%TWDT] (A1)

Gerekli terimler ithmal edilirse (rho mezonu ve foton denklemleri) Lagrange
yogunlugunun agik hali

1= - 1
L = = [‘Piyu8“‘1’— (i&“‘P) }/u‘P} P¥m — Em 242 8u68“6
+%mﬁ,a),l ot — %FMVF”" + ‘%G [‘i’ﬁ‘l’c +c¥DY
—7‘0 [‘Pﬁy“‘l’a)ﬂ + a)u‘i’y“f)‘l’} .
(A.2)
Operatorlerin acik halleri
_vBio, i0avh
N VPidg +m L Idgv® +m
D :=exp (Tﬁ) D :=exp (BT> (A.3)

seklindedir.

Seri acilimlar1 yapmadan 6nce 6rnek olmasi agisindan g;exp seri acilimlari

ikinci mertebeye kadar
—vPigy
8i€Xp A

TS =2
= gi—‘%v“i&a+5%v“vﬁzaazaﬁi... (A4)
iéﬂvﬁ
8ieXp A
= g+ —l&lgvﬁ—i—z'/\zl&ﬁl&avﬁv +.. (A.5)

acilimlart bu sekildedir.

Boylece L, teriminin

Lo.merteve = g26 [‘P‘PG—FT‘PO—]

—52 (PP P o, + 0, PP (A.6)
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birinci mertebeden ac¢ilimi

8o | & v“i§a +m - v“iéa +m
L = &9y =% S
1.mertebe 2 [ ( A ) \PG +IP < A \PG

8o | o [ VEidg +m i Veidy +m
g0 [qf <—A ) FEO, + 0B (_—A H

(A.7)
ikinci mertebeden agilimi
_ 8o lg (L (s Bio
Lywe = > {‘P (2“\2 <v laa—i—m) (v idg —|—m> Yo
/11 - -
+¥ (5—2 <vaiaa +m> (vﬁiaﬁ +m )‘PG:|
o g (L1 (u B u
—7[ A2 (v zaa+m v zaﬁ+m r"Yay,
< 11
+ 0, PyH IR <v“z8a+m vﬁz83 +m ) }
(A.8)
seklinde olur.
Genellestirilmis Euler-Lagrange Denklemleri
0 07 <
0 = ~9 Fdp—o 4
9 *0(09) "9 (9udp0)
n 0
‘JF(_) aalaaz..aan (A.9)

0 (0q10a2---Oon)

2.1 Dirac Denklemi

Dirac denklemini elde etmek ic¢in etkilesim Lagrange yogunlugunun seri
acilimili ifadesinde P alan1 igin Euler-Lagrange denklemini uygulanmalidir. Etkilesim
Lagrange yogunlugunda ilk terim

0% 9L 9L vy JH -
— = — =, v = . =P A.10
% 9% v, oF Ve LT a.10)
olarak ele alinir. Parca parga aliarak sonradan birlestirilecektir. 11k kisim
¥ 1.
ﬁ = E [lf}/ua'ulp} —%¥m
+89 wo 4+ o] - 82 [y”‘Pa)“ + 0,y

2

8o | v'uié(x“‘m gw v“iéa—Fm

+ > ( A )‘PG] 5 a)uy“< — A v
o [(L L ( u3 Bid

+ > _(2!/\2 (v 18a+m) (V taﬁ—I—m) Yo

_%w 0, TP <_' (v”zaa+m> (vﬁi§ﬁ+m))w]i... (A11)
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seklindedir. Seri toplamlar1 yapilirsa:

07

1
—— H el
5 =3 (7,0 W] — Pm+ 2 2

[k terimin ikinci kismi1

9Ly _ go
vy 0¥ 2

#5219 (5532 () (205 4m) ) wo
‘ 1 (v¥ido+m) <i§5>) Yo
+¥ <%$ ( 8a> (VB18B +m>> Yo
(v%ﬁa +m> <i§ﬁ>) ‘PG] %

g {\P %% (19a) (VPidg -l—m)) W,

+0 (3s (veida+m) (35) ) P

) (vPidy +m) ) w

[\
[§)
/—\/-\

seklindedir. Seri toplamlar1 yapilirsa

gG __ - vﬁi§ﬁ+m _ 7Vﬁi§ﬁ+m 5
5 P (id)e > Wo+We A (-idy)¥o

2A

y (kS Yk 4
Vil (Vial®)
elde edilir.

Ikinci terimin sonucu

0.7 1 8o
— = ——1y,¥ Hig Hiv, Yo,
B (8”‘1’) l’}’u + 2Av Yo — 2Av 1Yo

Uciincii terimin sonucu

0L gci
9 (JuoyP) 2 A22! 2 A22!
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1 .
—viVYiilPo — 2= — —viVvViiy, Po?.

7\/[31'9 +m
A

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)
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Euler-Lagrange denklemlerini seri toplami seklinde yazarsak

[y, 0" W] — P + & 7

1 ) +m
E Yo +e A Yo

gw 7vﬁi8ﬁ+m

zyﬁa“‘P— 2Av“z&“‘1’c+ 2Av“zy H¥w?
+7E5v“vvua“8"‘{’6 — TFEV“VVH%CQ“W‘PCOO‘

+...
8o & (:5
oz ().
_ - vB igﬁ +m _ —vB iéﬁ +m 5
5019 (15, ) e X Pway B (<) oy
y Y B JHjay*¥
Vial®  (Vial")
0 = (iypo*—m)¥

Yo +Pe A (—iau) Yo

vﬁigﬁ +m —vﬁiéﬁ +m 5 ]

Sw

—vBida+m —vBidatm
8¢ BT gw 5
+7€ A Yo — 7 e \P(D“
o 1 1
> (1 - /—\V“la + = 1 AL wiio* oV F )‘PG

21A2
4+, (A.17)

1
VuWyiio* oY F .. )‘Pwu

elde edilir.

Y, tekrar diizeltme (rearrangement) terimidir. Boylece Dirac denklem:i:

vHid a m
0 — |:(l’}/”a'u _ga)a)‘u’yﬂe St )

7V”i9a+m
— (m—gge A G>] ¥Y+%, (A.18)

seklinde elde edilir. Daha bilindik halinde gosterimi

[Yu (i0* —=ZH) — (m—Z6) | W+, =0. (A.19)

2.2 Mezon Denklemleri:

Sigme mezonu i¢in degisken o secilir. Euler-Lagrange hareket denklemlerinin

ilk terimi 8.,2”
= o+ [‘PD‘P-l—‘PD‘P] (A.20)
Jdo 2
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ikinci terimi:

0% 1

do=—— = O0g=(duo+d*c

3 (90) ay (Juo+0"0)
= d'dy0 (A.21)

seklinde elde edilir.
Denklemde yerlerine yazilirsa
—mf,c;+g7" DY +¥D¥| —0Ydc = 0

0" 9uuo +mic = %" PHW+ DY (A22)

elde edilir.

Omega mezonu icin @ segilir.

Euler-Lagrange hareket denklemlerinin ilk
terimi

dLy d [l 5,
do  dw {Em“’w"w
= [mgo"] (A.23)
I Lesi _ OLek  OLyk 0Ve,  OLgy dVg (A24)
doH  Jot ' Ivy doH T Ivy JoH .
(1)_;122011 G_n;gzon
oldugundan
oLk . J 8o [\g5 AT
Jol ok <—7 [‘PDY“‘PwM + @y Py D‘P])
= £ by e+ Iy DY (A.25)
omega mezon i¢in
OLest IV 8o 9 ‘Pew "Po, + o ‘?Yﬂewq’
av(x awp B 2 8va 14 u u
d o®
aw'u \/ a)aa)a
o - - .
_io0 vBm B —vBidg+m —ig?
o [0 i
1 O
N A.26
[\/ g O \/W3] (A.26)
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sigma mezon i¢in

aL 8 8 i, VB+m _ 7\/[3,3 +m
ak Vo _ 80 T g x Wo+We A Wo
IV day 2 dvg
d %
8a)u NI
_ a la vﬁer _ 7Vﬁi(§ﬁ+m_'§a
— 2 ‘PlTe Yo + Pe Y we|  (A27)
1 W 0Y
Voo /e 0%
ayrica
dLy, d 1
Qo= do=———— |—=(poy — dyo,) (" 0" — ¥ "
loear) ~ o) |40 ]
0Ltk
Qo — 0 (A.28)
d (doy)
olur.
Dolayisiyla Proca denklemi
QuF MY 4 [mde¥] = g2‘° [‘PDyV\PjL‘Py"D‘P}jLQV
i vﬁ+m 9_ aaw a)V
ng)v — _Se Ye ’ ! ! o Yo
2A Vg% o 0% v,
_ _igV —i%wn —vPidg+m
— — - > | e AT Yoy
V W W L
+g6 ¥ '9ﬁvﬁ+'" i’ igawawv Yo
2A Vg% o 0%
_ —13" —150) a)V —vBidg+m
— T (A.29)
ALY LMoL
seklinde elde edilir.
2.3 Aki Yogunluklar:
Baryon ak1 yogunlugu Jy =¥yYy
Skaler yogunluk ps = P¥
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Burada JH acik hali

0.7 0.7 0%
M= ~9 tod T . |s

7 (0:0) P (0u050) " P9 (@uapore) |0
% 0.7

+ -0 +...] dpd
9 (0udp0) 13 (udpare) | PO

% 0.7

+ -0 +...|dvd:00r+... (A.31
9 (0undz0) T utydurge) | OO BAD

seklindedir.
Buradaki 8 ve 8V ifadeleri

OV = ie¥ S = —ieV. (A.32)

IIk ii¢ terim seri olarak yazilirsa

H 0. 0. 9.
A P o7 = |w A3
i€ 0 (0a%) P9 (0,05%) PV (0udpor®) T (A-33)
0y 0.L
4 .| 9pP A3
REICE S RREIC ) p (-39
[ oy 0L
4 | 0,0: W A3
90000 ) 79 (00,9092 ¥) v (A-35)
Y 0. 0.
N 0% =] (A36
[a(aulp) b3 (3005 ®)  #73 (0uapaym) | A
[ oz 0.
9P __ 5 . AT
T 9 (9u059) 7 (94950, P) ] (A-37)
[ oz 0.
9,0:F __ 5 - A38
e [a(auavagp) 79 (0udydnd: D) ] (A-38)
seklinde olur.
JH seri agilimi
JH
— =00+ O1+0>+...+ 0, (A.39)

i€
olarak yazilabilir.

L serilerinden tiirev katkilar1 gelecektir. Birinci tiirevleri i¢in L teriminden
katki gelecektir, ikinci tiirevlerinden L, teriminden katki gelecektir.

07 = 83

_ VHi Vi
= l‘Piy“‘P ‘%G‘P( ~ )G‘P—i— oy ( )‘P (A.41)

+1\szuw—g§\y(l\)w +‘%"P< )y“‘l’ o (Ad2)
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0 /i sifirinci bileseninin beklenen degeri

4

l <\Py0\P>+ 2 (PP 0 — <‘P‘P>G (A.43)

0.L N
0 = — | WPy T
: ( P9 (9u0p%) ﬁa(aww))

9.2 Y
9L ywiow 0L Add
(a(auaﬁ\p) BT a(a“aﬁqf)> (A4

_|_

01 i go 1 us,B 8o 1 1 iy, B
— = —Tgp%aﬁv % \po+75—%aﬁv 4k Lon

%aﬁ vivPwe — —l—%aﬁ vEVE B, (A45)

2 21A2 2 21A2

0 /i sifirinct bilegeninin beklenen degeri

O 8w?2 /g oFE 8c 2 E
- = A§<‘PyOX‘P> + 5 ‘PX‘P o (A.46)

n’inci degerin sifirinci bilegeninin beklenen degeri

n—1 n—1
<li1y°E - ‘P> W’ — (—)&e % <lPE—‘P> o (AdT)

On1 | \n8o N
(=) N

I A n!

Sonuglart seri toplam1 yapilirsa J° beklenen degeri
= (TP9)+ 52 (Pe W) 0 - 52 (B F )0 (A.48)

seklinde elde edilir.

2.4 Enerji Momentum Tensorii

THY tensoriiniin seri agilimi

Y 0Z 0.
™ = —d +0gdy——--oTF...| JY
7(00) T3 (audp0) P Gudpare) |7
[ 0y 0.7
+ -0 +...| dgdV
9 (udp9) 7 (Iudpy9) B
0y 0.7
+ -0 +...1 9300V +...
_8((9”8585(;)) ya(auayaﬁaém poec¢
—gvy (A.49)
seklindedir.
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THV seri toplami olarak
uv _ gouv + gluv + yzﬂv gV (A.50)
yazilabilir.
Burada 90” Y

(A.51)

1,-. 1go /= 4. lg - .
= 3 (Piy") — _XG (Pvtic) + EX(O (" Py vHi)

1 | g
— ——(l’}’”‘P)—l—EX(V“‘{]lG) 2[§°(v”zy Yol) (AS2)

g
5 K’ (0" Py, vHi) VP

l VT /- _lgO' \2%¢ u . _g(D VAT, u- u
+2a ¥ (iy"P) Z—Aa ¥ (v \ch)+2—Aa ¥ (viiy, Yo)
(A.53)

T = 5 (Bi) 0V 5 (Bvhic) 9w + |

sifir sifir bileseninin beklenen degeri ile yer degi§tirilirse tirirsek:
= (PPEP) + 22 - (PYEY) 0 A S (PEY) o

elde edilri.
T

.Z = L
uv o _ Y= AvVW__ Qv Y=
A= (aﬁa(auaﬁw)a ¥ lPaﬁ(?(aﬁﬁ‘il))

0. Y
LSNP RPN e A.54
" (a(auaﬁlp) PO a(a#aﬁlp)> (A58
= gz"%ﬁzaﬁw“vﬁ 0"¥Yo
8o 1
2 2‘/\2
8o 1
2 21A2

— g—“zava“ vPytiogWay,

z8ﬁ‘Pv“ vh io"¥ay

zav%aﬁq’v“ vPo

gO' 1 1 u ﬁ V.

+75E\PV vPid l&ﬁ"PG
go 1 1 TR

—jaﬁw'}’“vuvﬁlavlaﬁqu”

go 1 1

~ 5y a0 i0p Py VIVPRay, (A.55)
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sifir sifir bileseninin beklenen degeri ile yer degistirilirse tirirsek:

2 /o oE 2 /o E
R <‘P7/OXE‘P> o'+ 522 <‘PKE‘P> o (A.56)

elde edilir.

—g"V % icin sifir sifir bilesenin beklenen degeri

—"7 = (m%,cr2 —m%oa)g) + % (V262 - Vzwoz) .

| =

Seri toplami yapilirsa .7 % beklenen degeri
T = (PPE)+52 (e T EY) 0 -5 (P EY) 0

+%( 207 —mga7) +% (V26? - V2ap) (A.57)
seklinde elde edilir.

2.5 Niikleer Madde

Niikleer madde sifir sicaklikta, homojen (es dagilimli), izotropik (es yonlii)
ve duragan (zamanla degismeyen) bir sistem seklinde tanimlanir . Bu simetrilerden
dolay1 hareket denklemleri cok basitlesir, yogunluklar konum ve zamanda sabit olurlar
ve akilarin sadece 0. bilesenleri sifirdan farklidir. Dolayisiyla mezon alanlar
sabit rakamlara doniisiir ve @ mezonun uzay bilesenleri sifira gider. Ortalama
alan yaklagiminda tiim mezon alanlar1 beklenen degerleri ile yer degistirir. Ayrica
v = ot /\/0g0® = (1,0) yada V4 = j* /\/joj® = (1,0) olur ¢iinkii niikleon j* =
<‘i‘}/’“{’> akisinin uzay-bilesenleri duragan niikleer madde i¢in ortalamada sifira gider.

Spindr alanlarinin niikleer madde i¢indeki ¢oziimleri diizlem dalga
W (s, p) = u(s, pe” """

coziimleri olarak yazilabilir. Burada s spin ve p* = (E,p) niikleonun
4-momentumudur. Ayrica, x* niikleonun uzay-zaman koordinatlar1 ve u ’da pozitif
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enerji durumlarin spindr alanlaridir. Rearragement terimlerinden birine bakarsak

laﬁ v“i§a+m
—¢€

u' (s, p)et" A u(s,ple P o

L . — “iéa m l(_;\ .
+u! (S,ﬁ)elp“x”e%(_Tﬁ)u(s,ﬁ)e*’p”xﬂ G]

laﬁ v0i§0+m
—

ul (s, p)et" A u(s,pe P e

<—l—‘*>u<s,ﬁ>e‘”’”"“"] ,

7v0i¢§0+m
A

Tre 7\ iM%y
+u'(s,p)e'’r re A

Y

—pﬁ 7p0+m +efp(/)\+m (_£

= u' (s, p)u(s, p)e? e P o | ——e )

_pB 0., —0%m B B 0
= 0 /1\9 e%—i—e%(—%) =2G[ /I\) ep/\+]
(A.58)
ve % =0 oldugundan X, = 0 ’dir. Dirac denklemi
o (0) —vHidy+m
0 = |y l|id" —geAy e A
7v“i§a+m
—(m—gge A G)]‘P,
—idg+m
o= [l
—idgtm - —ipHx
—(m—goe A0 ) uls,ple”",
0 = [m|id" —gonie "]
‘(m‘gf’e?E“m"ﬂu<s,ﬁ>e*"”“’““ (A.59)
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foton alanin1 ihmal edelim ve mezon alanlarin1 beklenen degerleriyle yer degistirelim

0 = Hin@” - gw]/OA(()w)eiEAm]

—E+m

(g0 )t

= 0= [hc [}/up“ - gw}/oA(()w)efEim}

—E+m

—(m—gge A G)}u(s,[)’),
- o oot )

= 0= Y| E-— gwA(()w)eiEALm
E*
- 4 —E+4+m =
— |7 P+tm—goe & o || u(s,p) (A.60)
—_—— ——
M*

basitce ifade edersek (birimleri bir tarafa birakalim)
WE u(s, p) = (Y- P+M")uls,p) (A.61)

burada spindr kismin ¢oziimii

u(s,p) = N ( 5.@5 0 ),q)s spin 6zfonksiyonlar1 ve
E*4+m* 7S
E* *
normalizasyon N = 2—;” (A.62)

seklindedir.

Spindr denklemi dispersiyon bagintisini saglar:

E*? — p? = M*? (A.63)
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Ortalama alan kuraminda mezon hareket denklemleri elde edilebilir.

Klein-Gordon denklemi

2\ 2
(040" 9] + (m;l;c ) 0 ‘%" [\p DY + DY |
c
<t§'3\f+m> (Vﬁfﬁer)
m%,G: gg Ye ¥+ We ¥,
méc = 70 [_e(iEAHn)‘P—I—‘i’e(fEA+ )‘I’] ,
mi_o' =g <‘i‘e(#)q‘> ,
—_———
Ps
mgG = gs[Ps], (A.64)
K ]‘4>‘< —E+m
Ps W/aﬁpﬁe( A )®(P—PF)~ (A.65)
Proca denklemi
Mmoc®\
O F MY 0f ) ployv| _ o [\ilﬁyVlP+li'yVBlP} + QY.
lic 2 stfir

= [méA(w)O}:gw <‘P6(Lf\+m)y0‘l‘> ,

Po
= [m2A@0] = gopo, (A.66)
K 3 —E+m
P = [@pe0p-pe). a6
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Ek 3 Lagrange Carpam u’niin Elde Edilmesi

3.16 esitligi i¢in ¢ekirdegin enerjisinin ve baryon sayisinin p lizerinden minimizasy-
onunu yapmak gerekiyor. Cekirdek enerjisi (Ecekirdek) V€ baryon sayisi uzay iizerinden
integre edilerek bulundugu i¢in onlar yerine minimizasyonu integrallerin icerisine
uygulayabiliriz.

flk olarak Lagrange yogunlugundan (2.43) elde edilen J° yani pp denklemini
ele alalim.

1 = pp = (Py"W) + ng <\P;ﬂe*E%mq1> W — gx" <\ife*E%”’ql> . (A1)

Bu denklemi integral formunda yazarsak

K pf

burada mezon yogunluklari integral formundalar. ilk olarak integral formundaki her
seyi acik halinde yazmak gerekli. Ilk integral Walecka modelinde pp olan integral
ve alinmasi kolay; ama mezon yogunluk integralleri niimerik integraller olduklari
icin bu yol imkansiz hale gelir. Bu yiizden sonsuz madde denklemleri igerisinde yer
alan mezon degerleriyle yogunluklar1 arasindaki iligkiden faydalanarak bir yaklasim
yapmak gerekli.
Sonsuz madde i¢in yazilan esitlikler
mgy @ = gapo
mgG = gops. (A.3)

pp igerisine yerlestirilip p s yalmz birakilirsa

_ 1/3
( go 1M +g_om%,oc> <2n>33]

P PP A g ) xax
I 2.2 2 2 3,71/3
B | mpy | mgo- (2m)°3
- (pB A A ) kdm | A

elde edilir.

Denklem 3.2°de py minimizasyonu yapmak i¢in (3.16 yaklagimi) her ifadenin
py’ye gore tiirevi alinacaktir. 3.2°te py’ye bagh sadece ilk li¢ terim vardir.
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Tk terimin tiirevi

5_2 - aipf ((2;)3 /Opfd3E[P]>

= WP 7E[py). (A.5)

Ikinci terimin tiirevi

B — 8o ( K . /pfd3Ee_EAm) -
a_B _ J (ga) (
apf apf

(

8
]7M
(prpfe X )). (A.6)

Ucilincii terimin tiirevi

_ o (K [V Mt
€= A((er)3/ CEEe A)G
0 (se ko [Pept o))
aps dps \ A (27)° " \Jo E*
& K 0 (/Pf ) M* _E[p]m)
= 80 " 57 E e x |d
INCEEETTAV [”]E*m P
gs K /Pf 2p (M* ) _Elp|-m
+ 22 " &5 e A dp. (A7
A% PP, B P :

Burada 3.3 ve 3.4 esitlikleri g6z Oniine alinirsa agik¢a p’ye bagh degildir ve
integralin igerisindeki tiirev degeri stfir olur.

aC 8o K ( M* _E[pf]—m)
—— = 530 PrEIPf—; e A . (A.8)
aps A (2r)E \M P g 7]
3.16’deki baryon yogunlugunun minimize edilmesi
d
0B = —
appr
K 2
= . A9
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Boylece esitlik

k4w o K ) _ Elpsl-M
Wpr[pf]—i_XWwo (PfE[Pf]e( A
8o K 2 M* _w K 2

A — E _— A —U— = 0
A (271;)3G<pf [pf]E*[pf]e u(zn-)3pf

g_w (_E[[’f]*M) B g_G M* _E[[’f]*m B B
E[p.f]+ ACO()(E[pf]e A o E[pf]E*[pf]e A g =0

g_w (75[17]"]*1‘4) _ g_a M* _ Elpyl-m B
Elpy1+ 5200 (Elpylel 5 ) =200 (Elpl i e h7) =

(A.10)
haline gelir.

Esitligi E[p | parantezine alabiliriz. E [p] tanimi 3.5’te verilmisti.

e _ Elps]-M _ Elps]-M M*  Elpgl-m
,LL = ( p}—l—M*z—i—gwa)oe A ) (1_'_ng0)0€( A )—%Gme A

Burada sadelestirme yapabiliriz. A; sonsuz niikleer madde i¢in 700 (MeV)
secilmigtir (Gaitanos ve ark. 2009), sonlu niikleer madde i¢inse biraz daha biiyiik
olacaktir. Boylece 1/A igeren terimler ¢ok kiigiik bir say1 ile carpilacaktir. Ayrica
exp carpam da (E[p/], baryon kiitlesi M’ye yakin olacaktir ve A’ya boliinecektir) bu
ifadelere azaltic1 katki yapacaktir. Bu iki ifade birbirinden ¢ikartildig: icin birden ¢ok

cok kiigiik bir katki saglayacaktir. Bu yiizden sadelestirme i¢in 1/A igeren iki terim
ithmal edilebilir.

Boylece u

Elpsl-M
o (e )
u o= Elpf] (A1)

olarak elde edilir.
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Ek 4 NLD Modelinde Mezon Alan Denklemlerinin Kiiresel Koordinatlarda
Acilim

Problemi ¢6zmek i¢in kiiresel koordinatlarda acilimi yapilarak, ii¢ boyutlu diferansiyel
operatorii V’y1 tek boyuta indirebiliriz. Boylece yogunluklarin degisimi cekirdegin
yaricapina baglanmis olur. Problem sinir deger problemine doniisecektir.

Vektor mezon

pf E—m
Vz_mZ oy = —ng / ! d3 e A
( w) (27t)3 0 P
1d(,d 5 S0k /Pf 3 _Em o(r)
- - — — — d A —
(rzdr (r dr) mw>w0 27)* Jo be n r
1d 2d ) (D(r) ng /pf 3 _E-m
- — ) = = — d A
(i (7)) % = s e

K [P —m
o(r) = _ 8o / a’3pe*ET
0

(27)°

|
(oo - 5[ o
|

— — o = — d’pe” A . Al
(dr2 gy | Or) (27)° /o be (A-D
Skaler mezon
K Py ]‘4>i< E—m
Vz —I’I’l2 o = — 8o / d3 —e A
( G) (275)3 0 pE*
ld(,d 2 8K /pf 3 M*_pm o(r)
_ J— — frd — d _ A =
(r2 dr <r dr) Mo | © (27;)3 0 pE* ¢ S r
1d[(,d »\ o(r) gk /Pf 3 M* _Em
_—— _ - = —_ d —_— A
(r2 dr (r dr) mc) r (27)* Jo Pg-*
1 d2 m%; gGK Py 3 M>i< E-—m
= _c = — d A
(rdr2 r ) o) (27)? /0 P
1 d2 2 g(yK pPf 3 M* E—-m
— — = = — dp—e A
r <er m") o) (27:)3/0 P
d2 2 goKr P 3 M* _E-m
=z = — d’p— A . A2
(dr2 mo) o(r) (271_)3 /0 pE* e (A.2)
Boylece diger ifadeler ve u sabiti:
* O _E-m
E = E +gw7e A (A.3)
" O _E-m
M = M—g07e A (A4)
(r) _p-m
uo= \/p}(r)+M*2(r)+gw ) -, (A5)
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Ek 5 Niimerik Tartisma

Ikinci dereceden ciftlenimli diferansiyel denklem sistemini ¢6zmek icin genel bir
niimerik metot bulunmamaktadir, aslinda hi¢bir niimerik metot bizlere kesin bir
cOziime ulasacagimizi garanti etmemektedir.

Walecka’nin calismasini temel aldiimiz zaman NLD denklemleri igerisinde
ayrica niimerik integral, her momentum seviyesinde bir tane E degerini igermesi,
py seviyesinde E’nin u deerini almasi; bu problemin dogasim1 daha karmagik hale
getirmektedir.

Prensipte basit duran sifir civarinda Taylor seri acilimi yapip Newton Rapson
yontemi ile kok arama metodu; ¢alismamizin igerisinde biiyiik matrisler barindirmast,
parametrelerdeki en ufak degisimde ¢6ziimiin hemen bagka koklere kaymas: veya
sonug liretmemesi gibi sorunlar yiiziinden bizleri daha 6nce yazilmus, icerisinde cesitli
diizeltme metotlarinin oldugu hazir kodlara yoneltti.

Mezon alan denklemleri ikinci dereceden diferansiyel denklem olduklarindan
niimerik olarak ¢ézmek icin birinci dereceden iki diferansiyel denkleme doniistiire-
biliriz. Boylece elimizde birinci dereceden dort tane diferansiyel denklem olur.
Newton-Raphson kok arama yoOntemleri gibi kok arama yontemleriyle birinci
dereceden dort diferansiyel denklemi ¢ozebiliriz.

Ik olarak Newton-Raphson kok arama yontemini denedik. Denklemleri
kiiresel simetride actifimiz i¢in ¢ekirdegin merkezinde ve sonunda mezon degerleri
sifir olacaktir. Boylece denklemlerimizi sinir deger problemine doniisiir. Sabit bir adim
aralif1 icin (h) tahmini bir p de8erinde ve yaricapr degistirerek niimerik algoritmayi
yazdik.

Bu niimerik ¢6ziimdeki sorun tegkil eden en biiyiik zorluk matrislerdi. Adim
aralif1 arttikca matrisler biiylimekte ve matrisin tersini almak zorlagsmaktaydi. Tez
calismasindan onceki calismalarda, ozellikle matris islemlerinde, benzer orneklerde
farkli yontemlerin farkli sonuglar verdigine sahit olduk.

Newton-Raphson yonteminde baglangi¢ icin tahmini olarak mezon degerlerini
sifir girdik. Algoritma, belirli bir tolerans degerinde sonug iiretene kadar siirekli
calisacakt1 ve her seferinde biiyiilk matrislerin tersi alinmak durumunda kalacakti.
Her dongiide matrislerin tersinin yaklasik olarak dogru alindigi konusunda emin
olmaliydik. Her dongiide matrisinin tersinin dogru alindigi bir ¢6ziim maalesef elde
edemedik. Adim araligini arttirmak veya azaltmak niimerik olarak bizleri dogru bir
sonuca gotiirmedi.

Daha once yapilan ¢oziimlerin aksine (Serot ve Walecka 1986) denklemleri
ayn1 anda ¢ozmek istedik. Bu yiizden diizeltme (correction) algoritmalarina ihtiyag
duyuldu. ikinci dereceden ciftlenimli diferansiyel denklemlerin sinir deger yaklasimi
ile ¢6zen ve Runga-Kutta kok arama yontemi ile sabit olmayan araliklar i¢in diizeltme
algoritmasinin da oldugu "twpbvpc" kodlarini (Cash 2007) kullandik.

Mezon yogunluklarini elde ettikten sonra pg’yi, baryon sayismi, 791 ve
baglanma enerjisini kendi yazdigimiz kodlarla tiirettik. Enerji yogunlugun (7%)
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icerisindeki, integraller icin "yamuk" (trapezoid) yaklagimini kullandik ve birinci
dereceden tiirev degerleri icin "li¢ nokta" yaklagimim kullandik.

Ikinci dereceden ¢iftlenimli sinir deger problemimizi ¢bzmemizi saglayan kod-
larin algoritmasi tizerinde herhangi bir degisiklik yapmadik; fakat programin ¢aligmasi
i¢cin bizden istenilen girdileri hazirlarken cesitli problemler bag gosterdi. Ayrica NLD
denklemlerdeki integral formunda ¢6ziimler tiretmek i¢in niimerik integral ve niimerik
integrallerin alinmasi i¢in E’nin hesaplanmasinda kok arama niimerik yontemleri
yazdik. Niimerik islem i¢inde ayrica niimerik islemler barindirmasi ve calismamizin
dogasindaki non-lineerlik, ¢6ziimiimiizde hata seviyesini arttirmaktadir.

Bu kisimda, hazir kodlar1 kullanirken karsilagtigimiz sorunlara ve ¢6zmek igin
kullandigimiz yontemlere deginecegiz. Niimerik coziimlerle ilgilenenler, niimerik
sorunlarla karsilasanlar; tiirettigimiz degerleri tekrar elde etmek isteyenler ve ¢oziimiin
sinanabilirligini gormek i¢in agikca her noktaya de§inmeye calisacagiz.

Denklemlerden ¢Oziime ulagsmamiza en biiylik engel teskil eden nokta py
esitligidir. Bu esitligi dispersiyon bagintisindan 3.15’ten, r’ye bagh sekilde yazarsak

pr = \/(u—gwwir)e#AM)Z—(M—chY)e”AM)z (A1)

seklinde olur.

Burada Fortran kodlar1 ilk deger olarak sifir degerini mezonlarin tahmini
cOzlimleri olarak atamaktadir.  Tahmini degerler ilk olarak sifir olmasa dahi
problemimizin r’ye bagli oldugu icin sinir deger problemine doniismekte ve ilk deger
(merkezde) ve son deger (¢ekirdegin yaricapinda) sifir olmakta. Bir de skaler mezon
(o) vektdor mezondan (@) sonra sifira ulastigr i¢in u degeri baryon kiitlesinden kiigiik
olmalidir. @ mezonu ve haliyle p;’nin sifir oldugu durumda g degerinin baryon
kiitlesinden kiiciik oldugunu gorebiliriz

N (LG I S VNG

0 = \/(N)z—(M—ch(r>6”A)2
u = M—gGG(r)e*¥. (A.2)

Buras1 denklem sistemleri i¢in en kirillgan nokta diyebiliriz. Mezon degerleri
tiiretilirken eklenen diizeltme terimleri py'nin igerisini negatif yaptiginda ¢6ziim
tretilemez.

Ik olarak karekoklii ifadenin icerisini mutlak deger olarak tanimladik.
Smurlarda iiretilen degerler r’den bafimsiz oldugu zaman baglangic de8erinde
(¢ekirdegin merkezinde) tiirev sifir oldugu i¢in (diiz bir ¢izgi, bu durumu deneysel
gozlemlerden biliyoruz) bir sonraki degerleri ¢6ziim kabul edebiliriz ve son degerde
(skaler mezonun sifir oldugu deger) biitiin degerler sifira gidecegi icin sifir kabul
edebiliriz. Boylece karekok igerisini sifir almak, baslangic ve son degerde bizim
coziimiimiizii etkilememektedir. Mezon degerleri tiiretildikce karekok icerisinin
negatif olma 6zelligi ortadan kalkacaktir. Bu iki sebepten dolay1 karekok icerisini
mutlak deger icerisine aldik.
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Walecka denklemlerinden ¢oziim elde etmek bizim i¢in zor olmadi. Fortran
kodlar1 mezonlar i¢in ilk olarak sifir degerini atasa dahi diizeltme terimi iiretilen ilk
dongiide negatiflik durumu ortadan kalkti.

Niimerik ¢oziimde asil sikintinin basladigi yer NLD denklemleri icerisinde
mutlak deger prensibinin yerlestirilmesindeydi. Walecka denklemlerindeki yogunluk
integralleri analitik olarak alindigi i¢in denklemlerin analitik formlarinin tiirevleri
kolaylikla aliabildi. NLD denklemlerindeki yogunluk integralleri niimerik integraller
oldugu i¢in ve her p degerinde bir tane E hesaplanmasi niimerik bir kok arama islemi
oldugu icin tiirevi; integlleri analitik olarak ¢ozmeden, integrallerin tiirevi seklinde
aldik.

Integrali anatilik olarak alip tiirevini almakla integralin tiirevini almak arasinda
matematik olarak bir fark yoktur; ama p igerisindeki karekok ifadesinin mutlak deger
almak bir takim niimerik hatalar1 beraberinde getirdi.

Simdi bunlar1 tek tek ele alarak inceleyece8iz. Bu inceleme icin A’nin
sonsuza giderken (limit durumda) NLD denklemlerinin Walecka denklerine doniistiigii
prensibinden hareketle limit durumda iki denklem sisteminin karsilastirmasina
bakacagiz.

Fortran i¢in denklemlerin kargiliklari;

Z1: Vektor mezon,

F2: Vektor mezonunun ikinci dereceden tiirevi,
Z3: Skaler mezon,

F4: Skaler mezonunun ikinci dereceden tiirevi.

Walecka modeli c¢alisilirken Fortran programina yazilan vektér mezonu
denklemi (icerisindeki integral analitik olarak alinip tiirevi sonra alinmistir)

o e My g 2T o g Y ()
(A.3)
3—’;5 = 27— YD 1 g 2 ) a1 g, 2 2,

(A4)

NLD i¢in Fortran programina yazilan vektdr mezonunu denklemi (icerisindeki
integralin tlirevi alinmigtir)

JF2 2 280" > —80 Elpy] (— M)
— — A
971 Mo ™ T Py Pr ¢
(A.5)
JF2 2 280" > —80 Elpy] (—HM)y
— — A .
071 Mo ™ " Pr, Pr ¢
(A.6)
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Bu denklemler sadelestirme yapildiginda ve limit durumda birbirine esittir

oF2 26>
e = m5+%kf15, (A7)
JF2 , 282
JdF?2 2¢,8 .
730~ 7.;2ska’ (A.9)
dF2 2808 .

0Z3yip nzopr ‘ (A-10)

(A.11)

Goriildiigi gibi denklemler birbirine esittir ve niimerik algoritma igerisinde
ayni sonucu dondiireceklerdir.

Burada NLD denklemlerinde E, p,°deki degeriyle Walecka’daki E’nin ayni
ifadesidir ve igerisinde u barindirir. k¢ ile py aym ifadelerdir sadece iki ¢alisamdaki
farkli gosterimlerdir.

Walecka modeli c¢alisilirken Fortran programina yazilan skaler mezonu
denklemi (icerisindeki integral analitik olarak alinip tiirevi sonra alinmistir)

i ()

() (g (2)(2) )

(A.12)

Tam olarak sadelestirme yapmadan Walecka degerlerini tiiretmek i¢in Fortran
programina yazdigimiz denklem budur. Simdi bir sadelestirme yaparsak

4= (L (-8)) ek (-2)
M:*(kfm (%E(f%(?))l) |
- 2 (7)o (58 (5501)

v (T2 12
_ gsgyM* [ E +kf —M*z( 1 ) <E+kf)
7'C2 kf kf+E kf
 gaMt (EPHK M
71?2 kf kf
8s&vM* E2+kJ2c M*2
71;2 k k2 - k2
S f

gsgvM*kf (Ez —l—kac —M*2>

A.13
- e (A.13)
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burada k]% dispersiyon bagintisindan k]% = E? — M*? esit oldugu goriilebilir. Bu
esitligi denkleme yazmadan 6nce Fortran kodlarinin ¢alisma prensibinde ilk olarak
mezon degerlerine sifir atadig1 icin bu esitlik saglanmayacaktir. Aslinda esitligi yerine
yazarsak elde edilmesi gereken sonug¢ asagidaki gibi olmalidir

JoF4 g M*
0Z1  n?

k2. (A.14)

NLD modeli ¢alisilirken Fortran programina yazilan skaler mezonu denklemi
(icerisindeki integral analitik olarak alinip tiirevi sonra alinmistir)

JdF4 _ Zggrp} (g_a,> M E[pf]e_2(¥)‘ (A15)
dZ1 T r / p? + M2 Pf
Sadelestirme yapildiginda ve limit durumda esitligin son hali
JdF4 28680
— = —S—pM". A.16
071 2 P ( )
A.14 ile A.16 ayni esitklikler oldugu goriilmektedir
JdF4 M*
_ &8 k2
8Z1W 72
JdF4 go8oM*
= 2==——p72. A.17
0Z1NLD 2 pf ( )

Yukar belirtildigi gibi NLD denklemlerinde sigma mezonunu denkleminin
vektor mezona gore tiirevinde (EZ + kac —M*?)/ (kac) acik halde degildir sadece 2
olarak denklem igerisindedir. Fortran kodu calisirken burada bir secim yapmak gerekli.
Biz Walecka degerlerini elde ederken niimerik algoritma ¢alistiginda ayn1 degerlerin
elde edilmesi i¢in py icerisindeki karekokiin negatif oldugu yerlerde iki sayisim
(E* + pjzc —M*?)/ (p%) olarak actik. Gergekten de mezon degerlerine sifir verildigi

zaman (E? + kj% —M?)/ (kac) sonucu iki degil sifir cikmaktadir.

Benzer durumu sigma mezon denkleminin sigma mezona gore tiirevinde de
yapmak gerekli; fakat sigma mezonu denklemindeki integralin analitik halinin tiirevi
ile integralin tiirevi icerisindeki ifadelerde ortak bag kurmak, yukarida yaptigimiz gibi
kolay olmayacaktir. Ayrica niimerik integral alinirken E[p] degerlerinin hesaplanmasi
da niimerik bir iglem oldugu i¢in ps igerisindeki karekokiin negatif oldugu yerlerde
kargilastirma yaparak ifadeleri diizenlemek imkansizlasacaktir.

Bu yiizden, mezon degerlerine sifir verildigi niimerik hata kosulunda niimerik
integrallerle calismak yerine niimerik hatalar agcmazini niimerik integral yerine
Walecka yaklagimindaki gibi integralleri analitik olarak agip, momentum seviyesine
bakip E degerini niimerik olarak bulmadan dogrudan analitik olarak ele alip, sonra
tiirevini almak; bir nebze olsun rahatlatacaktir. Aksi durumda ¢oziimlerin bagka bir
sonuca yaklagsmas1 kaginilmazdir.

NLD modelinin ¢oziimlerinde ikinci 6nemli nokta A parametresidir. Sonsuz
niikleer madde i¢in 770 MeV olan parametre sonlu niikleer madde icin farkli olmasi
beklenebilir. Yine de emin olmak icin 770 MeV civarinda sonug aradik.
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p=4.7fm —— |

A

Baryon Sayisi
N\

Cekirdek Yarigap: fim

Sekil E.1 : u =4.7 fm’de r’ye baglh baryon sayis1 degisimi

Ik olarak u degerini 4.7 fm’de sabit tutarak cekirdek yaricapma gore baryon
say1sinin degisimini inceledik (tablo E.1).

5 fm’den itibaren baryon sayisinda bir artig goriiniirken baryon sayisi kirka
yaklastik¢a bir azalma mevcut. Bu azalmanin oldugu yerlerde mezon alanlar1 eksiye
inmektedir. Bu yiizden baryon sayis1 otuz civarinda ¢ikmaktadir. Baryon sayisim kirk
verecek sekilde niimerik bir sonug elde edilememektedir.

Ikinci olarak r’nin baryon sayisi kirka en yakin degeri olan 5.24504 fm’de u
degerinin degisimine gore baryon sayisini inceledik (tablo E.2).

| r=5.24504 fm ——

Baryon Sayis1

wfn
Sekil E.2 : r =5.24504 fm’de u’ye bagh baryon sayis1 degisimi

U = 4.69 fm’den baryon sayisi iireten niimerik kod, 4.697 fm ve 4.698 fm
degerlerinde bir sonug iiretemedi ve bu sonug iiretilmeyen degerler grafikte sifir
olarak gosterilmektedirler. Baryon sayis1 yine kirk civarina yaklastiginda bir bozulma
goriilmektedir. 4 =4.7013 fm’den sonra baryon sayisinda bir azalma goriilmektedir.
Bu azalma diizgiin gibi goriinse de arada yine sonug iiretilmeyen veya niimerik olarak
bagka coziime giden degerler olabilir, biz sadece kirk civarinda en iyi ¢oziimii elde
etmeye calistik.

Bu iki grafigin sonuglarina gore baryon sayisinin krika yakin oldugu en yakin
degerler 4 =4.7 fm ve r = 5.245033 fm’dir. Son olarak A parametresini 770 MeV’den
baglatarak degisimine gore baryon sayisini inceledik (tablo E.3).

A degerine bagli olarak baryon sayisini kirk veren bir deger yoktur. Grafikte
dalgalanmanin oldugu yerde kesme parmetresi i¢in uygun sonucu aramak yerine;
clinkii E.2 ve E.1 grafiklerinde rahatga goriildiigii gibi baryon sayisi kirka yaklastikca
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| ~ p=4.7 fmver=5.245033 fm —
//

Baryon Sayis1
N
~

A MeV

Sekil E.3 : r =5.245033 fm’de u = 4.7 fm’de A’ya bagli baryon say1s1 degisimi

dogru sonu¢ vermemekte grafiklerde bozulmalar meydana gelmektedir, diizgiin

azalmaya bagladigi A = 840 MeV’den sonraki degerlerde arama yapilmigtir. Elde
edilen en iyi A sonucu 896 MeV dir.
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